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August  Ferdinand  Möbius 


wurde  geboren  den  17.  November  1790  zu  Seliulpforta.  Er  hat 
seinen  Vater,  der  Tanzmeister  an  der  altberUhmten  Fürstenscliule 
war,  bereits  1793  verloren,  erhielt  die  erste  Erziehung  von  seiner 
Mutter  Johanne  Catharine  Christiane  geb.  Keil  aus  Kötschau  und 
von  seinem  unverheiratheten  Onkel  väterlicher  Seite,  ward  Schüler 
der  Schulpforta  von  1S03  bis  1509,  und  bezog  die  Universität  Leipzig, 
um  nach  dem  Käthe  eines  väterlichen  Freundes  Jura  zu  studiren. 
Bald  folgte  er  ausschliesslich  seiner  Neigung  für  die  mathematischen 
"Wissenschaften,  hurte  Vorlesungen  des  Mathematikers  von  Prasse, 
des  Physikers  Gilbert,  besonders  des  Astronomen  Mollweide, 
von  letzterem  mit  näherer  Freundschaft  beehrt.  Im  Mai  1813.  unter- 
stützt durch  ein  Reisestipendium,  wandert  er  aus  nach  Göttingen,  um 
bei  Gauss  weitere  astronomische  Studien  zu  machen,  und  kehrt  im 
April  1S14,  als  Pra  sse  in  Leipzig  gestorben  war  und  durch  Mollweide 
ersetzt  werden  sollte,  nach  Leipzig  zurück  mit  der  Aussicht,  Moll- 
weide's  Nachfolger  an  der  Sternwarte  zu  werden.  Inzwischen  findet 
er  sich  veranlasst ,  in  Halle  eine  kleine  Lehrerstelle  am  Pädagogium 
anzunehmen,  und  erhält  so  die  Gelegenheit,  bei  J.  F.  Pfaff  ein 
Privatissimum  über  höhere  Mathematik  zu  hören.  Es  erfolgt  nun  am 
11.  December  1814  die  Promotion  in  Leipzig  (ohne  Dissertation  , 
am  19.  April  1815  die  Habilitation  an  der  Universität  Leipzig  auf 
Grund  der  mathematischen  Abhandlung  De  peculiaribus  quihusdam 
aequationum  trigonometricarum  affectionihus.  ferner  in  demselben  Jahre 
die  Herausgabe  der  astronomischen  Abhandlung  De  computandis  oc- 
cultationihus  ßxarum  per  pi^i^neias  ^  und  am  1.  Mai  1816  der  Antritt 
des  Amtes  als  ausserordentlicher  Professor  der  Astronomie  und  Ob- 
servator  an  der  Sternwarte  zu  Leipzig,  mit  der  Abhandlung  De 
minima  variatione  azimuthi  stellarum  circulos  parallelos  uniformiter 
describentium  und  einer  (nicht  gedruckten'  Rede  De  incrementis  ana- 
lyseos  per  astronomiam  suhortis.     Der  neue  Astronom  der  Sternwarte 
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wurde  sofort  cliircli  ein  Reisestipendium  in  den  Stand  gesetzt,  den 
Seeberg  bei  Gotha  zu  besuchen,  wo  ihm  Lindenau's  Freundschaft 
erwuchs,  und  die  Bekanntschaft  mit  Encke  und  Nicolai.  Auf  der 
weiteren  Reise  berührte  er  Coburg.  Nürnberg,  Stuttgart,  Tübingen, 
München,  Wien,  Ofen,  und  machte  die  Bekanntschaft  mit  Bohnen- 
berger,  Reichenbach,  Soldner,  Pasquich,  Littrow.  Nach  der 
Heimkehr  im  October  1816  bezog  er  die  Amtswohnung  in  der 
Pleissenburg ,  die  er  während  seines  Lebens  nicht  wieder  verlassen 
sollte.  Anfangs  stand  die  Mutter  ihm  zur  Seite,  bis  sie  1S20  durch 
den  Tod  ihm  entrissen  wurde ,  kurz  vor  seiner  Verheirathung  mit 
Fräulein  Dorothea  Christiane  Johanna  Rothe  aus  Gera,  geboren  den 
26.  Juli  1790.  In  glücklicher  Ehe,  welche  von  zwei  Söhnen  und 
einer  Tochter  gesegnet  war,  lebte  er  bis  zum  Tode  der  geliebten 
Frau  1859,  später  verpflegt  von  einer  befreundeten  Dame  bis  zu 
seinem  Tode  den  26.  September  1868.  In  den  angegebenen  Epochen 
war  das  stille  bescheidene  fruchtreiche  Gelehrtenleben  enthalten, 
dessen  Andenken  diese  Zeilen  gewidmet  sind. 

Der  junge  Professor  wurde  auswärts  begehrt  als  Astronom  nach 
Greifswalde  1816  sogleich  nach  dem  Antritt  der  Leipziger  Professur, 
und  später  als  Mathematiker  nach  Dorpat  1819  kurz  vor  seiner  Ver- 
heirathung und  vor  dem  Tode  der  Mutter.  In  beiden  Fällen  siegte 
leicht  die  Anhänglichkeit  an  die  Heimath  und  au  das  gewohnte  Da- 
sein über  die  Anerbietungen  von  Ehren  und  auskömmlicheren  Ver- 
hältnissen. Die  Berliner  Academie  der  Wissenschaften  ernannte  ihn 
1829  zu  ihrem  correspondirenden  Mitglied,  aber  es  vergingen  dar- 
nach noch  15  Jahre,  bis  eine  deutsche  Universität  den  inzwischen 
hochberühmt  gewordenen  ausserordentlichen  Professor  als  Ordinarius 
begehrte.  Als  die  Universität  Jena  nach  Fries'  Tode  1844  Möbius 
berufen  hatte ,  wurde  ihm  das  Verbleiben  in  der  geliebten  Heimath 
erleichtert  durch  die  Verwandlung  seiner  ausserordentlichen  Pro- 
fessur in  eine  ordentliche  Professur  der  Astronomie  und  der  höheren 
Mechanik,  und  durch  eine  bescheidene  Erhöhung  seines  bis  dahin 
wenig  angemessenen  Gehaltes. 

Die  Welt,  in  der  Möbius  sich  bewegte,  war  seine  Studirstube, 
seine  über  derselben  wohnende  Familie  und  ein  kleiner  Kreis  von 
Bekannten  und  Freunden.  Neben  seiner  Studirstube  befand  sich 
sein  Auditorium,  und  in  demselben  verschlossen  in  hohen  undurch- 
sichtigen Schränken  die  schöne  Bibliothek  der  Sternwarte.  Die  An- 
regung zu  seinen  Forschungen  findet  er  aber  zumeist  in  dem  reichen 
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Born  seines  ursprünglichen  Geistes.  Seine  Anscliaiumg-en .  die  Auf- 
gaben, welelie  er  sich  stellt,  die  Lösungen,  welche  er  findet,  haben 
etwas  ungewöhnlich  Sinniges,  ungesucht  Ursprüngliches.  Er  arbeitet 
mit  ruhiger  Stetigkeit,  still  und  einsam,  fast  verschlossen,  bis  Alles 
in  die  rechte  Ordnung  gefügt  ist.  Frei  von  Ueberhastung,  fern  von 
Prunksucht  und  Anmassung,  lässt  er  die  Früchte  seines  Geistes 
reifen,  bis  er  nach  Horazischer  Frist  in  vollendeter  Form  sie  ver- 
öffentlicht. Ganz  anders,  als  es  in  Delambre's  Bericht  über  den 
Astronomen  am  Hofe  des  Königs  Louis  XIV.  lautet:  la  mauiere  de 
Cassini  etait  d'annoncer  longtemps  d'avance  ses  decouvertes  en  les 
vantant  beaucoup  sans  donner  au  lecteur  le  moyen  de  les  apprecier. 

Ueberall  ist  in  Möbius'  Arbeiten  das  Bestreben  sichtbar,  seine 
Ziele  auf  kürzesten  Wegen,  bei  geringstem  Aufwand  von  Mitteln, 
durch  die  angemessensten  Mittel  zu  erreichen.  Nicht  nur  in  den 
Ergebnissen,  welche  die  mathematischen  Wissenschaften  bereichern, 
zeigt  sich  der  Meister,  sondern  auch  in  der  Auswahl  und  Hand- 
habung der  Mittel,  durch  welche  die  Sätze  der  Wissenschaft  be- 
gründet und  in  Verbindung  gebracht  werden.  Grandia  parvis  ist 
bei  Werken  von  künstlerischer  Vollendung  ein  besonderer  Vorzug, 
durch  welchen  die  von  Möbius  verfassten  Schriftwerke  sich  aus- 
zeichnen; denselben  Vorzug  hatten  auch  die  academischen  Vor- 
lesungen, in  welchen  Möbius  meist  auf  engere  Gebiete  sich  be- 
schränkte und  durch  seine  eigenthümlichen  Anschauungen  anregte. 
Da  es  nicht  in  Möbius'  Neigung  lag,  die  mathematische  Literatur 
gleichmässig  zu  verfolgen,  so  konnte  es  in  einzelnen  Fällen  ge- 
schehen, dass  er  auf  seinen  Wegen  fand  und  für  neu  hielt,  was 
Andere  auf  ihren  Wegen  vor  ihm  gefunden  hatten.  Seiner  bedäch- 
tigen Zurückhaltung  und  der  anspruchslosen  Form  seiner  Mit- 
theilungen ist  es  zuzuschreiben,  dass  auch  das  Entgegengesetzte  ein- 
trat, dass  Andere  in  den  Fall  kamen,  da  zu  ernten,  wo  Möbius 
gesäet  hatte. 

In  Möbius'  Arbeiten  sind  vier  Zeitabschnitte  erkennbar,  der  erste 
erstreckt  sich  von  1S17  bis  zum  Erscheinen  des  barycentrischeu 
Calculs  1827,  der  zweite  reicht  bis  zur  Statik  1837,  der  dritte  bis  zur 
Mechanik  des  Himmels  1843,  der  vierte  und  letzte  umfasst  die  statt- 
liche Reihe  von  Abhandlungen,  welche  in  den  Schriften  der  von 
Möbius  mitgegründeten  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissen- 
schaften enthalten  sind  1846  bis  1865.  Aus  dem  ersten  Abschnitt 
ist    zunächst    nur    eine    kleine    1823    veröffentlichte    Schrift    zu    er- 
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wiiliueu,  »Beobachtimgeu  auf  der  Leipziger  Sternwarte  mit  Beschrei- 
bung der  neuen  Einrichtung  dieser  Sternwarte,  und  einem  Anhang 
geometrischen  Inhalts«.  Der  Anhang  zeigt  nämlich,  dass  Möbius 
1S23  bereits  in  Besitz  seines  baryceutrischen  Calculs  und  in  den 
zweiten  Abschnitt  seines  Werkes  vertieft  ist.  Die  daselbst  ge- 
stellten neuen  geometrischen  Aufgaben  wurden,  wie  man  durch  die 
Astronomischen  Nachrichten  erfahren  hat,  sogleich  von  Gauss  und 
Clausen  besonderer  Beachtung  gewürdigt. 

Der  barycentrische  Calcul  ward  1827  herausgegeben,  ein  in 
mehrfacher  Hinsicht  ganz  neues  Werk,  enthaltend  eine  neue  Art 
analytischer  Geometrie,  ferner  die  darauf  gegründete  Lehre  von  den 
Verwandtschaften  der  Figuren  nebst  den  daraus  entspringenden 
Classen  geometrischer  Aufgaben,  zuletzt  Anwendung  des  neuen  Cal- 
culs auf  die  Entwicklung  mehrerer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 
Neu  und  fast  befremdend  erschien  darin  zuerst  die  Bestimmung  des 
Zeichens  einer  Strecke  nach  der  vorausbestimmten  positiven  Rich- 
tuno-  ihrer  Geraden.  Ebenso  die  Bestimmung  des  Zeichens  einer 
Dreiecksfläche  nach  dem  vorausbestimmten  positiven  Sinn  ihrer  Ebene, 
und  die  Bestimmung  des  Zeichens  eines  Tetraederinhaltes.  Man 
lernte  erst  später  durch  Möbius  in  diesen  Bestimmungen  die  feste 
Grundlage  für  den  metrischen  Theil  der  Geometrie  erkennen,  nach 
welcher  Carnot  in  seiner  geometrie  de  j^osition  gesucht  hatte.  Neu 
und  fremd  waren  ferner  gegenüber  den  gewohnten  griechischen  und 
nach  Descartes  benannten  Coordiuaten  eines  Punctes  auf  1,  2,  3 
Axen  die  von  Möbius  erdachten  baryceutrischen  Coordinaten  eines 
Punctes  in  Bezug  auf  2,  3,  4  Fundamentalpuncte ,  Verhältnisse, 
durch  welche  der  Punct  eindeutig  bestimmt  wird.  Um  den  Punct  P 
zu  finden,  dessen  barycentrische  Coordinaten  a,  ß,  y^  ö  m  Bezug 
auf  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  (7,  D  sind,  wird  die  Strecke  AB 
nach  dem  Verhältniss  —  ß  :  u  in  N  getheilt,  dann  NC  nach  dem 
Verhältniss  — y  :  u -{- ß  in  0,    endlich   OD   nach    dem   Verhältniss 

^  ■_  a-\-  ß  +  y  in  P.   Der  Punct  P  ist  alsdann  der  von  Archimedes 

definirte  Schwerpunct,  der  mit  Gewichten,  welche  wie  die  Coordi- 
naten a,  /?,  y,  (3  sich  verhalten,  beschwerten  Fundamentalpuncte, 
und  hat  als  solcher  die  Eigenschaft:  wenn  durch  A,  B,  C,  D,  P 
parallele  Geraden  einer  beliebig  gegebenen  Richtung  gehen  und  von 
einer  beliebig  gestellten  Ebene  in  den  Puncten  A' ,  B' ,  C,  D' ,  P' 
geschnitten  werden,  so  sind  die  parallelen  Strecken  AÄ ,  .  .  durch 
die  barycentrische  Gleichung  verbunden 
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a.AA'+ß.BB'+y.  CC'+d  .  DD'=   a  +  ß -\- y  ^  d)PP' . 

In  Folge  dieser  Gleichung  wird  die  svmbolisclie  Formel 

aA  +  ßB-\-yC+öD 

als  j>baryeeutriselier  Ausdruckte  des  Puuctes  P  gebraucht.  "Wenn  die 
Coordiuaten  u,  ß,  y.  d  Functionen  eines  Parameters  sind,  so  liegt  der 
Punct  auf  einer  bestimmten  Linie :  ^Yenn  dieselben  von  zwei  Parametern 
abhängen,  so  liegt  der  Punct  auf  einer  bestimmten  Fläche.  Die  so 
bestimmten  Linien  und  Flächen  sind,  wenn  die  barycentrischen  Coor- 
diuaten ganze  Functionen  sind,  singulare  Linien  und  Flächen,  und  zwar 
die  singulärsten  unter  den  Linien  und  Flächen,  welche  einer  Ord- 
nung angehören.  Durch  barycentrischen  Calcul  werden  zunächst 
Eigenschaften  von  Linien  und  Flächen  untersucht .  ihre  unendlich- 
fernen Puncte.  die  Wendepuncte  von  Linien,  ihre  mehrfachen  Puncte, 
ihre  Berührungen:  insbesondere  werden  die  unebenen  Linien  dritter 
Ordnung  zum  erstenmal  in  Betracht  gezogen. 

Die  barycentrischen  Coordinaten  eines  Punctes  sind  die  ersten 
homogenen  Coordinaten,  welche  in  die  Geometrie  eingeführt  wurden, 
und  deshalb  von  besonderer  Bedeutung  für  die  historische  Be- 
trachtung, obgleich  sie  alsbald  durch  homogene  Coordinaten  und 
die  Einführung  der  homogenen  Gleichungen  überboten  worden  sind. 
"Während  nämlich  der  barycentrische  Calcul  gedruckt  wurde,  schrieb 
Plücker,  an  Gergonne  anknüpfend,  mit  Lame  und  Bobillier 
in  einigen  Puncten  sich  begegnend,  seine  « Entwickelungen « ,  in 
denen  die  homogenen  Coordinaten  eines  Punctes  in  Bezug  auf 
3  Gerade  einer  Ebene  und  auf  4  Ebenen  mehr  und  mehr  her- 
vortreten. Seitdem  nun  noch  Plücker,  anknüpfend  an  die  Lehre 
von  den  Enveloppen,  die  Geometrie  durch  die  von  Linien  und  von 
Flächen  gebildeten  Figuren  entsprechend  den  Punctfiguren  bereichert 
hatte,  indem  er  die  ebenfalls  homogenen  Coordinaten  einer  Geraden 
in  Bezug  auf  3  Puncte  einer  die  Gerade  enthaltenden  Ebene,  sowie 
die  homogenen  Coordinaten  einer  Ebene  in  Bezug  auf  4  Puncte  hin- 
zufügte: nachdem  eine  Reihe  von  Geometern.  voran  Hesse  und 
Cayley,  auf  den  von  Plücker  gebahnten  'VN^'egen  fortgeschritten 
waren;  nachdem  endlich  Plücker  und  mit  ihm  zusammentreffend 
Cayley  noch  die  homogenen  Coordiuaten  einer  Geraden  bezogen 
auf  2  Ebenen  Axen-Coordinaten'  oder  auf  2  Puncte  Strahleu- 
Coordinaten,  eingeführt  hatte,  war  für  die  barycentrischen  Coordi- 
naten eines  Punctes  wenig  Theilnahme  übrig  geblieben.     Aber  die 
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vielfachen  Berülining-eu  der  Plücker'selieu  Ergebnisse  mit  denen  des 
barycentriselien  Calciüs  sind  von  Plüeker  selbst  nicht  verkannt  worden. 

Durch  die  barycentrische  Bestimmung  von  Puneten  wurde  Möbius 
zur  Ausbildung"  der  Lehre  von  den  Verwandtschaften  der  Punct- 
figuren  geführt,  welche  in  dem  zweiten  Abschnitt  des  barycentrischen 
Calculs  dargelegt  ist.  Collineations -Verwandtschaft  hatte  er  zwei 
Figuren  zugeschrieben,  wenn  jedem  Punct  der  einen  Figur  ein  Punct 
der  anderen  so  entspricht,  dass  je  3  Puneten  der  einen  Figur,  welche 
auf  einer  Geraden  liegen,  3  Puncte  der  anderen  Figur  entsprechen, 
welche  ebenfalls  auf  einer  und  zwar  der  entsprechenden  Geraden 
liegen  ; collineantur) .  Um  diese  Verwandtschaft  näher  zu  beleuchten, 
entwickelt  er  die  Lehre  von  den  Doppelverhältnissen  aus  4  Puneten 
einer  Geraden,  aus  4  Geraden,  welche  einer  Ebene  angehören  und 
einen  Punct  gemein  haben,  und  aus  4  Ebenen ,  welche  eine  Gerade 
gemein  haben;  er  bildet  sein  Netz  aus  4  Puneten  einer  Ebene  und 
das  Netz  aus  5  Puneten  des  Raumes ,  und  gelang-t  so  zu  der  be- 
deutungsvollen Gleichheit  der  entsprechenden  Doppelverhältnisse  bei 
collineareu  Figuren. 

Die  Wirkung  dieses  Theiles  der  Möbius'schen  Arbeiten  auf  die 
weiteren  Fortschritte  der  Geometrie  ist  unverkennbar,  wenn  man 
unter  den  nächstfolgenden  geometrischen  Werken  St  einer 's  syste- 
matische Entwickelung  1S32,  Magnus'  Aufgaben  1833,  Chasles' 
Apergu  1S37  betrachtet.  Projectivische  Gerade  und  Strahlbüschel 
sind  collineare  Figuren  von  Puneten  einer  Geraden  und  von  Geraden 
eines  Punctes ;  anharmonische  Function  von  4  Puneten  einer  Geraden 
ist  ihr  Doppelverhältniss ,  Homographie  ist  das  entsprechende  grie- 
chische Wort  für  Collineation.  Bei  Gelegenheit  seiner  Netze  hatte 
Möbius  die  Vermuthung  ausgesprochen,  dass  die  Fälle,  wo  bei  fort- 
gesetzter Ziehung  von  Geraden  3  und  mehr  Puncte  auf  einer  Gera- 
den liegen  oder  3  und  mehr  Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden, 
ohne  Rechnung  allein  durch  wiederholte  Anwendung  eines  (früher 
von  Desargues  und  Poncelet  zu  demselben  Zwecke  benutzten)  geo- 
metrischen Satzes  erwiesen  werden  könnten  Barycentrischer  Calcul 
207  und  243  Anm.),  Auf  denselben  Satz  hat  Staudt  1847  die 
Geometrie  der  Lage  gegründet. 

Als  neu  sind  in  diesem  Abschnitt  des  barycentrischen  Calculs 
hervorzuheben  die  Stellung  und  Losung  von  besonderen  Aufgaben, 
welche  aus  den  einzelneu  Verwandtschaften  von  Figuren  entspringen, 
nebst   einer   Classification   der   geometrischen  Aufgaben;    ferner  die 
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Bemerkungen,  dass  nicht  alle  Flächen  zweiter  Ordnimg  collinear 
sind:  dass  es  gleiche  und  affine  Figuren  giebt ;  dass  um  gleiche 
und  ähnliche  Figuren  von  3  Dimensionen,  welche  nicht  congruent 
sind,  zur  Congruenz  zu  bringen,  Raum  von  mehr  Dimensionen  er- 
fordert werde.  Möbius  hatte  wohl  nicht  erwartet,  dass  die  letztere 
Bemerkung  von  der  neueren  Magie  ausgebeutet  werden  würde. 

Der  dritte  Abschnitt  des  barycentrischen  Calculs  ist  vorzüglich 
geeignet,  die  specifische  Mächtigkeit  des  neuen  Instruments  ins  Licht 
zu  setzen.  Es  werden  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  durch  bary- 
centrischen Calcul  entwickelt,  ihrer  Puncte  und  ihrer  Tangenten. 
Dabei  werden  ausführlich  bestimmt  der  Kegelschnitt  von  5  Puncten,  die 
Parabel  von  4  Puncten  oder  Tangenten,  der  Kegelschnitt  von  5  Tan- 
genten; es  wird  gezeig-t,  man  könne  Yoo  gegen  1  wetten,  dass  5 
auf  eine  Ebene  beliebig  hingeworfene  Puncte  auf  einer  Hj^Derbel 
liegen  und  nicht  auf  einer  Ellipse.  Der  baryceutrische  Calcul  soll 
kein  Universalmittel  sein;  mit  welcher  Leichtigkeit  aber  auf  be- 
stimmten Aufgabengebieten  das  neue  Werkzeug  in  der  Hand  des 
Meisters  arbeitet,  ist  besonders  in  den  letzten  Capiteln  dieses  Ab- 
schnittes bewunderungswürdig.  Die  Ergebnisse  waren  theils  neu,  theils 
zeigten  sie  Bekanntes  in  neuem  Zusammenhange  und  in  weiterer 
Ausführung,  insbesondere  ohne  Beziehung  auf  einen  zu  Grunde  ge- 
legten Kegelschnitt  und  ohne  die  jetzt  üblichen  Benennungen)  die 
ßeciproke  einer  Figur  von  Puncten  als  Figur  von  Geraden  oder  von 
Ebenen. 

Ueber  die  Aufnahme,  welche  Möbius'  erstes  Werk  bei  den  Zeit- 
genossen gefunden  hat,  liegen  mehrfache  Zeugnisse  vor.  Eines  der 
ersten  ist  die  Anzeige  des  Buches,  welche  Cauchy  in  Ferussac's 
Bulletin  1828,  p.  77 — 80  gegeben  hat,  den  Werth  des  Buches  er- 
kennend. Bedenken  nicht  zurückhaltend.  »II  ne  uous  est  pas  facile 
de  donner,  par  forme  d'extrait,  uue  idee  satisfaisante  ä  nos  lecteurs 
de  cet  ouvrage,  oii  tout  est  nouveau,  aussi  bien  la  forme  que  le  fond, 
les  idees  aussi  bien  que  les  notations  et  les  termes.  C"est  une  autre 
methode  de  geometrie  analytique,  dont  les  bases  sont  assurement  moins 
simples:  ce  n'est  que  par  une  etude  plus  approfondie  qu'on  peut  de- 
cider  si  les  avantages  de  cette  methode  en  compensent  les  difficultes.« 
Cauehy  theilt  mm  den  Inhalt  des  ersten  Abschnittes  mit,  und 
schliesst  den  Bericht  über  die  im  zweiten  Abschnitt  vorgetragenen 
neuen  Verwandtschaften  mit  den  Worten:  »11  faut  etre  bien  sür  qu'on 
fait  faire  ä  la  science   uu  grand  pas,  pour  la  surcharger  de  taut  de 
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termes  nouveaux,  et  d'exiger  des  lecteurs  qii'ils  vous  suivent  daus  des 
reeherclies,  qui  s'offrent  ä  eux  avec  taut  detrangete.«  Nach  Aiifüli- 
rimg  einiger  Sätze  des  dritten  Abschnittes  gelangt  die  Anzeige  zu 
dem  Schluss:  »On  doit  penser  que  Tauteur  du  calcul  barycentrique  n'a 
poiut  eu  conuaissauce  de  la  theorie  generale  de  reciprocite  entre  les 
proprietes  dune  Systeme  de  points  et  d'un  Systeme  de  lignes.  que 
M.  Gergonne  a  etabli.«  Diese  Vermuthuug  war  nicht  zutreffend, 
und  konnte  sofort  aus  den  von  Möbius  am  Schluss  der  Vorrede  zu 
seinem  Buche  gemachten  Angaben  berichtigt  werden. 

Jacobi  und  Dirichlet  kamen  1829  auf  einer  Reise  nach  Leipzig, 
um  den  Verfasser  des  barycentrischen  Calculs  persönlich  kennen  zu 
lernen ;  in  demselben  Jahre  wählte  ihn  die  Berliner  Academie  der 
Wissenschaften  zu  ihrem  correspondirenden  Mitgliede.  "Weiteres  Zeug- 
niss  geben  die  Citate  bei  PlUcker  in  den  Analytisch-geometrischen 
Entwickelungen  1828 — 1830,  und  bei  Steiner  in  der  Systematischen 
Entwickelung  1832.  Steiner  spricht  es  an  mehreren  Stellen  seines 
Buches  aus,  wie  sehr  er  in  seinen  eigenen  Untersuchungen  durch 
Möbius'  Arbeiten  gefördert  worden  sei.  Gauss,  dem  das  neue 
Buch  anfangs  längere  Zeit  aus  den  Augen  gekommen  war,  schreibt 
1843  Mai  15  an  Schumacher  (Briefwechsel  Bd.  4.  p.  147),  er  habe 
neuerlich  das  Buch  mit  dem  Zweifel  in  die  Hand  genommen,  ob  es 
der  Mühe  werth  sei ,  eine  recht  artig  ausgesonnene  Rechnungsweise 
sich  anzueignen,  wenn  man  durch  dieselbe  nichts  leisten  könne,  was 
sich  nicht  eben  so  leicht  ohne  sie  leisten  lasse;  er  habe  dann  bald 
mit  grossem  Vergnügen  gefunden,  dass  darin  die  Quintessenz  der 
Lehre  von  den  Kegelschnitten  in  uucem  gebracht  ist,  und  dass  ge- 
rade der  barycentrische  Calcul  auf  dem  leichtesten  Wege  zur  Auf- 
lösung aller  dahin  gehörigen  Aufgaben  führt.  »Ueberhaupt  verhält 
es  sich«,  fährt  Gauss  fort,  «mit  allen  solchen  neuen  Calculs  so, 
dass  man  durch  sie  nichts  leisten  kann,  was  nicht  auch  ohne  sie  zu 
leisten  wäre.  Der  Vortheil  ist  aber  der,  dass.  wenn  ein  solcher 
Calcul  dem  innersten  Wesen  vielfach  vorkommender  Bedürfnisse 
correspondirt .  jeder  der  sich  ihn  ganz  angeeignet  hat,  auch  ohne 
die  gleichsam  unbewussten  Inspirationen  des  Genies,  die  niemand  er- 
zwingen kann,  die  dahin  gehörigen  Aufgaben  lösen,  ja  selbst  in 
verwickelten  Fällen  gleichsam  mechanisch  lösen  kann,  wo  ohne  eine 
solche  Hülfe  auch  das  Genie  ohnmächtig  wird.  So  ist  es  mit  der 
Erfindung  der  Buchstabenrechnung  überhaupt,  so  mit  der  Differential- 
rechnung gewesen ;  so  ist  es  auch  (wenn  auch  in  partielleren  Sphären) 
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mit  Lagrange's  Variationsreclmung .  mit  meiner  Congruenzenrecli- 
nung  und  mit  Mob  ins"  Calcul.  Es  werden  durch  solche  Conceptionen 
unzählige  Aufgaben,  die  sonst  vereinzelt  stehen  und  jedesmal  neue 
Efforts  (kleinere  oder  grössere^  des  Erfiudungsgeistes  erfordern, 
gleichsam  zu  einem  organischen  Reichet 

Sogleich  nach  Vollendung  des  baryceutrischen  Calculs  zählte  das 
kurz  vorher  von  Grelle  1826  gegründete  Journal  für  Mathematik 
neben  Abel,  Jacobi,  Steiner,  Dirichlet.  Plücker  auch  Möbius 
zu  seinen  hervorragendsten  Mitarbeitern.  Im  3.  Band  1828  steht  eine 
durch  umfassende  Betrachtungen  und  feine  Methoden  ausgezeichnete 
Abhandlung  von  Möbius  zur  Lösung  der  im  2.  Band  gestellten  Auf- 
gabe .  aus  den  Seiten  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks 
den  Halbmesser  des  Kreises  und  die  Fläche  des  Vielecks  zu  berechnen. 
Eine  Reihe  folgender  Aufsätze  enthält  die  Darstellung  der  Verwandt- 
schaften unter  Benutzung  gemeiner  Coordinaten  der  Puncte  1829, 
ferner  neue  Anwendungen  des  barycentrischen  Calculs  und  der  Doppel- 
verhältnisse;  dann  die  Entdeckung,  dass  von  2  Tetraedern  jedes  dem 
anderen  um-  und  eingeschrieben  zugleich  sein  kann,  und  dass  über- 
haupt eine  Figur  und  ihre  Reciproke  so  beschaffen  sein  können,  dass 
jeder  Punct  der  Figur  auf  der  ihm  entsprechenden  Ebene  liegt,  und 
die  Figur  mit  ihrer  Reciproken  zusammen  ein  sogenanntes  Nullsystem 
bildet  (1833'.  Bemerkenswerth  ist  ferner  die  Entdeckung  affiner 
Figuren,  welche  nicht  collinear  sind,  und  deren  Puncte  sich  nur  so 
entsprechen,  dass  entsprechende  Flächeninhalte  ein  constantes  Ver- 
hältniss  haben  (1834).  In  dieser  Abhandlung  wird  beiläufig  ein  Satz 
aus  der  Lehre  von  den  Fuuctionaldeterminanten  bewiesen. 

In  demselben  Zeitabschnitt  vollendet  Möbius  Untersuchungen 
über  Systeme  einfacher  Linsen,  zu  welchen  er  früher  durch  Piola's 
Abhandlung  über  Fernröhre  in  den  Mailänder  Ephemeriden  für  1 822 
angeregt  worden  war.  In  einer  ersten  Abhandlung  1830  werden  die 
für  ein  System  einfacher  Linsen  geltenden  Gleichungen  durch  Bil- 
dung eines  Kettenbruchs  abgeleitet.  In  der  nächstfolgenden  Ab- 
handlung werden  auf  Grund  dieses  Zusammenhanges  die  bekannten 
Eigenschaften  der  Kettenbrüche  neu  entwickelt  und  ergänzt,  wodurch 
zugleich  die  Eigenschaften  des  Liusensystems  in  einfacherer  Weise 
hervortreten.  Durch  Gauss'  Dioptrisehe  Untersuchungen  1841  und 
Bessel's  gleichzeitige  Abhandlung  (Astronomische  Nachrichten,  Bd.  18, 
p.  97)  wurde  festgestellt,  dass  bei  den  schönen  im  Verlauf  der  Zeit 
gefundenen   Sätzen  über  Liusensysteme  ohne  Verlust  für  ihre  Ein- 
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faclilieit  die  Dicke  der  Linsen  mit  berücksichtigt  werden  kann. 
Einen  weiteren  Schritt  vorwärts  that  Mob  ins  1855,  als  er  die  Eigen- 
schaften eines  Systems  von  endlich  dicken  Linsen  und  die  Lehre  von 
dioptrischen  Bildern  überhaupt,  statt  mit  Anwendung  von  Ketten- 
brüchen, weit  einfacher  mittelst  der  Collinearität  ableitete. 

Nicht  minder  feinsinnig  und  folgenreich  sind  zwei  für  sich 
stehende  Arbeiten ,  welche  demselben  Zeitabschnitt  angehören .  über 
eine  besondere  Art  der  Umkehrung  der  Reihen  und  über  geometrische 
Eigenschaften  einer  Factor entafel.  Die  übrigen  Aufsätze  aus  dieser 
Zeit  stehen  in  nächster  Beziehung  zu  der  Statik,  welche  Möbius 
1837  erscheinen  Hess.  Dazu  gehört  der  Beweis  des  von  Chasles 
zuerst  ohne  Beweis  veröffentlichten  Satzes  über  den  Inhalt  des  Te- 
traeders von  zwei  Kräften,  welche  die  einen  starren  Körper  an- 
greifenden Kräfte  zu  ersetzen  vermögen.  In  diesem  Aufsatze  '1829) 
wird  zuerst  für  den  vorliegenden  Zweck  das  Moment  der  durch  die 
Strecke  PQ  ausgedrückten  Kraft  in  Bezug  auf  die  Strecke  AB  durch 
den  Inhalt  des  Tetraeders  ABPQ  ausgedrückt.  In  dem  folgenden 
Aufsatze,  1831,  werden  die  von  Poinsot  1806  in  die  Statik  ein- 
geführten couiDles,  unter  dem  Namen  Kräftepaare,  benutzt,  um  für  die 
einen  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  die  bekannten  Bedingungen 
des  Gleichgewichtes  einfach  abzuleiten.  Andere  an  die  Statik  sich 
anschliessende  Aufsätze  verbreiten  sich  über  das  Gleichgewicht  ver- 
änderlicher Figuren,  welche  aber  sich  ähnlich  bleiben  oder  gleich 
und  affin;  über  den  Mittelpunct  nicht  paralleler  Kräfte,  über  die 
Hauptdrehlinie;  von  besonderem  Gewicht  ist  in  dieser  Reihe  die 
ebenso  geometrische  wde  mechanische  Abhandlung  über  die  Zusammen- 
setzung unendlich  kleiner  Drehungen. 

Das  Lehrbuch  der  Statik,  mit  welchem  Möbius  die  mathe- 
matische Literatur  bereichert  hat,  unterscheidet  sich  von  dem  früheren 
Aufbau  dieser  Wissenschaft  zunächst  dadurch,  dass  sogleich  Kräfte- 
paare, welche  einen  starren  Körper  angreifen,  in  Betracht  gezogen 
und  nach  Aufstellung  erforderlicher  Axiome  die  Bedingungen  für  das 
Gleichgewicht  von  Kräftepaaren  ermittelt  werden.  Hieraus  ergeben 
sich  dann  die  Bedingungen  für  das  Gleichgewicht  von  Kräften,  welche 
einen  Puuct  angreifen,  sowie  von  Kräften,  welche  einen  starren 
Körper  angreifen.  Mittelst  der  Definitionen  von  Moment  eines  Paares, 
von  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  einen  Punct  und  in  Bezug  auf 
eine  Strecke  (Axel  und  von  Moment  eines  Systemes  von  Kräften 
werden  nun  die  gesuchten  Bedingungen  in  geometrisch  durchsichtiger 
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"Weise  so  dargestellt,  dass  von  der  MfJbius 'scheu  Statik  bis  zu  der 
neuerlich  entwickelten  descriptiven  graphischen)  Statik  nur  ein  kurzer 
Weg  zurückzulegen  blieb. 

Das  System  von  Kräften,  welche  einen  starren  Körper  angreifend 
nicht  im  Gleichgewicht  sind,  hat  aber  in  Bezug  auf  eine  Strecke  ein 
Moment,  welches  bei  constanter  Länge  der  Strecke  abhängt  von 
dem  Anfangspunct  und  von  der  Richtung  der  Strecke:  demnach  werden 
die  Strecken  bestimmt,  in  Bezug  auf  welche  die  Momente  des  Systemes 
grösste ,  kleinste .  gleiche  Werthe  haben ,  oder  null  sind.  Die  von 
einem  Puncte  ausgehenden  Strecken  liegen  in  dem  letzten  Falle  auf 
einer  Ebene,  der  Xullebene  des  Punctes,  alle  Puncte  mit  ihren  Null- 
ebenen bilden  ein  Xullsystem. 

Weitere  Untersuchungen  betreffen  die  Frage .  wie  die  Wirkung 
der  einen  starren  Körper  angreifenden  Kräfte  sich  verändert,  wenn 
der  Körper  durch  Rotation  und  Translation  in  eine  andere  Lage  über- 
geführt wird,  während  die  Kräfte  ihre  Angriffspuncte .  Grössen  und 
Richtungen  behalten.  Hierbei  ergeben  sich  nicht  nur  der  Mittelpunct 
paralleler  Kräfte  und  eine  neue  Elementarlehre  von  dem  Schwerpunct 
eines  schweren  K-örpers,  sondern  auch  im  Einklang  mit  Min  ding 's 
gleichzeitigen  Resultaten  der  Mittelpunct  von  Kräften .  die  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  ferner  die  besonderen  Geraden,  welche  bei  im 
Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  »Axen  des  Gleichgewichts«,  bei 
nicht  im  Gleichgewicht  befindlichen  Kräften  »Hauptaxen  des  Gleich- 
gewichts« heissen,  endlich  die  Begriffe  »Centralpunct.  Centrallinie, 
Centralebene«  bei  einem  System  von  Kräften.  In  Folge  dieser  Be- 
trachtungen wird  die  Sicherheit  des  Gleichgewichtes  abhängig  ge- 
macht von  einer  ternären  quadratischen  Form.  Functionen  der  Kräftte 
und  der  Angriffspuncte,  welche  beim  Gleichgewicht  grösste  oder 
kleinste  Werthe  erhalten,  und  der  Satz  von  den  virtuellen  Ge- 
schwindigkeiten bilden  den  Schluss  des  ersten  Theiles  der  Statik. 
Der  zweite  Theil  enthält  eine  Fülle  von  neuen  Untersuchungen  und 
schönen  Resultaten  über  das  Gleichgewicht  verbundener  Körper,  über 
die  Unbeweglichkeit  und  die  unendlich  kleine  Beweglichkeit.  Dabei 
wird,  um  nur  Eines  zu  erwähnen,  die  Analogie  zwischen  dem  Gleich- 
gewicht an  einem  Faden  und  der  Bewegung  eines  Punctes  in 
glänzender  Weise  durchgeführt  und  verwerthet. 

Während  der  Ausarbeitung  der  Statik  und  in  den  nächstfolgenden 
Jahren  wurde  von  Möbius  der  für  Geometrie  wie  für  Mechanik 
gleich  ausgiebige  Begriff  der  »Zusammensetzung  oder  geometrischen 
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Addition«  von  Strecken  und  von  Polygoufläclien  ausgebildet ,  wobei 
ilim  Grassmann  und  Saint-Venant  1844  begegneten,  sowie 
Hamilton,  welcher  in  seinen  Quaternionen  1853  auch  die  geo- 
metrische Summe  von  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel  in  Betracht 
zog.  Den  Begriff  der  geometrischen  Summe  von  Strecken,  die  ihrer 
Grösse  und  ihrer  Richtung  nach  gegeben  sind,  findet  man  bei  Argand 
1806,  welcher  complexe  Grössen  geometrisch  darzustellen  beabsich- 
tigte ,  in  der  That  aber  den  realen  Vector  (Modul)  einer  complexen 
Zahl,  einer  Summe,  eines  Products  complexer  Zahlen  auf  einer  Ebene 
construirt  hat.  Derselbe  Begriff  tritt  deutlicher  auf  bei  Bellavitis, 
welcher  seit  1832  die  »Aequipollenz«  der  geometrischen  Summe  von 
Strecken  AB  -\-  BC  mit  der  Strecke  A  C  seinen  Ausführungen  zu 
Grunde  gelegt  hat.  Unabhängig  von  diesen  Vorgängen  hat  Möbius 
1844  in  Crelle's  Journal  Bd.  28  auf  elementar-mathematische  Weise 
gezeigt,  in  welchem  Sinne  die  Strecke  AB  beim  Calcul  durch  die 
Differenz  der  Puncte  ^  —  B  ersetzt  werden  könne,  wodurch  er  ohne 
weitere  Hülfsmittel  zu  einer  neuen  Begründung  seines  barycentrischen 
Calculs  gelangt.  Neben  der  geometrischen  Addition  war  es  auch  die 
von  Grassmann  ausgebildete  geometrische  Multiplication .  welcher 
Möbius  besondere  Aufmerksamkeit  zuwendete.  Man  erkennt  dies 
aus  der  erläuternden  Abhandlung,  mit  welcher  er  die  Herausgabe  von 
Grassmann's  preisgekrönter  geometrischen  Analyse  1847  begleitete. 
In  der  1843  erschienenen  Mechanik  des  Himmels  werden  zu- 
nächst mit  Hülfe  der  geometrischen  Addition  die  Grundbegriffe  der 
Dynamik  nebst  der  Theorie  des  Schwerpunctes  in  neuer  lichtvoller 
Weise  vorgetragen.  Zu  der  Bahn  des  bewegten  Punctes  wird  dabei 
die  neue  Linie  seiner  Geschwindigkeiten  construirt,  welche  auch  von 
Hamilton  1846  erfunden  und  der  Hodograph  des  bewegten  Punctes 
genannt  worden  ist.  Als  Vorbereitung  zu  der  Lehre  von  der  Planeteu- 
bewegung wird  die  —  obwohl  nur  dem  Scheine  nach  —  in  der 
Astronomie  veraltete  und  verachtete  Theorie  der  Epicyelen  wieder 
in  s  Leben  gerufen ,  weil  jede  Bewegung  eines  Punctes  duröh  Zu- 
sammensetzung gleichförmiger  Kreisbewegungen  so  nahe  als  man 
will  dargestellt  werden  kann.  Die  ganz  leicht  sich  ergebenden 
Formeln  für  die  Kräfte ,  durch  welche  eine  epicyclischp  Bewegung 
hervorgebracht  wird,  sind  späterhin  das  Mittel,  durch  welches  um- 
gekehrt die  von  den  störenden  Kräften  in  den  planetarischen  Be- 
wegungen bewirkten  Ungleichheiten  ohne  Anwendung  weiterer  Kunst- 
griffe bestimmt  werden. 
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In  dem  letzten  Lebensabschnitt  sind  die  Arbeiten  tlieils  ent- 
standen theils  vollendet  worden,  welche  Mülnus  in  den  Schriften 
der  Königl.  Sachs.  Gesellschaft  der  Wissenschaften  veröffentlicht  hat. 
Die  erste  dieser  Arbeiten  ergiebt  einen  für  die  Sphärik  eingerichteten 
barycentrischeu  Calcul  und  dessen  Anwendungen  1846;  mit  ihr  in 
Verbindung  stehen  der  Aufsatz  über  sphärische  Figuren,  welche  keine 
merkwürdigen  Puncte  haben  1848,  und  die  grosse  Abhandlung  über  die 
Grundformen  der  planen  Linien  3ter  Ordnung  1849.  Li  der  letzteren 
wird  statt  der  Linie  3ter  Ordnung  ein  dieselbe  projicirender  Kegel 
oder  vielmehr  dessen  Sphärenschuitt,  eine  sphärische  Linie  3ter  Ord- 
nung ,  in  Betracht  gezogen ,  und  ohne  Rechnung  in  anschaulicher 
Weise  gezeigt,  dass  die  sphärische  Linie  drei  reale^  Paare  von 
Wendepuncten  nebst  einer  geschlossenen  Zwillingscurve  hat.  Die 
Zwillingscurve  sowie  zwei  Paare  der  Wendepuncte  kfjnnen  sich  in  je 
ein  Paar  von  Puncten  zusammenziehen  oder  die  Realität  verlieren. 
Demnach  kann  die  sphärische  Linie  und  die  entsprechende  Planlinie 
in  fünf  verschiedeneu  Gestalten  auftreten ,  welche  unter  einander 
nicht  collinear  sind,  entsprechend  den  fünf  divergenten  Newton- 
schen  Parabeln. 

Diesen  Arbeiten  folgt  die  Kreisverwandtschaft  in  rein  geometri- 
scher Darstellung  1853  mit  zwei  vorbereitenden  Aufsätzen  1852/3. 
Möbius  fügt  zu  seinen  collincaren  Figuren  die  kreisverwandten 
hinzu,  deren  Puncte  einander  so  entprechen,  dass  je  vier  Puncten 
der  einen  Figur,  welche  auf  einem  Kreise  liegen,  Puncte  entsprechen, 
welche  ebenfalls  auf  einem  Kreise  liegen.  Er  entwickelt  vollständig 
und  einfach  die  Eigenschaften  der  Kreisverwandtschaft,  die  tiefer 
liegenden  mit  Hülfe  der  dazu  von  ihm  ersonnenen  Doppelverhältuisse 
und  Doppelwinkel,  und  bemerkt,  dass  die  Kreisverwandtschaft  zu 
den  von  Magnus  betrachteten  Verwandtschaften  gehört,  bei  welchen 
einer  Linie  wter  Ordnung  im  Allgemeinen  eine  Linie  'Inter  Ordnung 
entsj-richt.  Dass  die  durch  sogenannte  Inversion  d.  i.  durch  reciproke 
Vectoren  erzeugten  Figuren  Liouville's  Journal  1847  t.  12  p.  265), 
kreisverwandt  sind,  war  ihm  entgangen,  und  er  hatte  sich  nicht 
erinnert,  dass  die  Kreisverwandtschaft  ein  einzelner  Fall  der  all- 
gemeinen^ Verwandtschaft  von  Punctfiguren  ist,  welche  durch  Con- 
formität  (Isogonalität)  bezeichnet  wird. 

Die  Sprödigkeit  der  Krystallographie  gegen  die  geometrischen 
Umwerbungen  hat  auch  Möbius  zu  einem  krystallographischen  Auf- 
satz gereizt,   in  welchem   er  1849   die  Krystalle  im  Allgemeinen  als 
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kaleidoskopische  Figiiren  betraeliteu .  imd  das  System,  zu  welchem 
ein  Krystall  gehört,  durch  deu  Spiegelwiukel  des  Kaleidoskops  be- 
stimmen lehrt.  Daran  anknüpfend  giebt  er  in  dem  Aufsatz  über 
symmetrische  Figuren  1851  eine  neue  und  folgenreiche  Definition 
der  Symmetrie  nebst  weiteren  Ausführungen,  bei  denen  er  durch  das 
ihm  sympathisch  geschriebene  Memoire  Bravais'  (Liouville's  Journal 
1S49)  sich  mehrfach  unterstützt  findet.  Es  folgen  dann  die  lehr- 
reichen Aufsätze  über  Involutionen  1S53  und  1855/6.  welche  das  da- 
mals bekannte  Material,  jedoch  ohne  Berücksichtigung  dessen,  was 
kurz  vorher  in  der  Geometrie  der  Lage  gegeben  worden  war,  auf 
einfache  Weise  darstellen,  und  den  Begriff  der  Involution  von  Puncten 
mit  dem  neuen  Begriff  der  Symmetrie  in  Verbindung  setzen,  und 
denselben  nach  mehreren  Seiten  erweitern. 

Die  Aufsätze  über  imaginäre  Kreise  1857  und  über  conjugirte 
Kreise  1858  beziehen  sich  auf  die  von  Chasles  1852  in  der  Geom. 
super,  art.  778  ff.  gegebenen  Untersuchungen,  und  eröffnen,  ausgehend 
von  der  Bestimmung  eines  Kreises  durch  seine  von  Möbius  so  ge- 
nannten zwei  Scheitel,  eine  Reihe  neuer  Aussichten.  In  dem  Be- 
richt 1859  erscheint  der  neue  Beweis  eines  Hamilton'schen  Satzes 
über  geometrische  Addition  von  Bogen  grösster  Kreise  einer  Kugel, 
imd  der  Bericht  1860  giebt  die  Entwickelung  der  Grundformeln  der 
sphärischen  Trigonometrie  bei  unbeschränkten  Seiten  und  Winkeln, 
unabhängig  von  dem,  was  Gauss  in  den  Anmerkungen  zu  der 
Schum  ach  er 'sehen  Uebersetzung  von  Carnot's  Geom.  de  position 
(Gauss  Werke  4  p.  401  zur  Erledigung  dieser  Frage  mitgetheilt 
hatte.  Die  Eigenschaften  unendlich  dünner  Strahlenbündel,  welche 
Kummer  1860  in  seiner  Abhandlung  über  geradlinige  Strahlensysteme 
bekannt  gemacht  hatte,  werden  von  Möbius  in  dem  Bericht  1862 
einfach  und  anschaulich  vorgetragen,  indem  er  von  einer  rein  geo- 
metrischen Definition  eines  unendlich  dünnen  Strahlenbündels  aus- 
gehend statt  des  Calculs  die  geometrische  Betrachtung  eintreten  lässt. 
Die  beiden  letzten  Arbeiten,  welche  Möbius  1863  und  1865  er- 
scheinen liess,  sind  hervorragend  durch  Ei-fiudung  und  Scharfsinn, 
und  erfordern  auch  bei  dem  Leser  ein  nicht  gewöhnliches  Mass  von 
Vorstellungskraft.  Die  erste  dieser  Arbeiten  giebt  die  Theorie  einer 
neuen  Verwandtschaft  von  Punctfiguren,  Elementarverwaudtschaft  ge- 
nannt, so  weit  abgelöst  von  Metrik,  dass  je  zwei  einander  unendlich 
nahen  Puncten  (einem  Liuienelement)  der  einen  Figur  zwei  Puucte 
der  anderen  Figur  entsprechen,  welche  ebenfalls  einander  unendlich 
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nahe  sind.  Eine  Planfigur  mit  mehreren  Räudern  geschlossene 
Grenzlinien ,  deren  keine  sieh  selbst  oder  eine  andere  Grenzlinie 
schneidet;  und  eine  andere  Planfigur  mit  eben  so  viel  Rändern  sind 
elementarverwandt.  Ein  zusammenhängendes  Stück  Fläche  mit 
n  Rändern  dient  als  eine  «Grundform  ni^x  Classe«.  eine  geschlossene 
Fläche  wird  durch  parallele  Ebenen  in  Grundformen  bestimmter 
Classen  zerlegt ;  demgemäss  wird  für  eine  durch  Grundformen  von 
gegebenen  Classen  ausgedrückte  geschlossene  Fläche  die  Classenzahl 
berechnet.  Die  gefundene  Gleichung  führt  zu  einem  gewichtigen 
Satze  über  die  aus  einem  Puncte  zu  der  Fläche  gezogenen  Normalen, 
und  wird  schliesslich  übergeleitet  in  die  Euler'sche  Gleichung,  welche 
die  Anzahlen  der  Ecken.  Flächen  und  Kanten  eines  Polyeders 
erster  Classe  verbindet.  In  wie  weit  von  diesen  Untersuchungen 
die  Riemann'sche  Bestimmung  des  2/>  +  1  fachen  Zusammenhanges 
einer  geschlossenen  Fläche  durch  Querschnitte  derselben  'Grundlagen 
1S51  Art.  6  und  Crelle's  Journal  1857  Bd.  54  p.  133  berührt  wurde, 
ist  wie  es  scheint  Möbius  unbekannt  geblieben. 

Die  letzte  Arbeit  über  die  Polyeder  enthält  zunächst  zwei  neue 
Entdeckungen  ersten  Ranges :  das  Gesetz  der  Kanten  bei  ordinären 
Polyedern,  wovon  eine  Andeutung  bereits  in  der  Statik  §.  55  zu  finden 
ist,  und  die  Existenz  von  extraordinären  Polyedern  ohne  Rauminhalt, 
bei  denen  das  Gesetz  der  Kanten  nicht  erfüllt  ist.  Das  einfachste 
unter  den  neuen  Möbius'schen  Polydern  hat  zehn  Dreiecke,  sechs 
fünfkantige  Ecken,  und  nicht  vierzehn  sondern  fünfzehn  Kanten; 
dasselbe  ist  zweiseitig,  so  dass  man  auf  seiner  Oberfläche  fortgehend 
anf  die  conträre  Seite  eines  Dreiecks,  von  dem  man  ausging,  ge- 
langen kann.  Der  Rest  der  Abhandlung  handelt  von  dem  Inhalt 
eines  planen  Polygons  und  eines  Polyeders  auch  bei  sich  selbst 
schneidenden  Begrenzungen,  und  bestimmt  den  Inhalt  nicht  nur  durch 
die  Eckpuncte,  wie  aus  dem  barycentrischeu  Calcul  grossentheils  be- 
kannt war,  sondern  auch  auf  ganz  neue  reciproke  Weise  durch  die 
Geraden  der  Polygonseiten  und  durch  die  Ebenen  der  Polyeder- 
flächen. Dass  solche  Schöpfungen  zuerst  eine  Zeit  lang  unbeachtet 
oder  nicht  hinreichend  gewürdigt  bleiben  konnten .  mag  zum  Theil 
der  anspruchslosen  Form  zugeschrieben  werden,  in  welcher  Möbius 
seine  tiefen  und  neuen  Gedanken  veröffentlichte. 

Im  Anfang  des  Jahrhunderts,  an  dessen  Spitze  Gauss  steht, 
waren  es  fast  nur  Astronomen,  welche  in  Deutschland  die  Mathematik 
lebendig  erhielten  und  förderten.    Erst  in  dem  nächsten  Zeitabschnitt, 
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welchen  Humboldt 's  mäclitiger  Einfluss  bezeiehnet,  drang  im  neuen 
Centrum  deutscher  Wissenschaft  die  Erkenntniss  durch,  dass  daselbst 
junge  Kräfte  vorhanden  waren,  geeignet,  in  der  mathematischen  For- 
schung ein  frisches  Leben  hervorzurufen.  Diese  Erkenntniss  fand  in 
der  Gründung  des  Journals  für  Mathematik  durch  Grelle  1S26  ihren 
Ausdruck,  und  gewann  sogleich  feste  Gestalt,  als  in  den  ersten 
Bänden  des  Journals  Abel,  Jacobi,  Steiner,  Poneelet,  Clausen, 
Gauss,  Dirichlet,  Möbius,  Plücker.  Gudermann  auftraten.  Dem 
gewaltigen  Aufschwung  der  Analysis  steht  in  der  ersten  Hälfte 
unseres  Jahrhunderts  ein  nicht  geringerer  Fortschritt  der  Geometrie 
zur  Seite,  bezeichnet  durch  die  Keihe  Dupin,  Gergonne,  Brianchon, 
Poneelet,  Disquisitiones  generales  circa  superficies  curvas,  mit  der 
Fortsetzung  Möbius,   Plücker,  Steiner.   Chasles,   Staudt. 

"Welchen  Antheil  Möbius  an  der  Vertiefung  der  geometrischen 
Grundbegriffe  und  an  der  Aufschliessung  neuer  Gebiete  für  die  geo- 
metrische Forschung  gehabt  hat.  davon  legt  der  vorstehende  Bericht 
über  die  von  ihm  hinterlassenen  Werke  Zeugniss  ab.  Die  kommenden 
Geschlechter  haben  die  in  diesen  Werken  liegenden  Keime  weiter  zu 
entfalten,  und  werden  mit  uns  in  unserem  Astronomen  Möbius  einen 
hervorragenden  Mathematiker  deutscher  Nation  und  einen  hervor- 
ragenden Geometer  aller  Nationen  verehren.  Die  Königl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Leipzig  hat  beschlossen,  die  gesammelten  Werke 
Werke  Möbius'  neu  herauszugeben;  sie  hat  mit  der  Ausführung  ihres 
Beschlusses  die  Herreu  Collegen  Klein,  Scheibner  und  den  Unter- 
zeichneten beauftragt.  Die  vorliegende  Ausgabe  ist  demgemäss  ver- 
anstaltet worden ;  den  ersten  Band ,  den  barycentrischen  Calcul  und 
eine  Reihe  geometrischer  Abhandlungen  enthaltend,  hat  der  Unter- 
zeichnete besorgt:  den  zweiten  und  den  dritten  Band,  eine  zweite 
Reihe  mathematischer  Abhandlungen  und  die  Statik  enthaltend ,  hat 
Herr  Klein  übernommen,  den  vierten  Band,  astronomische  Abhand- 
lungen und  die  Mechanik  des  Himmels  enthaltend,  Herr  Scheibner. 
Das  dem  Meister  aus  seinen  Werken  errichtete  Denkmal  sei  den  Mit- 
strebenden und  den  Nachkommenden  eine  Quelle  der  Erkenntniss  und 
der  Erhebung. 

Richard  Baltzer. 
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liis  ist  bekannt,  dass  die  der  Mechanik  zugehörige  Lehre  vom 
Schwerpuncte  schon  oftmals  als  Hülfsmittel  zur  Erfindung  rein  geo- 
metrischer Wahrheiten  benutzt  worden  ist.  Die  frühesten  Versuche 
sind  unstreitig  die  mechanische  Quadratur  der  Parabel  von  Archi- 
medes  und  der  schon  in  des  Pappus  mathematischen  Sammlungen 
sich  vorfindende,  jetzt  unter  dem  Namen  der  centrobary sehen 
oder  Guldin's  Regel  bekannte  Satz.  jMit  Uebergehung  späterer 
Bemühungen  dieser  Art,  die,  wie  die  eben  gedachten,  haujDtsächlich 
die  Quadratur  und  Cubatur  von  Flächen  und  Körpern  zu  ihrem 
Zwecke  haben,  erwähne  ich  nur  aus  den  letzten  Zeiten  die  Mathe- 
matiker Carnot  und  L'Huilier.  Beide*)  suchen  den  Schwerpunct 
in  das  Gebiet  der  niedern  Geometrie  zu  ziehen,  indem  sie  nicht  so- 
wohl von  Körpern,  Flächen  und  Linien,  als  vielmehr  bloss  von 
einem  Systeme  gewichtiger  Puncte  den  Schwerpunct  betrachten, 
ihn  selbst  aber,  um  alle  Vorstellungen  des  Mechanischen  zu  be- 
seitigen, den  Punct  der  mittlem  Entfernungen  nennen,  weil  näm- 
lich sein  Abstand  von  irgend  einer  Ebene  gleich  der  mittlem  Ent- 
fernung aller  Puncte  des  Systems  von  derselben  Ebene  ist.  Die 
Bereicherungen,  welche  sie  dadurch  der  Geometrie  verschaff't  haben, 
sind  allgemein  anerkannt. 

Von  demselben  elementaren  und  rein  geometrischen  Begriffe 
des  Schwerpuncts  gehen  auch  die  vorliegenden  Untersuchungen  aus. 
Die  erste  Veranlassung  hierzu  war  die  Erwägung  der  Fruchtbarkeit 


*)   Carnot  in    seiner  Geometrie  de  position  ,    L'Huilier  in  seinen  Ulemens 
d'analyse  yeometrique  et  d'analyse  algebrique. 
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des  Satzes,  dass  jedes  System  gewichtiger  Puncte  nur  einen  Schwer- 
punct  hat,  und  dass  daher,  in  welcher  Folge  man  auch  die  Puncte 
nach  und  nach  in  Verbindung  bringt,  zuletzt  doch  immer  ein  und 
derselbe  Punct  gefunden  werden  muss.  Die  einfache  Art,  womit 
ich  dadurch,  mehrere  geometrische  Sätze  zu  bcAveisen,  mich  im 
Stande  sah,  bewog  mich,  zu  noch  grösserer  Vereinfachung  solcher 
Untersuchungen  einen  dafür  passenden  Algorithmus  auszumitteln. 

Das  Gleichgewicht,  um  mich  der  Sprache  der  Mechanik  zu  be- 
dienen, drückte  ich  durch  das  Gleichheitszeichen  aus,  auf  dessen 
eine  Seite  ich  die  Puncte  des  Systems  mit  ihren  Gewichten,  auf  die 
andere  Seite  aber  den  Schwerpunct  des  Systems  mit  einem  Ge- 
wichte setzte,  welches  der  Summe  jener  Gewichte  gleich  war.  Das 
auf  solche  Weise  dargestellte  GleichgeAvicht  musste  nun  fortbestehen, 
wenn  entweder  alle  Gewichte  in  gleichen  Verhältnissen  vergrössert 
oder  verringert  wurden,  oder  wenn  Puncte  mit  ihren  Gewichten  von 
der  einen  auf  die  andere  Seite  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen 
(d.  h.  in  entgegengesetzter  Richtung  wirkend)  gebracht,  oder  wenn 
endlich  mit  beiden  Seiten  neue  in  Gleichgewicht  stehende  Systeme 
verbunden  wurden:  Operationen,  die,  Avie  man  sieht,  den  gewöhn- 
lichen Verrichtungen  der  Algebra  vollkommen  analog  waren. 

Die  Bemerkung,  dass  irgend  dreien  Puncten  einer  Ebene  immer 
solche  Gewichte  beigelegt  Averden  können,  dass  ein  gegebener  vierter 
Punct  der  Ebene  als  SchAverpunct  derselben  betrachtet  Averden  kann, 
und  dass  diese  drei  GcAAdchte  in  Verhältnissen  zu  einander  stehen, 
die  aus  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Puncte  nur  auf  eine  Weise 
bestimmbar  sind,  führte  mich  Aveiter  zu  einer  neuen  Methode,  die 
Lage  von  Puncten  in  einer  Ebene  zu  bestimmen.  Die  drei  Puncte, 
welche  somit  zur  Bestimmung  aller  übrigen  dienten,  nannte  ich 
Fundamentalpuncte,  die  sie  verbindenden  Geraden  Funda- 
mentallinien, und  das  von  ihnen  gebildete  Dreieck  das  Funda- 
mentaldreieck: die  Verhältnisse  aber,  die  für  den  zu  bestimmenden 
Punct  zAvischen  den  GeAAdchten  der  Fundamentalpuncte  oder  ihren 
Coefficienten,  wie  ich  die  GeAvichte  von  jetzt  an  hiess,  stattfinden 
müssen,  Avaren  die  Coordinaten  dieses  Punctes.  Auf  ähnliche  Ai't 
verfuhr  ich  zur  Bestimmung  eines  Punctes  im  Räume,  wo  Aäer 
Fundamentalpuncte  nöthig  AAaren,  und  es  daher  sechs  Funda- 
mentallinien und  eine  Fundamentalpyramide  gab. 

Die  Fundamentallinien  AAaren  bei  dieser  Bestimmungsart  offen- 
bar   dasselbe,    Avas    bei    der    geAA'öhnlichen    Methode    der    parallelen 
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Coordinaten  die  Axen  sind.  Jeder  der  Fundamentalpuncte  aber  war 
einem  Anfangspuncte  der  Coordinaten  analog,  so  dass  folglich  das 
Fundamentaldreieck  der  Ebene  oder  die  Fundamentalpyramide  des 
Raums  als  die  Vereinigung  drei  oder  vier  solcher  Axensysteme  an- 
zusehen waren,  dergleichen  bei  der  geAvöhnlichen  Coordinaten- 
methode  auf  einmal  nur  eines  berücksichtigt  werden  kann  (§.  126). 
Diese  Vereinigung  mehrerer  Axensysteme  konnte  aber  nicht  anders 
als  vortheilhaft  sein,  da  jedes  neue  Axensystem  eine  neue  Ansicht 
der  Figur  gewährt  und  damit  zu  neuen  Eigenschaften  derselben 
hinführt.  Auch  gesellte  sich  noch  zu  diesem  Vortheile  die  grosse 
Einfachheit,  Avomit  sich  die  Veränderung  der  anfangs  gewählten 
Fundamentalpuncte  bewerkstelligen  Hess  (§.  35). 

Ein  Hauptgegenstand  der  analytischen  Geometrie  sind  die  Eigen- 
schaften krummer  Linien  und  Flächen.  Um  auch  diese  mit  bary- 
centrischer  Rechnung  behandeln  zu  können,  war  es  nöthig,  die 
Coefficienten  der  Fundamentalpuncte  nicht  mehr  constant,  sondern 
veränderlich  zu  nehmen.  Waren  die  Coefficienten  der  drei  Funda- 
mentalpuncte einer  Ebene  oder  der  vier  Fundamentalpuncte  des 
Raums  Functionen  einer  veränderlichen  Grösse,  so  bildeten  alle  die 
Schwerpuncte ,  die  ich  erhielt,  indem  ich  der  Veränderlichen  nach 
und  nach  alle  möglichen  Werthe  beilegte,  eine  Linie  in  der  Ebene 
oder  im  Räume,  und  zwar  eine  gerade  Linie,  wenn  die  Coefficienten 
lineare  Functionen  der  Veränderlichen,  eine  Linie  der  zweiten  Ord- 
nung, wenn  sie  quadratische  Functionen  Avaren,  u.  s.  w.  Einer 
nähern  Betrachtung  unterwarf  ich  die  Linien  der  zweiten  Ordnung 
oder  die  Kegelschnitte,  und  ich  hoffe,  dass  die  neuen  analytischen 
Ausdrücke  für  dieselben  und  die  Art,  wie  daraus  theils  schon  be- 
kannte, theils  mehrere  neue  Eigenschaften  dieser  Curven  entwickelt 
worden  sind,  dem  Leser  nicht  unangenehm  sein  werden.  Auch  die 
Lehre  von  der  Berührung  und  den  merkwürdigen  Puncten  krummer 
Linien  ist  mit  einiger  Ausführlichkeit  behandelt  worden,  die,  wenn 
sie  zu  gross  scheinen  sollte,  durch  die  Einfachheit,  womit  sich  alle 
diese  Gegenstände  der  barycentrischen  Methode  unterwerfen  lassen, 
zu  entschuldigen  sein  möchte. 

Wurden  die  Coefficienten  der  vier  Fundamentalpuncte  des  Raums 
als  Functionen  zweier  Veränderlichen  genommen,  so  ergab  sich  der 
Ausdruck  einer  Fläche.  Diese  Fläche  war  eine  Ebene  bei  Functio- 
nen von  linearer  Form.  Noch  quadratische  Glieder  mussten  in  den 
Coefficienten  vorkommen,  wenn  die  Fläche  von  der  zweiten  Ordnung 
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sein  sollte,  etc.  Unter  den  dahin  gehörigen  Untersuchungen,  er- 
laube ich  mir,  insbesondere  auf  den  in  §.  108  vorgetragenen  Satz, 
die  Berührung  krummer  Flächen  mit  Ebenen  betreffend,  und  die  in 
§.  109  daraus  abgeleiteten  Eigenschaften  der  Krümmungshalbmesser 
etc.  aufmerksam  zu  machen*). 

Das  Bisherige  ist  ein  kurzer  Abriss  einer  analytischen  Geo- 
metrie, "WO  statt  der  Methode  der  parallelen  Coordinaten  die  bary- 
centrische Bestimmung  durch  Fuudamentalpuncte  angewendet  ist. 
Um  die  auf  letzterem  Wege  erhaltenen  Resultate  mit  denen,  welche 
die  erstere  Methode  gibt,  vergleichen  zu  können,  habe  ich  zum 
Schlüsse  des  ersten  Abschnitts  den  Zusammenhang  zwischen  beiden 
Methoden  angegeben,  und  gezeigt,  Avie  man  von  dem  barycentrischen 
Ausdrucke  einer  Curve  oder  Fläche  zu  ihrer  Gleichung  zwischen 
parallelen  Coordinaten,  und  umgekehrt,  übergehen  kann. 

Ein  Umstand,  der  sich  bei  diesem  wechselseitigen  Uebergange 
insbesondere  der  Beachtung  darbietet,  besteht  darin,  dass  sowohl  in 
die  gesuchte  Gleichung  als  in  die  Coefficienten  des  verlangten  Aus- 
drucks die  Coordinaten  der  Fuudamentalpuncte  mit  hineinkommen, 
während  die  Coefficienten  der  bisher  behandelten  Ausdrücke  von 
diesen  Coordinaten  ganz  unabhängig  Avaren,  und  dabei  allerdings 
auch  alle  durch  diese  Coordinaten  ausdrückbaren  Grössen,  Avie  z.  B. 
die  Verhältnisse  zAvischen   den  gegenseitigen  Abständen  der   Funda- 


*)  Wiewohl  ich  zu  diesem  Satze  und  den  daraus  zu  ziehenden  Folgerungen 
bei  Anstellung  eigener  Untersuchungen  gelangte ,  so  fand  ich  doch  später,  kurz 
vor  dem  Drucke  meines  Buchs,  dass  schon  Dupin  denselben  Satz,  in  Verbindung 
mit  seiner  sehr  umfassenden  Theorie  der  conjugirten  Tangenten,  aufgestellt  hatte. 
Dupin  D^veloppements  de  Geometrie.  Paris  1813.  Pag.  149.  Da  aber  demunge- 
achtet  diese  Behandlungsart  der  Berührung  nicht  allzubekannt  sein  dürfte,  so 
schien  es  mir  passend,  sie  bei  dieser  Gelegenheit,  jedoch  in  der  Form,  Avie  ich 
sie  noch  vor  der  Bekanntschaft  mit  Dupin's  Werke  abgefasst,  hier  mitzu- 
theilen. 

Mit  diesen  Eigenschaften  der  Berührung  hängen  die  BeiAvörter  elliptisch 
und  hyperbolisch  zusammen,  wodurch  ich  die  Hyperboloide  und  die  Parabo- 
loide  (welche  nebst  dem  Ellipsoid  die  drei  Hauptarten  von  Flächen  der  ZAveiten 
Ordnung  ausmachen;,  unterschieden  habe.  Das  elliptische  Hyperboloid  wird  näm- 
lich ,  ebenso  wie  das  elliptische  Paraboloid ,  A'on  einer  Ebene ,  welche  mit  einer 
berührenden  Ebene  parallel  ist,  in  einer  Ellipse,  und  das  hyperbolische  Hyper- 
boloid, ebenso  wie  das  hyperbolische  Paraboloid,  von  einer  solchen  Ebene  in  einer 
Hyperbel  geschnitten.  Doch  muss  ich  hinzufügen,  dass  ich  zu  diesen  ganz  sach- 
gemässen  Benennungen,  statt  welcher  ich  früher  andere  gebraucht  hatte,  erst  durch 
Dupin  veranlasst  worden  bin.     Developpements  de  Geometrie,  pag.  50. 
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mentalpuncte,  die  von  den  Fundamentallinien  gebildeten  Winkel  etc. 
gar  nicht  in  Rechnung  kommen  konnten.  Wiewohl  ich  nun  hier- 
durch hätte  veranlasst  werden  können,  durch  Einführung  jener 
Coordinaten  oder  von  ihnen  abhängiger  Grössen,  den  barycentrischen 
Calcul  auf  alle  Arten  geometrischer  Untersuchungen  anzuwenden, 
so  sah  ich  doch  bald,  dass  man  alsdann  oft  eine  verwickeitere  Rech- 
nung haben  würde,  als  beim  Gebrauche  der  gewöhnlichen  Coordi- 
natenmethode;  da  hingegen  alle  durch  den  barycentrischen  Calcul 
zu  erhaltenden  Resultate,  wobei  die  gegenseitige  Lage  der  Funda- 
mentalpuncte  nicht  berücksichtigt  wird,  meistentheils  leichter  auf 
diese  Weise,  als  mit  Anwendung  paralleler  Coordinaten,  gefunden 
werden  können. 

Hiernach  Hess  ich  also  den  barycentrischen  Calcul  in  seiner 
Unabhängigkeit  von  der  Lage  der  Fundamentalpuncte ,  wo  er  nur 
auf  eine  gewisse  Classe  von  Untersuchungen  anwendbar  ist,  auf 
Untersuchungen  aber,  die  zum  Ersatz  dieser  Beschränktheit  an  sich 
selbst  von  desto  allgemeinerer  Natur  sind.  Denkt  man  sich  nämlich 
alle  Puncte  einer  Figur  durch  die  Coefficienten  gewisser  Funda- 
mentalpuncte gegeben,  so  werden  alle  durch  diese  Coefficienten  aus- 
di-ückbaren  Relationen  auch  bei  jeder  anderen  Figur  vorhanden  sein, 
die  man  mit  denselben  Coefficienten.  aber  nach  Belieben  anders  ge- 
wählten Fundamentalpuncten,  construirt.  Man  sieht  augenblicklich, 
dass  zwei  solche  Figuren  einander  nicht  ähnlich  sind,  sondern  in 
einer  allgemeineren  Beziehung  zu  einander  stehen.  Es  ergab  sich 
mir,  dass  diese  Beziehung  einerlei  sei  mit  derjenigen,  welche  von 
Euler  in  seiner  Introductio  Affinität   genannt  A\-ird*). 

Zugleich  aber  wurde  ich  dadurch  bewogen,  noch  mehrere  der- 
gleichen Beziehungen  zwischen  Figuren  auszumitteln ,  und  somit 
entstand  der  zweite  Abschnitt  meines  Buchs,  Avelcher  von  den  geo- 
metrischen Verwandtschaften  handelt,  einer  Lehre,  welche  in 
dem  hier  gebrauchten  Sinne  die  Grundlage  der  ganzen  Geometrie 
in  sich  fasst,  die  aber  auch  eine  der  schwierigsten  sein  möchte, 
wenn  sie  in  völliger  Allgemeinheit  und  erschöpfend  vorgetragen 
werden  soll.     Im  Gegenwärtigen  sind  nur  die  einfachsten  Arten  der 


*)  In  Bezug  auf  das  in  §.  147  darüber  Gesagte  können  noch  verglichen 
werden  'Kästn  er's  A»fangsgründe  der  Anahjsis  endlicher  Grössen.  3.  Aufl.  S.  248, 
wo  Kästner  durch  Euler's  unrichtige  Ansicht  verführt,  von  der  Affinität  über- 
haiipt  keinen  grossen  Nutzen  sehen  will. 
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Verwandtschaften  betrachtet  worden,  diejenigen  nämlich,  welche  auch 
in  der  niederen  Geometrie  in  Anwendung  kommen  können. 

Der  Hauptnutzen  dieser  der  niederen  Geometrie  angehörigen 
Verwandtschaften  besteht  aber  darin,  dass  jede  derselben  zu  einer 
besonderen  Classe  von  Aufgaben  hinführt,  wo  aus  gewissen  in  hin- 
reichender Anzahl  gegebenen  Stücken  einer  Figur  ein  oder  mehrere 
andere  Stücke  gefunden  werden  sollen.  —  Von  diesen  Aufgaben 
scheint  man  bisher  bloss  diejenigen  gekannt  zu  haben,  welche  aus 
der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  als  der  einfachsten  Verwandt- 
schaft, ihren  Ursprung  ziehen,  und  wonach  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  in  einer  Ebene  oder  im  Räume  aus  2  w  —  3  oder  3  w  —  6 
von  einander  unabhängigen  Stücken  alle  übrigen  sich  finden  lassen; 
der  bekannte  Grundsatz  der  Trigonometrie,  Polygonometrie  und 
Polyedrometrie.  Die  Aufgaben,  zu  denen  die  Aehnlichkeit  allein 
führt,  sind  hiervon  nicht  Avesentlich  unterschieden.  Wohl  aber  ge- 
langt man  zu  Aufgaben  ganz  anderer  Art  durch  die  Affinität  und 
durch  die  Gleichheit,  welche  letztere  eine  ebenso  specielle  Art 
von  der  Affinität  ist,  als  die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  von  der 
Aehnlichkeit  allein.  Noch  andere  Aufgaben  endlich  bietet  die  noch 
allgemeinere  Verwandtschaft  der  Collineation  dar.  Die  Dar- 
stellung dieser  verschiedenen  Classen  von  Aufgaben  und  die  Lösung 
der  neuen  unter  ihnen*)  mittelst  des  barycentrischen  Calculs  ist  der 
Hauptgegenstand  des  zweiten  Abschnitts  und  zugleich  dasjenige  in 
meinem  Buche,  Avas  ich  der  Beachtung  des  Lesers  am  meisten  em- 
pfehlen möchte. 

Zu  der  letzterwähnten  Verwandtschaft  der  Collineation  wurde 
ich  durch  die  Betrachtung  der  perspectivischen  Abbildung  einer 
ebenen  Figur  geleitet.  Bekanntlich  hat  man  die  Theorie  der  per- 
spectivischen  Projectionen    schon    oft   angewendet,    um   schwierigere 


*)  Zwei  dergleiclieu  Aufgaben,  die  eine  aus  der  Gleichheit,  die  andere  aus 
der  CoUineationsverwandtschaft  entsprungen,  hatte  ich  meinen  i.  J.  1823  heraus- 
gegebenen BeobachtuiKjen  auf  der  Königlichen  TJniversitäts- Sternwarte  zu  Leipzig 
als  Anhang  beigefügt.  Zwei  Lösungen  der  ersteren  (§.  165,  2;,  vom  Herrn  Hof- 
rath  und  Ritter  Gauss  und  von  Herrn  Clausen  in  Altona,  befinden  sich  in 
Schumacher's  Astronomische  Nachrichten  No.  42;  nachträgliche  Erinnerungen 
von  mir'  über  dieselbe  Aufgabe,  —  insbesondere,  dass  man  zu  derselben  End- 
gleichung gelangt,  wenn  man  statt  der  5  Dreiecke  die  5  Vierecke  gegeben  an- 
nimmt, welche  die  Dreiecke  zum  Fünfeck  ergänzen,  —  stehen  in  No.  56  derselben 
Zeitschrift. 
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Sätze  und  Aufgaben  der  Geometrie  auf  einfachere  zurückzuführen*). 
Hier  suchte  ich  den  Gegenstand  aus  einem  noch  allgemeineren  Ge- 
sichtspuncte  darzustellen,  und  die  Verwandtschaft,  welche  zwischen 
einer  ebenen  Figur  und  ihrem  perspectivischen  Bilde  stattfindet,  auch 
auf  Figuren  im  Räume  auszudehnen.  Es  lässt  sich  nämlich  nicht 
nur  bei  ebenen,  sondern  auch  bei  räumlichen  Figuren  der  Begriff 
dieser  Verwandtschaft  schon  dadurch  bestimmen,  dass  jeden  drei 
Puncten  einer  Geraden  der  einen  Figur  drei  gleichfalls  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte  der  anderen  entsprechen.  Und  diese  Er- 
klärungsart ist  es  auch,  wonach  die  Verwandtschaft  ihren  Namen 
erhalten  hat.  Ich  legte  ihr  denselben  bei  auf  den  Rath  meines  sehr 
geschätzten  Freundes,  des  hiesigen  Herrn  Professor  Weiske,  dem 
ich  auch  für  noch  einige  andere  hier  vorkommende  Benennungen 
Dank  schuldig  bin. 

Eine  andere  Definition,  die  sich  für  die  CoUineationsverwandt- 
schaft  aufstellen  lässt,  beruht  auf  der  Gleichheit  einer  gewissen  Art 
zusammengesetzter  Verhältnisse,  hier  Doppelschnittsverhältnisse 
genannt.  Die  bis  jetzt,  so  viel  ich  weiss,  noch  nicht  behandelte 
Theorie  dieser  Verhältnisse  ist  in  einem  besonderen  Capitel  vorge- 
tragen. Um  aber  den  Zusammenhang  dieser  zweiten  Definition  mit 
der  ersten  in  gehöriges  Licht  zu  stellen,  waren  noch  andere  Unter- 
suchungen vorauszuschicken  nöthig,  die  in  dem  Capitel  von  den 
geometrischen  Netzen  zusammengefasst  sind. 

Mit  der  Theorie  der  CoUineationsverwandtschaft  steht  auch  die 
Lehre  in  enger  Verbindung,  zu  der  mich  eine  bekannte  Eigenschaft 
der  Kegelschnitte  hinführte,  und  wonach  jedem  Puncte  in  der  Ebene 
einer  solchen  Curve  eine  Gerade,  und  umgekehrt,  entspricht.  Noch 
ehe  ich  aber  diese  Lehre  und  einige  Anwendungen  derselben  dem 
Drucke  übergeben  hatte,  belehrte  ich  mich**),  dass  derselbe  Gegen- 
stand in  grosser  Allgemeinheit  bereits  von  französischen  Mathema- 
tikern behandelt  worden  sei.  Ohne  eine  nähere  Nachricht  darüber 
erhalten  zu  können,  habe  ich  es  in  dem  letzten  Capitel  meines 
Buchs  versucht,  jene   Lehre   mit  Hülfe   des  barycentrischen  Calculs 


*)  Dahin  gehört  unter  anderen  Newton's  Genesis  Curvarum  per  umbras, 
und  die  Aufgabe  desselben  Geometers :  Figuras  in  alias  ejusdem  generis  ßguras 
mutare.     Philos.  natur.  Princ.    lib.  I.    lemma  22. 

**)    Durch  die  Anzeige   der   Gergonne'schen  Annalen ,    Tom.  XVI,    No.  7,    in 
Fervissac's  Bulletin  des  sciences  mathem.  etc.     Fevrier  1826,  p.  112 — 116. 
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in  derselben  Allgemeinheit  vorzutragen,  zugleich  aber  die  mit  den 
hierher  gehörigen  Eigenschaften  in  Verbindung  stehende  Theorie  der 
Doppel-  lind  Yieleckschnittsverhältnisse  zu  benutzen,  um  dadurch 
jener  Lehre,  so  wie  auch  der  letzteren  Theorie  selbst,  eine  noch 
grössere  Ausdehnung  zu  verschaffen. 

Möge  das  Gesagte  zur  Uebersicht  des  Ganges  und  der  Be- 
schaffenheit der  vorliegenden  Untersuchungen  hinreichen.  Ich  be- 
merke nur  noch,  dass  ich  das  schon  von  Mehreren  gebrauchte  Ver- 
fahren, nach  welchem  der  positive  oder  negative  Werth  einer  Linie 
durch  die  verschiedene  Nebeneinanderstellung  der  die  Endpuncte 
der  Linie  bezeichnenden  Buchstaben  ausgedrückt  wird,  hier  durch- 
gehends  angewendet  und  auch  auf  die  Bezeichnung  des  Inhalts  von 
Dreiecken  (Vielecken,  in  der  Anmerkung  zu  §.  165)  und  dreiseitigen 
Pyramiden  erweitert  habe.  Es  wird  hierdurch,  so  wie  auch  zum 
Theil  durch  den  barycentrischen  Calcul  selbst,  die  Anschaulichkeit 
der  synthetischen  Methode  mit  der  Allgemeinheit  der  analytischen 
in  möglichst  nahe  Verbindung  gebracht,  indem  man  mit  Anwendung 
rein  geometrischer  Zeichen,  dergleichen  die  für  die  Piincte  einer 
Figur  gewählten  Buchstaben  sind,  die  arithmetischen  Beziehungen 
zwischen  den  Theilen  der  Figur  durch  Formeln  darstellt,  welche 
für  alle  möglichen  Lagen  der  Theile  Gültigkeit  haben. 

Die  weitere  Ausführung  hiervon,  so  Avie  noch  einiger  anderer 
Gegenstände  des  Buchs,  verspare  ich  auf  eine  künftige  Gelegenheit, 
und  wünsche  für  jetzt,  meine  Absicht,  durch  die  hier  dargelegten 
Methoden  und  Lehrsätze  der  Geometrie  zur  Vereinfachung  ihrer 
Untersuchungen  und  zur  Erweiterung  ihres  Umfangs  einigermassen 
beizutrao^en ,  auch  nach  dem  billio^en  Urtheile  Anderer  in  etwas  er- 
reicht  zu  haben. 


Inhalt. 


Erster  Abschnitt. 

Darstellung  des  barycentrischen  Calculs  und  einer  darauf 

gegründeten  analytischen  Geometrie. 

Erstes  Capitel. 
Vom  Schwerpuncte. 

§.  1.  Wie  mit  der  Bezeichnung  eines  Theils  einer  Linie  durch  zwei  an 
die  Endpuncte  des  Theils  gesetzte  Buchstaben  zugleich  der  positive  oder 
negative  Werth  dieses  Theils  auszudrücken  ist.  —  §.  2 — 8.  Erklärung  des 
Schwerpuncts  in  rein  geometrischem  Sinne.  Den  Schvrerpunct  eines  Sy- 
stems von  gegebenen  Puneten  mit  gegebenen  Gewichten  oder  Coefficienten 
zu  finden.  —  §.  9.  Untersuchung  des  speciellen  Falles,  wenn  die  Summe 
der  Coefficienten  =0,  und,  §.  10,  wenn  überdies  einer  der  Punete  der 
Schwerpunct  der  übrigen  ist.  —  §.11.  12.    Mehrere  Folgerungen. 

Zweites  Capitel. 

Der  barycentrische  Calcul. 

§.  13.  14.  Abkürzung  der  im  vorigen  Capitel  erhaltenen  Formeln, 
woraus  der  barj-centrische  Calcul  entspringt.  —  §.15.  Grundregeln  dieses 
Calculs.  —  §.  16.  Nothwendigkeit  von  Formeln,  welche  zum  Uebergange 
von  der  Figur  zur  Rechnung  und  umgekehrt  dienen.  —  §.17.  Mit  der 
Bezeichnung  eines  Dreiecks  durch  drei  an  die  Spitzen  gesetzte  Buchstaben 
soll  zugleich  der  positive  oder  negative  Werth  des  Dreiecks  ausgedrückt 
werden.  —  §.  18.  Allgemeine  dabei  stattfindende  Relationen.  —  §.19. 
20.  Dasselbe  in  Bezug  auf  dreiseitige  Pyramiden.  —  §.  21 — 27.  Lehr- 
sätze zur  Anwendung  des   barycentrischen   Calculs. 

Drittes  Capitel. 
Neue  Metliode,  die  Lage  von  Puneten  zu  bestimmen. 

§.28.  Allgemeine  Beschaffenheit  dieser  Methode.  —  §.29.  30.  Be- 
stimmung eines  Punctes  in  einer  geraden  Linie  durch  zwei 
Fundamentalpuncte.    —   §.  31.  32.    Bestimmung  eines  Punctes  in 


1 4  Der  ban'centrische  Calcul. 

einer  Ebene  mittelst  dreier  Fundamentalpunete.  Fundamental- 
linien, Fundamentaldreieek.  Doppelte  Art,  wie  vier  Puncte  in  einer  Ebene 
gegen  einander  liegen  können. —  §.33.  34.  Bestimmung  eines  Punctes 
im  Eaume  durch  vier  Fundamentalpunete.  Fundamentalebenen, 
Fundamentalpyramide.  Doppelte  Art  der  Lage  von  fünf  Puneten  im 
Räume.  —  §.35.  Veränderung  der  Fundamentalpunete.  —  §.36. 
Beispiel. 

Viertes  Capitel. 
Von  Ausdrücken  gerader  Linien  und  Ebenen. 

§.  37.   Einfachster  Ausdruck  einer  Geraden. 

Ausdrücke  gerader  Linien  in  einer  Ebene.  §.  38.  Allgemeiner 
Ausdruck  einer  solchen  Linie.  —  §.  39.  Durchschnitte  derselben  mit  den 
Fundamentallinien.    Ausdruck  des  unendlich  entfernten  Punctes  der  Linie. 

—  f.  40.  Vereinfachung  des  allgemeinen  Ausdrucks  einer  Geraden.  — 
§.  41 — 43.  Aufgaben,  den  Sciineidepunct  zweier  Linien,  die  Bedingungs- 
gleichung für  ihren  Parallelismus,  etc.  betreffend.  —  §.  44.  Ausdrücke  für 
einige  besondere  Lagen  der  Geraden  gegen  das  Fundamentaldreieek. 

Ausdrücke  gerader  Linien  im  Räume  überhaupt.  §.  45.  All- 
gemeiner Ausdruck  einer  solchen.  —  §.  46.  Durchschnitte  derselben  mit 
den  vier  Fundamentalebenen.  Ausdruck  des  unendlich  entfernten  Punctes 
der  Linie.   —   §.  4".   Vereinfachung  des   allgemeinen  Ausdrucks  der  Linie. 

—  §.  48.  Bedingungsgleichung,  wenn  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  liegen, 
und  darin  einander  parallel  sind. 

Ausdrücke  für  Ebenen.     §.49.  Allgemeiner  Ausdruck  einer  Ebene. 

—  §.  50.  Durchschnittspuncte  der  Ebene  mit  den  Fundamentallinien. 
Durchschnittslinien  mit  den  Fundamentalebenen.  —  §.51.  Vereinfachung 
des  allgemeinen  Ausdrucks  einer  Ebene.  —  §.  52.  Ausdruck  für  eine  un- 
endlich entfernte  Linie  einer  Ebene.  —  §.  53 — 55.  Aufgaben,  die  Durch- 
schnitte von  Ebenen  unter  sich  und  mit  Geraden,  etc.  betreffend.  — 
§.  56.  Ausdrücke  gerader  Linien  und  Ebenen  in  einigen  speciellen  Lagen 
gegen  die  Fundamentalpyramide. 

Fünftes  Capitel. 
Von  Ausdrücken  krummer  Linien  in  Ebenen. 

§.  57.  Was  unter  dem  Ausdrucke  einer  Curve  zu  verstehen  ist.  — 
§.  58.  Beschaffenheit  der  hier  zu  untersuchenden  Curvenausdi-ücke.  — 
§.  59.  Allgemeiner  Ausdruck  für  die  Linien  der  zweiten  Ordnung.  — 
§.  60.  Vereinfachung  dieses  Ausdrucks  durch  Einführung  einer  andern 
Veränderlichen.  —  §.61.  Vereinfachung  durch  Annahme  anderer  Funda- 
mentalpunete. —  §.  62.  Von  den  drei  wesentlich  verschiedenen  Formen  der 
Linien  der  zweiten  Ordnung.  —  §.  63.  Wie  die  Lage  einer  Curve  gegen 
das  Fundamentaldreieek  aus  der  Beschaffenheit  der  Coefficienten  erkannt 
wird.  —  §.  64.  Ausdrücke  für  Linien  der  zweiten  Ordnung  in  einigen  merk- 
würdigen Lagen  gegen  das  Fundamentaldreieek.  —  §.65.  Einfache  Con- 
struction  einer  Linie  der  zweiten  Ordnung.  Merkwürdiger  vonMaclaurin 
und  Braikenridge  entdeckter  Satz.  —  §.66.  Ausdrücke  für  Linien  höherer 
Ordnungen.  —  §.  67.  Die  Ordnung  einer  Curve  bleibt  bei  Aenderung  der 
Fundamentalpunete  dieselbe.  —  §.  68.    Die  Anzahl  der  Durchschnitte  einer 
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Curve  mit  einer  Geraden  kann  die  Ordnungszahl  der  Curve  nicht  über- 
steigen. —  §.  69.  Verminderung  der  Zahl  der  Constanten  im  allgemeinen 
Ausdrucke  einer  Curve  durch  Einführung  einer  andern  Veränderlichen.  — 
§.  70.  Bestimmung  einer  Curve  durch  gegebene  Puncte.  —  §.  71.  Verwand- 
lung des  Ausdrucks  einer  Curve  in  eine  nach  den  Potenzen  der  Veränder- 
lichen fortlaufende  Reihe.  Hieraus  abgeleitete  Construction  einer  Curve 
von  beliebiger  Ordnung  durch  blosses  Ziehen  von  Geraden. 

Sechstes  Capitel. 

Von   der  Berührung,    den  merkwürdigen   Puncten   und   unendlichen 

Aesten  krummer  Linien  in  Ebenen. 

§.  72.  Zweck  der  in  diesem  Capitel  enthaltenen  Untersuchungen.  — 
§.  73 — 76.  Bestimmung  von  Linien,  welche  mit  einer  gegebenen  Curve  in 
einem  gegebenen  Puncte  eine  Berührung  von  der  ersten,  zweiten,  etc. 
Ordnung  bilden.  —  §.  77.  Allgemeiner  Ausdruck  der  geradlinigen  Tangente. 
Die  Berührung  einer  Curve  mit  einer  Geraden  ist  im  Allgemeinen  von  der 
ersten  Ordnung.  —  §.  7S.  Ausnahmen  hiervon  bei  merkwürdigen  Puncten. 
Wendungspunct.  —  §.  7';».  Spitze  der  ersten  Art.  —  §.  SU.  Spitze  der 
zweiten  Art.  —  §-81.  Allgemeine  Form  des  Ausdrucks  bei  merkwürdigen 
Puncten.  —  §.  82.  Allgemeinere  Bedingungen  für  das  Vorhandensein  merk- 
würdiger Puncte.  —  §.  83 — 87.  Andere  Behandlungsart  derselben  Gegen- 
stände, indem  die  Berührung  durch  das  Zusammenfallen  anfänglicher 
Schneidepuncte  zweier  Linien  erklärt  wird.  —  §.  S8.  Von  doppelten,  drei- 
fachen, etc.  Puncten  einer  Curve.     Isolirte  Puncte. 

Von  den  unendlichen  Aesten.  §.  89.  Unendliche  Aeste  sind  vor- 
handen, wenn  die  Coefficientensumme  =0  werden  kann.  —  §.  90.  91.  Be- 
stimmung einfacherer  Linien,  welche  sich  einer  gegebenen  asymptotisch 
nähern.  —  §.  92.  Fälle,  den  merkwürdigen  Puncten  analog,  in  denen  die 
unendlichen  Aeste  einer  Curve  gegen  die  geradlinige  Asymptote  eine  be- 
sondere Lage  haben.  —  §.  93.  Fall,  wo  die  Aeste  keine  Gerade,  sondern 
eine  Parabel  zur  x\symptote  haben.  —  §.9-4.   Allgemeine  Resultate. 

Siebentes  Capitel. 
Von  Ausdrücken  krummer  Linien  im  Räume. 

§.  95.  Eintheilung  dieser  Linien  in  Ordnungen.  Eine  Linie  der  nten 
Ordnung  kann  von  einer  Ebene  in  höchstens  n  Puncten  getroffen  werden. 
—  §.  96.  Verwandlung  des  Ausdrucks  einer  Linie  im  Räume  in  eine  nach 
den  Potenzen  der  Veränderlichen  fortgehende  Reihe.  —  §.97.  Von  der 
Berührung  krummer  Linien  im  Räume.  —  §.  98.  Allgemeiner  Ausdruck 
der  geradlinigen  Tangente  und  der  Krümmungsebene.  Anwendung  hiei'- 
von  auf  die  Linien  der  dritten  Ordnung.  —  §.  99.  Doppelte  Krümmung  bei 
Linien  im  Räume ;  worin  sie  besteht.  ^Merkwürdige  Puncte  bei  Linien  von 
doppelter  Krümmung.  Einfacher,  doppelter  AVendungspunct.  —  §.100.  V'ou 
der  Ebene,  welche  durch  einen  unendlichen  Ast  und  die  ihm  im  Unend- 
lichen parallel  laufende  Asymptote  bestimmt  wird. 
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Achtes  Capitel. 
Von  Ausdrücken  für  krumme  Flächen. 

§.  101.  Allgemeine  BeschafFenheit  dieser  Ausdrücke.  —  §.102.  Ein- 
theilung  der  Flächen  in  Ordnungen.  —  §.  103.  Lage  einer  Fläche  gegen 
die  Fundamentalpyramide. 

Von  der  Berührung  der  Flächen.    §.104.  Gang  der  Untersuchung. 

—  §.  105.  Ausdruck  der  eine  Fläche  berührenden  Ebene.  —  §.  106.  All- 
gemeiner Ausdruck  einer  Fläche,  wenn  sie  von  einer  der  Fundamental- 
ebenen in  einem  der  Fundamentalpuncte  berührt  wird.  —  §.  107.  Doppelte 
BeschafFenheit  der  Berührung  einer  Fläche  mit  einer  Ebene.  —  §.  108.  Be- 
trachtung der  berührenden  Ebene  in  der  nächstfolgenden  Lage,  wo  sie  die 
Fläche  zu  schneiden  anfängt.  Dieser  Schnitt  ist  im  Allgemeinen  ein  Kegel- 
schnitt. —  §.  109.  Einfache  und  anschauliche  Art,  wie  hiermit  die  be- 
kannten Eigenschaften  des  Ejümmungshalbmessers  und  unendlich  naher 
Normalen  einer  krummen  Fläche  dargestellt  werden  können. 

Von  den  Flächen  der  zweiten  Ordnung.  §.  110.  Von  den  ver- 
schiedenen Arten  dieser  Flächen.  —  §.  111.  Vereinfachung  des  Ausdrucks 
für  das  hyperbolische  H}-perboloid.  Eigenschaften  dieser  Fläche.  — 
§.  112.  Vom  hj-perbolischen  Paraboloid. 

Von  abwickelbaren  Flächen.  §.  113.  Allgemeiner  Ausdruck  einer 
Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt  wird.  — 
§.  114.  Allgemeiner  Ausdruck  einer  abwickelbaren  Fläche,  als  einer  be- 
sondern Art  der  vorigen.  —  §115.  116.  Noch  andere  Ausdrücke  dieser 
Fläche,  aus  geometrischen  Betrachtungen  hergeleitet.  —  §•  H'-  Analyti- 
scher Zusammenhang  zwischen  diesen  Ausdrücken. 

Neuntes  Capitel. 

Verwandlung    barycentrischer  Ausdrücke    in    Gleichungen    zwischen 

parallelen  Coordinaten  und  umgekehrt. 

§.  118.  119.  Bestimmung  eines  barycentrisch  ausgedrückten  Punctes 
durch  parallele  Coordinaten.  —  §.  120 — 125.  Das  umgekehrte  Problem.  — 
§.  126.  Einfachste  Gestalt  der  hierbei  nöthigen  Formeln.  —  §.  127.  Ueber 
die  grössere  Allgemeinheit,  in  welcher  hier  die  Bestimmung  durch  parallele 
Coordinaten  genommen  wird.  —  §.  128.  Erweitertes  Gebiet  der  barj-centri- 
schen  Untersuchungen,  wenn  man  die  Verhältnisse  zwischen  den  gegen- 
seitigen Abständen  der  Fundamentalpuncte  mit  berücksichtigt.  —  §.  129. 
Den  Ausdruck  einer  ebenen  Curve  in  eine  Gleichung,  und  umgekehrt,  zu 
verwandeln.  —  §.  130.  Beispiele.  —  §.  131.  Dieselbe  Aufgabe  für  Curven 
im  Räume.  —  §.  132.   Beispiele.  —  §.  133.  Dieselbe  Aufgabe  für  Flächen. 

—  §.  134.  Beispiele.  —  §.  135 — 137.  Zusammenhang  zwischen  rationalen 
Ausdrücken  und  Gleichungen.  Jeder  rationale  Ausdruck  einer  ebenen 
Curve  lässt  sich  in  eine  Gleichung  verwandeln,  die  mit  dem  Ausdrucke 
von  einerlei  Ordnung  ist,  nicht  umgekehrt.  —  §.  138.  Anzahl  der  Be- 
dingungsgleichungen, bei  welchen  die  zwei  Veränderlichen  einer  algebrai- 
schen Gleichung  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  dar- 
gestellt werden  können. 
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Zweiter   Abschnitt. 
Von  den  Verwandtschaften  der  Figuren  und  den  daraus  entspringen- 
den Klassen  geometrischer  Aufgaben. 

Erstes  Capitel. 
Von  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit. 

§.  139.  Erklärung  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit.  —  §.  140.  Con- 
struction  eines  Systems  von  Puncten,  -welches  einem  gegebenen  Systeme 
gleich  und  ähnlich  ist.  Anmerkung  über  Figuren  im  Räume,  welche  ein- 
ander gleich  und  ähnlich  sind,  aber  nicht  zur  Congruenz  gebracht  werden 
können.  —  §.  141.  Beweis  jener  Construction.  Anzahl  von  Stücken,  welche 
bei  einem  Systeme  von  7i  Puncten  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  alle 
übrigen  Stücke  finden  zu  können. 

Zweites  Capitel. 
Von  der  Aehnlichkeit. 

§.  142.  Erklärung  der  Aehnlichkeit.  —  §.  143.  Construction  ähnlicher 
Figuren.  Anzahl  der  Verhältnisse,  aus  denen  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  alle  übrigen  Verhältnisse  gefunden  werden  können.  Allgemeine 
Bemerkung  über  den  Zusammenhang  zwischen  Construction  und  Rechnung. 

Drittes  Capitel. 
Von  der  Affinität. 

§.  144.  "VVie  der  Begriff  der  Affinität  aus  der  barycentrischen  Be- 
stimmung von  Puncten  entspringt.  —  §.  145.  Erklärung  der  Affinität  ebener 
Figuren  durch  Proportionalität  zwischen  sich  entsprechenden  Flächen- 
theilen.  —  §.  146.  Andere  Erklärung  mittelst  paralleler  Coordinaten.  — 
§.  147.  Von  der  Affinität  hat  schon  Euler  gehandelt.  —  §.  148.  Widerlegung 
einer  Euler'schen  Behauptung.  —  §.  149.  Noch  andere  Erklärung  affiner 
Figuren  in  Ebenen.  —  §.  150 — 153.  Analoge  Erklärungen  und  Eigen- 
schaften affiner  Figuren  im  Räume.  —  §.  154.  Die  Affinität  bei  Systemen 
von  Puncten  in  geraden  Linien  ist  einerlei  mit  der  Aehnlichkeit.  — 
§.  155.  156.  Construction  affiner  Figuren  in  Ebenen.  Anzahl  von  Verhält- 
nissen zwischen  Flächentheilen,  welche  bei  einer  ebenen  geradlinigen  Figur 
gegeben  sein  müssen,  um  daraus  alle  übrigen  Verhältnisse  dieser  Art 
finden  zu  können.  Zur  Lösung  der  hieraus  entspringenden  Aufgaben  dient 
der  barycentrische  Calcül.  —  §.  157.  Beispiele.  —  §.  158 — 160.  Analoge 
Aufgaben  bei  räumlichen  Figuren. 

Viertes  Capitel. 
Von  der  Gleichheit. 

§.  161.  162.  Engere  Bedeutung,  in  welcher  hier  die  Gleichheit  der 
Figuren  genommen  wird.  Entstehung  des  Begriö's  der  Gleichheit  aus  dem 
der  Affinität.  —  §.  163.  Gegenseitiges  Verhalten  der  bisher  erklärten  Ver- 
wandtschaften. —  §.164.  Construction  gleicher  Figuren  in  Ebenen.  An- 
zahl der  Flächentheile ,  aus  welchen  sich  bei  einer  ebenen  geradlinigen 
Figur  die  übrigen  Flächentheile  ihrem  Inhalte  nach  finden  lassen.  — 
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§.  165.  Beispiele.  Erklärung  des  Flächeninhalts  eines  Vielecks,  auch  auf 
Vielecke  mit  Doppelpuncten  anwendbar.  —  §.  166.  Merkwürdige  Relation 
zwischen  den  Dreiecken  eines  durch  Diagonalen  getheilten  Fünfecks,  wo- 
durch alle  hierher  gehörigen  Aufgaben  in  Rechnung  sich  setzen  lassen.  — 
§.  167.  Construction  gleicher  Figuren  im  Räume.  —  §.  168.  Aus  wie  viel 
körperlichen  Theilen  bei  einem  durch  Ebenen  verbundenen  Systeme  von 
Puncten  die  übrigen  körperlichen  Theile  gefunden  werden  können.  — 
§.  169.  Beispiel.  —  §.  170.  171.  Zwei  Relationen  zwischen  Pyramiden, 
analog  der  Relation  zwischen  Dreiecken  in  §.  166. 

Von  der  Affinität  und  Gleichheit  krummer  Linien  und 
Flächen.  §.  172.  Allgemeine  Beziehungen  zwischen  affinen  Curven.  — 
§.  173.  AUe  Kegelschnitte  von  derselben  Art  sind  einander  affin.  Je  zwei 
Parabeln  lassen  sich  auch  als  gleiche  Figuren  betrachten.  —  §.  174.  Folge- 
rungen aus  dieser  Eigenthümlichkeit  der  Parabel.  Allgemeine  Eigen- 
schaften unendlich  kleiner  Segmente  einer  Curve.  —  §.175.  Affinität  und 
Gleichheit  krummer  Flächen  überhaupt.  —  §-176.  Je  zwei  Flächen  der 
zweiten  Ordnung  von  derselben  Art  sind  einander  affin.  Paraboloide  von 
derselben  Art  können  auch  als  gleich  angesehen  werden.  —  §.  177.  178.  Be- 
weis dieses  Satzes  für  das  hyperbolische  Paraboloid  und  Folgerungen  da- 
raus. Cubatur  dieses  Paraboloids.  —  §.  179.  Beweis  für  das  elliptische 
Paraboloid.  Cubatur  desselben.  Anmerkung  über  unendlich  kleine  Seg- 
mente krummer  Flächen  überhaupt. 

Fünftes  Capitel. 
Die  Doppelschnittsverhältnisse. 

§.  180.  Vorerinnerung.  —  §.  181.  Betrachtung  des  Verhältnisses,  nach 
welchem  eine  Gerade  von  bestimmter  Länge  in  einem  Puncte  geschnitten 
wird.  —  §.  182.  Doppelschnittsverhältnisse.  Werthe  derselben  nach  der 
verschiedenen  Lage  der  vier  sie  bestimmenden  Puncte.  —  §.  183.  Ab- 
gekürzte Bezeichnung  der  Doppelschnittsverhältnisse.  —  §.  184.  Relationen 
zwischen  den  Doppelschnittsverhältnissen,  welche  durch  Permutation  der 
vier  Buchstaben  in  ihrer  Bezeichnung  entstehen.     Tafel  dafür. 

Relationen  zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  bei  ei- 
nem Systeme  von  mehr  als  vier  Puncten  in  einer  geraden  Li- 
nie. §.  185.  Grundformeln.  —  §.  186.  Einfache  Anwendungen.  —  §.  187.  Aus 
wie  viel  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  in 
einer  geraden  Linie  die  übrigen  gefunden  werden  können. 

Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  gerader  Li- 
nien in  einer  Ebene.  §.  188.  189.  Doppelschnittsverhältnisse  bei  vier 
Geraden,  welche  sich  in  einem  Puncte  schneiden.  —  §.  190.  Relationen 
zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  von  fünf  Puncten, 
—  §.  191.,  bei  einem  Systeme  von  fünf  Geraden  in  einer  Ebene.  — 
§.  192.  Aus  wie  viel  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  n  ge- 
rader Linien  in  einer  Ebene  etc. 

Doppelschnittsverhältnisse  bei  einem  Systeme  von  Ebe- 
nen. §.  193.  Allgemeine  Betrachtung  eines  Systems  sich  schneidender 
Ebenen.  —  §.  194.  Aus  wie  viel  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem 
Systeme  von  n  Ebenen  etc.  —  §.  195.    Zweckgemässere  Bezeichnung  der 
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Doppelschnittsverhältnisse  in  den  hierbei  anzuwendenden  Formeln.  — 
§.  196.  Doppelschnittsverhältnisse  bei  vier  Ebenen,  welche  sich  in  einer 
Geraden  sehneiden.   —  §.  197.    Beispiel  zu  §.  194. 

Sechstes  Capitel. 
Die  geometrischen  Netze. 

Das  Netz  in  einer  Ebene.  §.  19S.  Vier  Puncte  in  einer  Ebene 
werden  durch  Gerade  verbunden.  Eigenschaften  dieser  Figur.  Har- 
monische Theilung.  —  §.  199.  Zusätze.  —  §.  200.  Durch  die  ohne  Ende 
fortgesetzte  Verbindung  der  Durchschnittspuncte  dieser  Figur  wird  die 
Ebene  mit  einem  immer  dichter  werdenden  Netze  überzogen.  —  §.  201 
— 205.  Allgemeine  Eigenschaften  des  Netzes,  Jedes  von  Puncten  des 
Netzes  gebildete  Doppelschnittsverhältniss  ist  rational;  Puncte  des  Netzes 
können  an  allen  Stellen  der  Ebene  gefunden  werden;  etc. 

Das  Netz  im  Räume.  §.  206.  Figur,  welche  entsteht,  wenn  fünf 
Puncte  im  Räume  zu  dreien  durch  Ebenen  verbunden  werden.  —  §.  207. 
208.  Eigenschaften  dieser  Figur  auf  rein  geometrischem  "Wege  gefunden. 
Hiermit  können  rückwärts  die  Eigenschaften  der  Figur  in  §.  19S  ohne  An- 
wendung von  Calcul  oder  Proportionen  dargethan  werden.  —  §.  209.  Bary- 
centrische  Entwickelung  der  Eigenschaften  dieses  Systems  von  Ebenen.  — 
,§.  210.  Durch  fortgesetzte  Verbindung  je  dreier  Puncte  dieses  Systems  mit 
Ebenen  entsteht  das  Netz  im  Räume.  —  §.  211 — 214.  Allgemeine  Eigen- 
schaften desselben,  analog  den  obigen  für  das  Netz  in  einer  Ebene. 

Von  Vieleckschnittsverhältnissen.  §.  215.  216.  Entstehung 
der  Vieleckschnittsverhältnisse.  Jedes  aus  Netzpuncten  gebildete  Vieleck- 
schnittsverhältniss  ist  rational.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  ist  ein 
Zweieckschnittsverhältniss . 

Siebentes  Capitel. 
Von  der  Verwandtschaft  der  CoUineation. 

§.  217.  Einfachste  Erklärung  dieser  Verwandtschaft  durch  die  gerade 
Linie.  —  §.  218.  Die  hiemach  sich  entsprechenden  Puncte  zweier  Ebenen 
können  durch  Construction  zweier  Netze  gefunden  werden.  —  §.  219.  Bary- 
centrische  Erklärung  der  Collineationsverwandtschaft  bei  ebenen  Figuren. 
—  §.  220.  Zusätze.  Alle  Kegelschnitte  sind  einander  coUinear.  —  §.  221. 
Gleichheit  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  zwischen  sich  ent- 
sprechenden Puncten  coUinear  verwandter  ebener  Figuren.  —  §.  222.  Er- 
örterung der  Collineationsverwandtschaft  bei  räumlichen  Figuren  durch 
Construction  von  Netzen  im  Räume.  —  §.  223.  Barycentrische  Erklärung 
der  Collineationsverwandtschaft  bei  räumlichen  Figuren.  —  §.  224.  Zu- 
sätze. Die  Flächen  der  zweiten  Ordnung  sind  nicht  insgesammt  einander 
coUinear,  sondern  zerfaUen  in  dieser  Hinsicht  in  zwei  Classen.  —  §.  225. 
Gleichheit  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  bei  coUinearen  Fi- 
guren im  Räume.  —  §.  226.  Collineationsverwandtschaft  bei  Systemen  von 
Puncten  in  geraden  Linien. 

Construction  coUinear  verwandter  Figuren.  §.227.228.  Con- 
struction, wenn  die  gegebene  Figur  bloss  aus  Puncten  in  einer  Geraden 
besteht.  —  §.  229.  Dieselbe  Aufgabe  bei  ebenen  Figuren.  —  §.  230.  Die 
Ebenen  zweier  collinearer  Figuren  können  immer  und  auf  unzählige  Weisen 
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in  eine  solche  gegenseitige  Lage  gebracht  werden,  dass  die  Geraden,  welche 
je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  verbinden,  sich  in  Einem  Puncte  schnei- 
den. —  §.231.  Construetion  collinear  verwandter  Figuren  im  E.aume.  — 
§.  232.   Beweis  der  vorgetragenen  Constructionen,  etc. 

Achtes  Capitel. 
Von    den    aus    der  Verwandtschaft    der   Collineation  entspringenden 

Aufgaben. 

§.  233.  234.  Wie  viel  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  bei  einem 
Systeme  von  n  Puncten  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  die  übrigen  finden 
zu  können. 

Der  abgekürzte  barycentrische  Calcul.  §.  235.  Gegenstände, 
die  sich  diesem  Calcul  unterwerfen  lassen.  —  §.  236.  Abkürzung  der  bary- 
centrischen  Gleichungen  bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Geraden. 
—  §.  237.  Berechnung  der  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse.  — 
§.  238.  Aus  in  hinreichender  Anzahl  gegebenen  Doppel-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnissen bei  Puncten  in  einer  Geraden  die  übrigen  zu  finden. 
Beispiel.  —  §.  239 — 242.  Formeln  des  abgekürzten  Calculs  und  Regeln  für 
deren  Anwendung  bei  ebenen  Figuren.  —  §.  243.  Beispiele.  Merkwürdige 
Relationen  bei  in  einander  beschriebenen  Dreiecken  und  Vierecken.  — 
§.  244.  Anwendung  des  abgekürzten  Calculs  auf  räumliche  Figuren.  — 
§.  245.  246.  Beispiel.  Eine  Gerade  zu  ziehen,  welche  vier  andere  gegebene 
Gerade  schneidet.  Allgemeine  Auflösung  durch  Construetion  eines  hyper- 
bolischen Hyperboloids.  Auflösung  durch  Rechnung  für  eine  besondere 
Lage  der  gegebenen  Geraden. 

Schlussbemerkungen.  §.  247.  Uebersicht  der  Arten  von  Auf- 
gaben, welche  aus  den  bisher  erklärten  Verwandtschaften  entspringen.  — 
§.  248.  Eintheilung  aller  Eigenschaften  der  Figuren  in  drei  Classen. 


Dritter  Abschnitt. 

Anwendung  des  barycentrischen  Calculs  auf  die  Entwickelung 

mehrerer  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Erstes  Capitel. 
Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch  gegebene  Puncte. 

§.  249.  Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  einen  Kegelschnitt,  welcher 
durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht.  —  §.  250.  Ausdruck  eines  durch 
fünf  Puncte  beschriebenen  Kegelschnitts.  —  §.  251.  Ein  Punct  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts  kann  gegen  denselben  drei  verschiedene  Arten  von 
Lagen  haben.  Bedingungen  dafür.  —  §.  252.  Ausdruck  einer  durch  die 
Fimdamentalpuncte  beschriebenen  Parabel.  —  §.  253.  254.  Durch  vier  Puncte 
einer  Ebene  können  immer  Hyperbeln,  nicht  aber  auch  immer  Ellipsen 
und  Parabeln  beschrieben  werden.  —  §.  255.  Bestimmung  der  Art  des 
Kegelschnitts,   welcher   sich   durch  fünf  gegebene  Puncte  führen  lässt.  — 
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§.  256.  Zusätze.  Unendlich  grössere  "Wahrscheinlichkeit,  dass  fünf  Puncte 
in  einer  H}"perbel,  als  dass  sie  in  einer  Ellipse  liegen.  —  §.  257,  Anderer 
BeAveis  des  Satzes  in  §.  255. 

Zweites  Capitel. 

Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch  gegebene  Tangenten. 

§.  258.  Vereinfachung  des  Ausdrucks  für  einen  Kegelschnitt,  der  von 
den  drei  Fundamentallinien  berührt  wird.  —  §.  259.  Ausdruck  einer  davon 
berührten  Parabel.  —  §.  260.  Bestimmung  der  Art  eines  Kegelschnitts,  wenn 
drei  Tangenten  und  in  zweien  derselben  die  Berührungspuncte  gegeben 
sind.  —  §.  261.  Ausdruck  eines  an  fünf  Gerade  beschriebenen  Kegel- 
schnitts. —  §.  262.  Merkwürdige  Sätze  bei  einer  von  drei  Geraden  berührten 
Parabel.  —  §.  263.  Dreifache  Art  der  Lage  einer  Geraden  gegen  einen 
Kegelschnitt.  Bedingungen  dafür.  —  §.  264.  Bestimmung  der  Art  des 
Kegelschnitts,  der  an  fünf  gegebene  Gerade  beschrieben  werden  kann.  — 
6.  265.  Besondere  Eigenschaft  einer  um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung 
beschriebenen  dreiseitigen  Pyramide. 

Drittes  Capitel. 

Von  den  Durchmessern    und    dem  Mittelpuncte    eines  Kegelschnitts 

und  den  Asymptoten  der  Hyperbel. 

§.  266 — 26S.  Eigenschaften  der  Durehmesser  und  des  Mittelpunets  eines 
Kegelschnitts.  —  §.  269.  Construction  von  Kegelschnitten  in  in  einander 
beschriebene  Dreiecke,  wobei  die  Mittelpuncte  der  Kegelschnitte  in  einer 
Geraden  liegen.  —  §.  270.  271.  Eigenschaften  des  Asymptoten  der  Hy- 
perbel. 

Viertes  Capitel. 

Gegenseitiges  Entsprechen  zwischen  Puncten  und  geraden  Linien  in 

Bezug  auf  einen  Kegelschnitt. 

§.  272.  Eigenschaften  von  Sehnen  eines  Kegelschnitts,  welche  sich  in 
Einem  Puncte  schneiden.  —  §.  273.  Jedem  Puncte  in  der  Ebene  eines 
Kegelschnitts  entspricht  in  Bezug  auf  letztern  eine  gewisse  Gerade,  und 
umgekehrt.  —  §.  274.  275.  Gegenseitige  Lage  dieser  Puncte  und  Geraden. 
—  §.  276.  Anwendung  dieser  Theorie,  um  aus  schon  bekannten  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  neue,  analoge  abzuleiten.  Beispiele.  Li  und 
um  einen  Kegelschnitt  beschriebene  Vierecke. 

Eigenschaften  in  und  um  einen  Kegelschnitt  beschriebe- 
ner Sechsecke,  §.277 — 280.  Das  einbeschriebene  Sechseck.  Beschrei- 
bung eines  Kegelschnitts  durch  fünf  Puncte.  —  §.  281.  Rückkehr  zu  Eigen- 
schaften der  Vierecke.  Ein-  und  umschriebenes  Achteck.  —  §.  2S2.  Das 
umschriebene  Sechseck.  Beschreibung  eines  Kegelschnitts  an  fünf  ge- 
gebene Gerade.  —  §.  2S3.  Um  In)  zwei  um  ;ini  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebene Dreiecke  lässt  sich  ein  zweiter  Kegelschnitt  beschreiben.  — 
§.  284.  Gegenseitiges  Entsprechen  zwischen  den  Puncten  und  Tangenten 
zweier  Kegelschnitte. 
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Fünftes  Capitel. 

Allgemeinere    Darstellung    des   gegenseitigen   Entsprechens   zwischen 

Puncten  und  geraden  Linien. 

§.  285.  Auch  bei  bloss  geradlinigen  Figuren  können  durch,  das  Ver- 
tauschen der  Puncte  mit  Geraden  und  der  Geraden  mit  Puncten  aus  ge- 
gebenen Sätzen  analoge  abgeleitet  werden.  —  §.  286.  Analytischer  Beweis 
dafür.  Gegenseitige  Beziehung,  in  welche  bei  zwei  Ebenen  alle  Puncte 
der  einen  mit  den  Geraden  der  andern  sich  setzen  lassen.  —  §.  287.  Jeder 
Curve  der  einen  Ebene  gehört  alsdann  eine  Curve  in  der  andern  an,  so 
dass  wechselseitig  den  Puncten  der  einen  Curve  die  Tangenten  der  andern 
entsprechen.  —  §.  288.  289.  Die  vier  ersten  Paare  sich  entsprechender 
Puncte  und  Linien  können  bei  dieser  Beziehungsart  nach  Willkür  ge- 
nommen werden.  —  §.  290,  Hierbei  stattfindende  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse. —  §.  291 — 294.  Merkwürdige  Art,  wie  auch  die- 
selben Vieleckschnittsverhältnisse  in  der  entsprechenden  Figur  sich  wieder 
zeigen.  —  §.  295.  Folgerungen  daraus.  —  §.  296.  Erfindung  analoger  Sätze 
in  Bezug  auf  Vieleckschnittsverhältnisse.  —  §.  297.  Beispiele.  —  §.  298.  Alle 
Eigenschaften  der  dritten  Classe  sind  paarweise  vorhanden. 
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Erster  Abschnitt. 


Darstellung 

des  barycentrischen  Calculs  und  einer  darauf 

gegründeten  analytischen  Geometrie. 


Erstes  Capitel. 

Yom  Schwerpuucte. 


§.  1.  Vorerinnerung.  Die  Bezeichnung  eines  Theils  einer 
geraden  Linie  durch  NebeneinandersteUung  der  zwei  Buchstaben, 
womit  man  die  Grenzpuncte  desselben  benannt  hat,  soll  hier  nicht 
als  Ausdruck  für  den  absoluten  Werth  des  Theils  gebraucht  werden, 
sondern  zugleich  durch  die  verschiedene  Stellung  der  Buchstaben 
angeben,  ob  dieser  Werth,  nach  der  einmal  festgesetzten  positiven 
Richtung  der  Linie,  als  positiv  oder  negativ  zu  betrachten  ist. 

Ein  Punct  kann  sich  nämlich  in  einer  geraden  Linie  nach  zwei 
verschiedenen  Richtungen  bewegen,  von  denen  die  eine  der  andern 
entgegengesetzt  ist.  Die  eine  dieser  Richtungen  heisse  die  positive, 
die  andere  die  negative.  Sind  nun  A  und  B  beliebige  zwei  Puncte 
einer  geraden  Linie,  so  verstehe  man  unter  dem  Ausdrucke  AB  den 
Werth  des  zwischen  A  und  B  enthaltenen  Theils  der  Linie,  positiv 
oder  negativ  genommen,  je  nachdem  ein  in  der  Linie  fortgehender 
Punct,  um  von  dem,  in  dem  Ausdrucke  zuerst  gesetzten  Puncte  A 
zu  dem  nachfolgenden  B  zu  gelangen,  sich  in  der  positiven  oder 
negativen  Richtung  bewegen  muss. 

Hiernach  ist  also  immer: 

AB  +  BA  =  0; 
und  wenn  C  einen   dritten  Punct  derselben  Geraden  bedeutet,   mag 
dieser    dritte    Punct    zwischen  A  und  B,    oder    ausserhalb,    auf   der 
Seite  von  A  oder  der  Seite  von  B  liegen, 

I)  BC  +  CA  +  AB  =  0 

n)  CB  —  CA  =  AB,  u.  s.  w. 

Bei  zwei  verschiedenen  geraden  Linien  ist  die  positive  Richtung 
der  einen  von    der   andern    im  Allgemeinen   ganz   unabhängig.     Sind 
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§.2. 


sich  aber  die  Linien  parallel,  so  wollen  wir,  nach  Festsetzung  der 
positiven  Richtung  der  einen,  die  der  andern  so  bestimmen,  dass, 
wenn  die  andere  parallel  mit  sich  fortbewegt  wird,  bis  sie  mit  der 
erstem  Linie  zusammenfällt,  sie  dann  beide  auch  hinsichtlich  der 
positiven  Richtung  identisch  sind. 

Sind  daher  A,  B,  C,  D  die  vier 
auf  einander  folgenden  Spitzen  eines 
Parallelogramms,  so  hat  man 

AB  =  DC  und  BC=  AD, 


dagegen 


und 


AB+  CD=  0 
BC+  DA  =  0. 


Ist  ferner  P  (Fig.  1)  der  Durchschnitt 
der  zwei  Geraden  AB  und  A'B',  und 
laufen  AA'  und  BB'  einander  parallel, 
so   verhält  sich  immer 

AP  :BP=  AA'  :BB', 

mögen  die  zwei  Parallelen  AA'  und 
BB'  auf  einerlei  oder  verschiedenen 
Seiten  des  Punctes  P  liegen,    nur  dass 

im  erstem  Falle  die  Exponenten  der  beiden  Verhältnisse  positiv,  im 

letztern  negativ  sind. 


Fig.  1. 


§.  2.  Aufgabe.  Durch  zwei  gegebene  Puncte  A  und  B  (Fig.  1) 
sind  zwei  Parallellinien  AA'  und  BB'  gezogen.  Bezeichnen  ferner 
a  und  b  zwei  Zahlen,  die  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  zu  ein- 
ander stehen,  deren  Summe  aber  nicht  Null  ist.  Es  wird  verlangt, 
die  zwei  Parallelen  durch  eine  dritte  Gerade  so  zu  schneiden,  dass, 
wenn  A'  und  B'  die   resp.  Durchschnittspuncte  sind, 

a.AA'  +  b.BB'  =  0 
ist. 

Auflösung.  Man  ziehe  die  Gerade  AB,  und  theile  dieselbe 
in  P  dergestalt,  dass 

AP.PB  =  b:a, 

so  wird  jede  durch  P  gehende  und  die  Parallelen  schneidende 
Gerade,  wie  A'PB',  und  keine  andere,  die  geforderte  Eigenschaft 
haben. 
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Denn  wegen  der  ähnlichen  Dreiecke  AA'P,  BB'P  verhält  sich: 
AA'  :  BB'  =  AP :  BP  =  AP  :  —  PB  =  b  .  —  a- 
folglich  ist 

u.AA'  +  h.BB'  =  0, 
wie  verlangt  wurde. 

Es  kann  aber  auch  keine  andere,  durch  P  nicht  gehende  Ge- 
rade die  Parallelen  auf  die  verlangte  "Weise  schneiden.  Denn  sei 
Ä'B'  eine  solche  Gerade,  welche  den  Parallelen  in  A'  und  B" 
begegne.  Man  lege  durch  P  mit  A'B"  eine  Parallele  AB\  welche 
die  Parallelen  AA  und  BB'  in  A  und  B'  schneide,  und  mit  AA , 
BB'  eine  Parallele  PP",   welche  A'B"  in  P"  treffe,  so  ist 

AA'  =  B'B"  =  PP", 
folglich 

a  .  AA'  +  h  .  B'B"  =  {a  +  h)  PP". 

Es  ist  aber  nach  dem  eben  Erwiesenen: 

a.AA  -\-  b.BB'  =  0, 
mithin 

a  {AA  +  AA")  -\-h{BB'  +  B'B")  =  [a  +  b)  PP", 
d.  i. 

a  .  AA'  +  b  .  BB"  =  {a-{-b)  PP", 
also  nicht  =  0. 

§.3.  Zusätze,  a)  Was  von  einer,  die  Parallelen  schneidenden, 
geraden  Linie  bcAviesen  worden,  gilt  offenbar  auch  von  einer  sie 
schneidenden  Ebene.  Jede  durch  P  gelegte  Ebene  und  keine  andere 
wird  die  zwei  Parallelen  so  schneiden,  dass,  wenn  A  und  B'  die 
Durchschnittspuncte  sind , 

a.AA  +  b  .BB'  =  0 

ist.  Geht  aber  eine  Ebene  nicht  durch  P,  und  trifft  sie  die  durch 
P  mit  AA,  BB'  gezogene  Parallele  in  P"  und  AA,  B B'  in  A' ,  F\ 
so  ist  immer: 

a  .  AA'  4-  b  .  BB"  =  [a  +  b)  PP". 

b)  Die  Lage  des  Punctes  P  ist  blos  von  der  Lage  der  Puncte 
A  und  B,  mit  denen  er  in  gerader  Linie  enthalten  ist,  und  von  dem 
Verhältnisse  a:b  abhängig,  keineswegs  aber  von  dem  Winkel,  den 
die  Parallelen  durch  A  und  B  mit  AB  machen.  Haben  a  und  b 
einerlei  Vorzeichen,  so  muss  einerlei  Vorzeichen  auch  den  ihnen 
proportionalen  BP  und  PA  zukommen:  P  liegt  dann  folglich 
zwischen  A   und  B ,    näher   dem  A   oder    dem   B ,    nachdem   a  '^  b 
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§.4. 


oder  b  ^  a.  Für  a  =  b  ist  P  der  Mittelpunct  von  AB.  Sind  a  und 
b  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  behaftet,  so  müssen  es  auch  BP 
und  PA  sein,  folglich  PB  und  P^  einerlei  Vorzeichen  haben.  In 
diesem  Falle  liegt  daher  P  ausserhalb  AB,  und  zwar  auf  der  Seite 
von  A  oder  der  Seite  von  B,  nachdem  PB  oder  PA  der  grössere 
von  beiden  Abständen,  d.  h.  nachdem  absolut  a'^  b  oder  b'^  a  ist. 
Auch  hier  also  liegt  P  demjenigen  der  beiden  Puncto  A  und  B 
näher,  welcher  den  absolut  grösseren  Coefficienten  hat. 

c)  Denkt  man  sich  in  A  und  B  Gewichte  angebracht,  welche 
den  Zahlen  a  und  b  proportional  sind,  so  ist  P  der  Schwerpunct 
dieses  Systems.  Heisse  daher  auch  gegenwärtig  P  der  Schwer- 
punct der  Puncto  A  und  B  mit  den  resp.  Coefficienten  a  und  b. 


F 

^ 

Ä 

\y 

^^> 

^ 

-^ 

B' 

A' 

i" 

B" 

Q" 

Fig.  2. 


§.  4.  Aufgabe.  Drei  Parallelen  AA',  BB',  CC"  (Fig.  2), 
welche   durch   drei  gegebene  Puncto  A,  B,   C  gehen,   —  mögen  die 

Parallelen  in  der  Ebene  ABC  selbst 
enthalten  sein  oder  nicht,  —  durch  eine 
Ebene  so  zu  schneiden,  dass,  wenn  A', 
B\  C  die  resp.  Schneidungspuncte,  und 
a,  b,  c  in  gegebenen  Verhältnissen  zu 
einander  stehende  Zahlen  bezeichnen, 
welche  nicht  Null  zur  Summe  haben, 

a  .  AA'  +  h  .  BB'+  c  .  CC"  =  0 
ist. 

Auflösung.  1)  Man  verbinde  be- 
liebige zwei  der  drei  gegebenen  Puncto,  z.  B.  A  und  B  durch  eine 
Gerade,  und  theile  diese  in  P  dergestalt,  dass 

BP:PA  =  a:b, 
dass  folglich  P  der  SchAverpunct  von  A  und  B  mit  den  resp.  Coeffi- 
cienten a  und  b  ist. 

2)  Man  ziehe  PC  und  nehme  darin  den  Punct  Q  so,  dass 
CQ:  QP=a-i-b:c, 
dass  mithin  Q  der  Schwerpunct  von  P  und  C  mit  den  resp.  Coeffi- 
cienten a  -\-  b  und  c  ist. 

Jede  durch  den  Punct  Q  gelegte  Ebene,  und  keine  andere,  wird 
alsdann  der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Um  dieses  zu  beweisen,  ziehe  man  noch  durch  P  eine  Parallele 
PP'  mit  den  Parallelen  AA',  BB',  CC.  Schneide  nun  irgend  eine 
durch  Q  gelegte  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B,  C,  P  in  A',  B', 
C,  P',  so  ist,  nach  §.  3,  a  wegen  1): 

a  .  AA'-\-  b.BB'  =  {a-\-  b) .  PP', 
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und  wegen  2): 


{a-\-h)  .PP'+c  .  CC  =  0, 


folglich : 


a  .  AA'-{-  b  .  BB'-\-  c  .  CC"  =  0. 

Dass  aber  jede  andere  nicht  durch  Q  gehende  Ebene  die  For- 
derung der  Aufgabe  nicht  erfülle,  -svird  so  bewiesen.  Schneide  eine 
solche  Ebene  die  Parallelen  durch  A,  B,  C,  P  in  A",  B'\  C",  P", 
und  eine   noch  durch  Q  gezogene  Parallele    in  Q",   so   ist  wegen  1): 

a  .  AA"-^  h  .  BB"=  {a-\-h).  PP'\ 
und  wegen  2)  : 

(a  +  Z-)  .  PP"  +  c  .  CC"  =  {a-{-h  +  c).QQ'] 
folglich 

a  .  AÄ'+  b  .  BB"  +  c  .  CC"  =  {a+b  +  c).  QQ', 
also  nicht  =  0. 

§.  5.  Zusätze,  a)  Der  Punct  Q  ist  mit  den  drei  gegebenen 
Puncten  A^  B,  C  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  und  seine 
Lage  darin  blos  von  der  Lage  der  Puncte  A,  B,  C  und  den  Ver- 
hältnissen ihrer  Coefficienten  a  :  b  :  c  abhängig,  nicht  aber  von  der 
Lage  der  Parallelen  gegen  die  Ebene,  und  eben  so  wenig  von  der 
Wahl  der  beiden  Puncte,  mit  denen  man  den  Anfang  der  Con- 
struction  macht.  Denn  könnte  durch  eine  andere  Wahl  auch  ein 
anderer  Punct  gefunden  werden,  so  müssten  alle  Ebenen,  w^elche 
durch  diesen  und  nicht  zugleich  durch  Q  gehen,  der  Aufgabe  eben- 
falls Genüge  leisten,  was  gegen  das  ErAviesene  streitet. 

b)  Bringt  man  in  A,  B  und  C  Gemchte  an,  die  sich  wie  a  :  b  :  c 
verhalten,  so  zeigt  die  Mechanik,  dass  Q  der  Schwerpunct  dieses 
Systems  ist.  Heisse  demnach  auch  gegenwärtig  Q  der  Schwer- 
punct von  A,  B  und  C  mit  den  resp.  Coefficienten  a,  b  und  c. 

§.  6.  Aufgabe.  Durch  vier  gegebene  Puncte  A,  B,  C  und 
D  (Fig.  3),  —  mögen  dieselben  in  einer  Ebene  liegen  oder  nicht,  — 
sind  vier  Parallelen  nach  einer  beliebigen  Richtung  gezogen.  Es 
wird  verlangt,  diese  Parallelen  durch  eine  Ebene  so  zu  schneiden, 
dass,  wenn  A',  B' ,  C ,  T)  die  resp.  Durchschnittspuncte  und  a,  b, 
c,  d  Coefficienten  bezeichnen,  die  in  gegebenen  Verhältnissen  zu 
einander  stehen,  und  nicht  Null  zur  Summe  haben, 

a  .  AA'-{-  b  .  BB'-{-  c  .  CC ^  d  .  DD'=  0 
ist. 

Auflösung.  1)  Man  suche  von  irgend  zweien  der  gegebenen 
Puncte   mit  ihren   resp.  Coefficienten,    z.  B.   von   A   mit   dem  Coef- 
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§.7. 


ücienten  a  und  B  mit  dem  Coefficienten  6,    den  Sch-\verpunct,   -wel- 
cher P  sei. 

2)  Von  P  mit  dem  Coefficienten  a  -\-  b  und  den  beiden  übrigen 


Fig.  3. 

Puncten  C  und  D  mit  ihren  Coefficienten  c  und  d  suche  man  nach 
Anleitung  der  vorigen  Aufgabe  Aviederum  den  Schwerpunct. 

Sei  dieser  Q,  so  wird  jede  durch  Q  gelegte  Ebene  und  keine 
andere  die  verlangte  Eigenschaft  haben. 

Denn  schneide  eine  solche  Ebene  die  Parallelen  durch  A^  B, 
C,  D  und  eine  noch  durch  P  gezogene  Parallele  in  A\  B' ,  C' ,  D' 
und  P',  so  ist  wegen  1): 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  =  [a  +  b)  .  PP\ 
und  Avegen  2): 

(«  +  i)  .  PP'  +  C.CC'  -\-d.DD'  =  0, 
folglich 

a.AA'-\-b.  BB'  +  c  .  CC  +  d .  DD'  =  0. 

Schneide  ferner  eine  andere  nicht  durch  Q  gehende  Ebene  die 
Parallelen  in  A",  B",  C",  D",  P",  und  eine  noch  durch  Q  gezogene 
in  Q",  so  ist  wegen  1): 

a.AA"-{-b.  BB"  =  {a  +  b)  .  PP", 
und  wegen  2): 

{a  +  b)  .  PP"  +  c  .  CC"  +  d .  DD"  =  (a -{- b -\- c -^  d)  .  QQ", 
folglich 

a.AA"-{-b.  BB"  +  c  .  CC"  +  d .  DD"  =  (a -\- b -\- c -^  d)  .  QQ", 
also  nicht  =  0. 


§.  7.  Zusatz.  Heisse  der  so  gefundene  Punct  Q,  aus  dem- 
selben Grunde  wie  bei  den  vorigen  Aufgaben,  der  Schiver punct 
der  Puncte  A,  B,  C,  D  mit  den  resp.  Coefficienten  a,  b,  c,  d.  Er 
ist  eben  so  wenig,   wie   dort,   von  der  Lage   der  Parallelen  und  von 
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der  Folge,  in  -welcher  man  die  vier  Puncte  nach  und  nach  in  Be- 
trachtung zieht,  abhängig. 

§.8.  So  wie  in  den  bisherigen  Aufgaben  von  ZAvei  zu  drei  und 
von  drei  zu  vier  gegebenen  Puncten  übergegangen  wurde,  lässt  sich 
nun  weiter  von  vier  zu  fünf  Puncten  u.  s.  w.  fortgehen,  und  somit 
im  Allgemeinen  folgender  Satz  erAveisen. 

Ist  eine  beliebige  Anzahl  =  v  von  Puncten  A,  B,  C,  .  . . ,  N  mit 
resp.  Coefficienten  a,  5,  c,  .  . .,  n  gegeben,  deren  Summe  nicht  ^=  0  ist, 
so  kann  immer  ein  Punct  S,  und  nur  einer,  —  der  Schwerpunct,  — 
von  der  Beschaffenheit  gefujiden  werden,  dass,  wenn  man  durch  die 
gegebenen  Puncte  und  den  Punct  S  nach  einer  beliebigen  Richtung 
Parallelen  zieht,  und  diese  mit  einer  icillkUrlich  gelegteti  Ebene  schneidet, 
loelches  resp.  in  Ä ,  B' ,   C ,  . . . ,  N' ,  S'  geschehe,  dass  dann  immer 

a.AA'  -{-b.BB'+c.CC  -^  ...+n.NN'=  {a-\-b  +  c  +  ... -]-n).SS' , 

und  folglich,  icenn  die  Ebene  durch  S  selbst  geht, 

a  .  AA  +  b  .  BB'  +  C.CC'  +  ...^n.  NN'  =  0 
ist. 

Um  diesen  Satz  sogleich  in  seiner  Allgemeinheit  darzuthun, 
suche  man  nach  §.  2  von  beliebigen  zweien  der  gegebenen  Puncte, 
z.  B.  von  A  und  B  mit  ihren  Coefficienten  a  und  b,  den  Schwer- 
punct.  Heisse  dieser  P,  und  eine  durch  ihn  gezogene  Parallele 
schneide  die  beliebig  gelegte  Ebene  in  P' ,  so  ist 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  =  [a  +  b) .  PP', 
und  folglich 

a.AÄ^b.  BB'  +  c  .  CC  +  ...  +n.  NN' 

=  [a  +  b)  .  PP'  +  C.CC'  +  ...n.  NN'. 

Auf  diese  Weise  ist  das  gegebene  System  von  v  Puncten  mit 
ihren  Coefficienten  auf  ein  anderes  von  v  —  1  Puncten  P,  C,  ...,  N 
mit  den  Coefficienten 

a  -\-  b,  c,  ...,  n 

zurückgebracht,  bei  welchem  die  Summe  der  Coefficienten 

(«+  6)  +  c4-  ...  -\-n 

und  die  Summe  der  Producte  aus  den  Coefficienten  in  die  Abschnitte 
der  Parallelen,  der  Summe  der  Coefficienten  und  der  Summe  der 
Producte  im  ersten  Systeme  gleich  sind.  Eben  so  lässt  sich  dieses 
zweite  System  von  v  —  1  Puncten  in  ein  drittes  von  v  —  2  Puncten 
umwandeln,  und  so  ferner,  bis  man  endlich  nach  v  —  1  solchen 
Umwandlungen   auf  einen   einzioren   Punct  S  kommt,    bei    dem    der 
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Coefficient  und  das  Product  aus  diesem  Coefficienten  in  den  dem  S 
zugehörigen  Abschnitt  SS',  der  Summe  der  Coefficienten  und  der 
Summe  der  Producte  in  dem  ursprünglich  gegebenen  Systeme 
gleich  sind. 

Dass  es  übrigens  nur  Einen  Punct  dieser  Art  geben  kann,  und 
folglich  immer  derselbe  Punct  gefunden  werden  muss,  in  welcher 
Folge  man  auch  die  gegebenen  Puncte  verbindet,  erhellet  schon 
daraus,  weil,  Avenn  noch  ein  anderer  Punct  ^  dieselbe  Eigenschaft 
besässe,  für  jede  durch  ^  gelegte  Ebene,  also  auch  für  eine  solche, 
welche  nicht  durch  S  geht, 

a..AA'  -^  ...  -\-?i.NN'  =  0 

sein  müsste.  Dieses  widerspricht  aber  dem  Vorigen,  weil  für  eine 
solche  Ebene,  wenn  sie  eine  Parallele  durch  aS'  in  S'  schneidet, 

a  .  AA'  +  •••+«.  NN'  =  (a  -f-  . . .  +  y^)  .  SS', 

also  nicht  =  0  ist. 

§.9.  Es  Avurde  bisher  angenommen,  dass  die  Summe  der  den 
gegebenen  Puncten  zugehörigen  Coefficienten  nicht  =  0  sei.  Ist  sie 
aber  dieses,  so  ersieht  man  sogleich,  dass  ein  solches  System  keinen 
construirbaren  Schwerpunct  haben  kann,  indem  sonst,  wegen 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  +  . . .  =  (a  4-  5  +  . . .  =  0)  .  SS', 
auch   durch  jede  andere,   nicht   durch  S  gehende  Ebene  die  Forde- 
rung der  Aufgabe, 

a.AA'  +  b  .BB'  +  ...  =  0, 

erfüllt  würde,  welches  im  Allgemeinen,  d.  h.  für  jedwede  Lage  der 
gegebenen  Puncte,  gar  nicht  möglich  ist.  Es  macht  daher  dieser 
specielle  Fall  eine  besondere  Untersuchung  nothwendig. 

Seien  also  die  Puncte  A,  B,  O,  ..,  N  mit  ihren  resp.  Coefficienten 
a,  b,  c,  ..,  n,  deren  Summe 

a-\-b-\~c-\-..-\-n  =  0 
sei,  gegeben,  so  kann  nicht  auch 

b  -\-  c  -{-  ..  +n  =  0 

sein,  weil  sonst  a  =  0  sein  müsste,  und  in  diesem  Falle  der  Punct  A 
als  gar  nicht  vorhanden  zu  betrachten  Aväre.  Von  den  Puncten 
B,  C,  ..,  N  mit  ihren  Coefficienten  b,  c,  ..,  n  wird  sich  daher  auf  die 
in  §.  8  gelehrte  Weise  der  Schwerpunct  finden  lassen.  Sei  dieser  T, 
und  irgend  eine  Ebene  schneide  die  durch  A,  B,  ..,  N,  T  gezogenen 
Parallelen  in  A' ,  B' ,  ..,  N' ,   T' ,  so  ist 

b .  BB'  +  . .  +  w  .  NN'  =  (/>  +  ..  +  w)  .  TT'  =  —  a.  TT'. 
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Hierdurch  wird 

a  .  AA'-\-  b  .  BB'+  ..  +  n.  NN'=  a  .  AA'—  a  .  TT, 

und  unsere  Aufgabe  kommt  somit  darauf  hinaus,  die  Ebene  so  zu 
legen,  dass 

a.AÄ  —  a.  TT'  =  0, 

d.  h.  AA'  =  TT'  ist.  Wegen  des  ParalleKsmus  der  Linien  AA',  TT 
thut  aber  dieser  Bedingung  jede  Ebene  Genüge,  welche  mit  der 
Geraden  AT  parallel  geht,  und  keine  andere. 

Ist  also  bei  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten  die  Summe 
der  Coefficienten  =  0,  so  kann  man  es  immer  auf  zwei  Puncte 
reduciren,  —  Avenn  es  anders  nicht  blos  aus  zwei  Puncten  besteht, 
—  und  für  jede  Ebene,  welche  mit  der,  diese  zwei  Puncte  verbin- 
denden. Geraden  parallel  geht,  und  für  keine  andere,  ist  die  Summe 
der  Producte 

a.AA'-\-  ...  =  0. 

Der  eine  dieser  zwei  Puncte  war  vorhin  einer  der  gegebenen  Puncte 
selbst,  —  auch  kann  man  dafür  begreiflich  den  Schwerpunct  von 
mehreren  derselben  nehmen,  —  der  andere  ist  der  Schwerpunct  der 
übrigen.  Es  lassen  sich  daher  immer,  wenn  die  Anzahl  der  gegebenen 
Puncte  grösser  als  zwei  ist,  mehrere  Paare  solcher  Puncte  finden. 
Allein  die,  jedes  dieser  Paare  verbindenden.  Geraden  sind  sämmtHch 
mit  einander  parallel,  weil  es  sonst  Ebenen  gäbe,  die  nicht  einer 
und  derselben  Geraden  parallel  wären,  und  dennoch  zugleich  die 
Forderung  der  Aufgabe  erfüllten. 

Der  Definition  des  Schwerpunctes  gemäss,  als  eines  solchen,  in 
welchem  sich  alle,  unserer  Aufgabe  Genüge  leistenden  Ebenen 
schneiden,  und  weil  Parallelen  als  Linien  anzusehen  sind,  die  sich 
erst  in  unendlicher  Entfernung  schneiden,  können  wir  daher  auch 
sagen:  der  Schwerpunct  liegt  in  dem  Falle ^  icenn  die  Summe  der 
Coefficienten  =  0  ist,  une?icllic7i  entfernt^  nach  einer  Richtung,  die 
durch  die  letzt  gefundenen  Parallelen  bestimmt  wird. 

§.  10.  Indessen  findet  bei  diesem  speciellen  Falle  eine  Aus- 
nahme statt.  Denn  gesetzt,  der  Schwerpunct  T  der  Puncte  B,  C,  ..,  N 
ergäbe  sich  identisch  mit  dem  Puncte  A  selbst,  so  würde  auch  TT' 
identisch  mit  AA' ,  und  die  Summe 

a  .  AA'  -f-  b  . BB'  +  ..-\-n.  NN' 

immer  =  0  sein,  wie  man  auch  die  Ebene  legen  möchte.  Wenn 
also  bei  eitlem  Systeme  von  Puncten  mit  ihren  Coefficienten  die  Summe 
der  letzterti  =  0,   und  überdies  einer  der  Puncte  der  Schwerpunct  der 
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ührigen  ist ^  so  erfüllt  jedwede  Ebene  die  Forderung,  oder  mit 
anderen  Worten,  ei?i  solches  System  hat  gm'  keinen  Schwerpunct. 

Um  ein  System  dieser  Art  zu  erhalten,  hat  man  nur  von  einem 
gewöhnlichen  Systeme,  bei  welchem  die  Summe  der  Coefficienten 
nicht  =  0  ist,  den  Schwerpunct  zu  suchen,  und  diesen  als  neuen 
Punct  mit  einem  Coefficienten  hinzuzufügen,  welcher  der  negativen 
Summe  der  gegebenen  gleich  ist. 

§.  11.  Aus  dem  in  §.  8  gegebenen  Begriffe  des  Schwerpunctes 
lassen  sich  mehrere  Folgerungen  ziehen. 

Sei  von  den  Puncten  A,  B^  C,  D  mit  den  resp.  Coefficienten 
a,  6,  r,  d  der  Schwerpunct  /S",  so  ist,  Ä ^  B' ,  C",  D\  S'  in  der  schon 
oft  gebrauchten  Bedeutung  genommen  und  zur  Abkürzung 

a  -\-  h  -\-  c  ~\-  d  ■=  s 
gesetzt: 

a  .  AÄ  4-  b  .  BB'  +  c  .  CC  +  d.DD'  =  s  .  SS'; 

folglich  auch  für  jede  Lage  der  die  Parallelen  schneidenden  Ebene: 

a.AA'  +  b.  BB'  +  c  .  CC  —  s  .  SS'  =  —  d .  DD', 

d.  h.    von    den   Puncten   A,   B,    C,    S  mit    den    resp.   Coefficienten 
a,  b,  c,  —  s  ist  D  der  Schwerpunct. 
Man  hat  ferner: 

a.AA'  +  b.  BB'  =  s.SS'  —  c.  CC  —  d .  DD'. 

Sei  nun  von  A  und  B  mit  den  Coefficienten  a  und  b  der 
Schwerpunct  P,  also 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  =  {a-^  b).  PP', 
so  ist  auch 

s.SS'  —  c.CC  —  d.  DD'  =  [a  +  b)  .  PP' ; 

d.  h.  die  Puncto  A  und  B  mit  den  Coefficienten  a  und  b  haben 
denselben  Schwerpunct,  welcher  den  Puncten  C,  D  und  S  mit  den 
Coefficienten  c,  d  und  —  s  zukommt. 

Da  sich  das  Gesagte  auf  jede  grössere  und  geringere  Anzahl 
von  Puncten  anw^enden  lässt,  so  schKessen  wir  daraus:  Jeder  Punct 
eines  Systems  lässt  sich  als  Schwerpunct  der  übrigen  Puncte  be- 
trachten, w'enn  zu  diesen,  als  neuer  Punct,  der  Schwerpunct  des 
ganzen  Systems  mit  einem  Coefficienten  hinzugefügt  wird,  welcher 
der  negativen  Summe  aller  Coefficienten  gleich  ist.  —  Auch  hat  ein 
beliebiger  Theil  der  Puncte  des  Systems  denselben  Schw^ei-jiunct, 
welchen  der  übrige  Theil  nebst  dem  Schwerpuncte  des  ganzen 
Systems  mit  dem  gedachten  Coefficienten  hat. 


§.  12.  Cap.  1.     Vom  Sch-werpuncte.  35 

Wenn  ferner  einem  Systeme  der  Schwerpunct  gänzlich  fehlt 
{§.  10),  so  -svird  auf  eben  die  Art  bewiesen,  dass  nicht  nur  jeder 
Punct  des  Systems  der  Schwerpunct  der  übrigen  ist,  sondern  auch 
je  zAvei  Theile,  in  Avelche  man  das  ganze  System  zerlegt,  einerlei 
Schwerpunct  haben. 

§.  12.  Noch  mannigfaltiger  werden  die  Folgerungen,  wenn  man 
zwei  oder  mehrere  Systeme  zugleich  in  Betrachtung  zieht.  —  Seien 
A,  B,  C  die  Puncte  des  einen  Systems,  a,  b,  c  die  resp.  Coef- 
ficienten  und  P  der  Schwerpunct;  D,  E  mit  den  Coefficienten  rZ,  e 
die  Puncte  eines  zweiten  Systems  und  Q  dessen  Schwerpunct.  Man 
ziehe  durch  sämmtliche  Puncte  A,  B,  C,  P,  D,  E,  Q  Parallelen, 
und  schneide  diese  mit  einer  beliebig  gelegten  Ebene  in  den  Punc- 
ten  A',  B',  ...,  Q',  so  ist.  wenn  man  zur  Abkürzung 

a  -{-  b  -{-  c  =  ])  und  d  -y-  e  =^  q 
setzt : 

1)  a.AA'^b.BB'-i-c.CC"=p.PP' 

2)  d.DD'  +  e.EE'  =  q.  QQ'. 

Man  addire  beide  Gleichungen,  nachdem  man  sie  zuvor  mit  den 
beliebig  zu  nehmenden  Zahlen  m  und  /i  resp.  multiplicirt  hat,  so 
kommt . 

3)  ma  .  AA'  +  mb  .  BB'  +  inc  .  CC  +  tid .  DD'  +  ?ie  .  EE' 

=  mp  .  PP'  +  nq.Q  Q', 

d.  h.  der  Schwerpunct  von  A,  B,  C,  D,  E  mit  den  Coefficienten 
ma,  mb,  nie,  tid,  ne  ist  zugleich  der  Schwerpunct  von  P  und  Q  mit 
den  Coefficienten  mp  und  nq. 

Setzen  wir  ferner,  der  Punct  D  des  zweiten  Svstems  sei  iden- 
tisch mit  dem  Puncte  A  des  ersten,  also  auch  DD'  mit  AÄ ,  so 
zieht  sich  3)  in 

[ma  -j-  nd)  AA  +  mb .  BB'  +  mc .  CC  +  ?ie .  EE'  =  mp .  PP'  +  }iq .  QQ' 

zusammen,  und  wenn  wir  nun  das  Verhältniss  m  :  n  so  bestimmen, 
dass 

ma  -\-  nd  =  0 
wird,  also 

m-.n^d:  —  a 
setzen : 

bd .  BB'  +  cd .  CC  —  ae  .  EE'  =  dp  .  PP'  —  aq  .QQ'. 

Somit  kann  man  also  einen  Punct,  welchen  zwei  Systeme  gemein- 
schaftlich haben,  aus  ihnen  eliminiren. 

3* 
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Eben  so  würde,  wenn  C  mit  Q  identisch  wäre,  die  Elimination 
dieses  Punctes 

aq.AÄ  +  hq.BB'  +  cd.  DD'  +  ce.EE'  ^pq.PF' 
geben,    also  P  der  Schwerpunct  von   A,   B,    7>,    E    mit    den  Coef- 
ficienten  aq^  hq^  cd,  ce  sein;  u.  s.  w. 

Man  begreift  ohne  weitern  Zusatz,  wie  sich  das  hier  nur  von 
zwei  Systemen  Gesagte  auf  die  Verbindung  jeder  beliebigen  Anzahl 
von  Systemen  und  beliebiger  Mengen  ihrer  Puncte   ausdehnen  lässt. 


Zweites  Capitel. 

Der  barycentrische  Calciü. 


§.  13.  Bei  Rechnungen,  Avie  Avir  so  eben  (§.  11  und  12)  führten, 
bietet  sich  gleichsam  von  selbst  eine  kleine  Abkürzung  dar.  Da 
nämlich  die  Glieder  aller  jener  Gleichungen  Producte  aus  numeri- 
schen Coefficienten  in  Abschnitte  von  Parallelen  sind,  von  denen  die 
einen  Endpuncte  sämmtlich  in  einer  Ebene  liegen,  die  andern  aber 
gegebene  oder  daraus  zu  bestimmende  Puncte  sind,  und  folglich  das 
Unterscheidende  der  Abschnitte  nichts  anders,  als  diese  letztern 
Puncte  selbst  ausmachen,  so  können  wir,  ohne  Verwirrung  fürchten 
zu  müssen,  in  den  Gleichungen  die  Abschnitte  durch  die,  diese 
Puncte  bezeichnenden,  Buchstaben  allein  ausdrücken.  Ist  also  z.  B. 
S  der  Schwerpunct  von  A,  B,  C  mit  den  Coefficienten  a,  h,  —  c, 
vmd  folglich 

a  .  AA'  +  b  .  BB'  —  c.CC'  =  {a-\-h  —  c).  SS', 

so  schreibe  man  statt  dessen: 

ciA  +  hB  —  cC  =  [a  +  h  —  c)  S. 

Und  wirklich  könnte  man  auch  nicht  einfacher  den  blossen 
Satz,  dass  S  der  SchAverpunct  von  A,  B,  C  mit  den  Gewichten 
a,  h,  —  c  sei,  und  dass  man  sich  in  S  diese  GcAvichte  vereinigt  zu 
denken  habe,  durch  die  Zeichen  der  Algebra  darstellen.  Allein  unsere 
Formel  ist  mehr,  als  ein  blos  abgekürzter  Ausdruck  dieses  Satzes,  in 
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welchem  Falle  sie  nur  die  Gestalt  einer  algebraischen  Gleichung 
hätte,  noch  nicht  aber  algebraische  Operationen  mit  sich  vornehmen 
Hesse.  Indem  man  A,  B,  C,  ...  nicht  mehr  als  die  blossen  Puncte, 
sondern  als  die  ihnen  entsprechenden  Abschnitte  nimmt,  —  woran 
man  aber  im  Verlauf  der  Rechnung  nicht  weiter  zu  denken  braucht, 
—  stellt  jene  Formel  zugleich  eine  Haupteigenschaft  des  Schwer- 
puncts  in  der  Sprache  der  Algebra  dar,  und  wird  dadurch  eben  der 
Behandlung,  wie  jede  andere  algebraische  Gleichung,  fähig. 

§.  14.  Die  Rechnung  mit  solchen  abgekürzten  Formeln  ist  es 
nun,  Avelche  ich  den  bary centrischen,  d.  i.  den  aus  dem  Begriffe 
des  Schwerpuncts  abgeleiteten,  Calcul  genannt  habe,  einen  Calcul, 
der  es  nicht  nur  mit  Avirklichen  Zahlengi-össen ,  sondern  scheinbar 
auch  mit  blossen  Puncten  zu  thun  hat,  dennoch  aber  von  der 
gewöhnlichen  Rechnungsweise  der  Algebra  sich  im  Ganzen  nicht 
unterscheidet.  Der  bessern  Uebersicht  willen  halte  ich  es  für  dien- 
lich, die,  wieAvohl  schon  in  dem  Vorhergehenden  zur  Genüge  enthal- 
tenen, Grundregeln  des  neuen  Calculs  in  folgenden  Sätzen  noch 
kürzlich  zusammenzustellen. 

§.  15.  1)  Die  Gegenstände  des  barycentrischen  Calculs  sind 
Puncte  und  numerische  Coefficienten  derselben.  Erstere  werden  mit 
den  grossen  Buchstaben  des  Alphabets,  letztere  mit  den  kleinen  be- 
zeichnet und  erstem  mit  ihren  Zeichen  vorgesetzt.  So  heisst  z.  B. 
(lA.  oder  -|-  aA  im  Zusammenhange,  der  Punct  A  mit  dem  Coef- 
ficienten a:  —  I)B,  der  Punct  B  mit  dem  Coefficienten  —  b.  Ist  der 
Coefficient  die  Einheit,  so  Avird  nur  das  Zeichen  derselben  dem 
Puncte  vorgesetzt,  als  A  oder  -{- A, — B,  d.  i.  A  mit  dem  Coef- 
ficienten 1,  B  mit  dem  Coefficienten  —  1. 

2)  Dass  von  den  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...,  denen  resp.  die  Coef- 
ficienten a,  5,  c,  d,  ...  zukommen,  S  der  SchAverpunct  ist,  wird  aus- 
gedrückt durch: 

l)   aA  -\-  h B  +  cC  +  dD  +  . . .  =  [a  +  h  +  c  -\-  d  +  . . .)  S, 

so  dass  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  die  Puncte  mit 
ihren  Coefficienten  und  auf  der  andern  der  SchAverpunct  mit  einem 
Coefficienten  steht,  Avelcher  der  algebraischen  Summe  jener  Coef- 
ficienten gleich  ist. 

3)  Dass  die  Puncte  A,  B,  C,  .. .  mit  den  Coefficienten  a,  b,  c,  ... 
denselben  Schwerpunct,  als  die  Puncte  F,  G,  . .  mit  den  Coefficienten 

f,  g.  ..  haben ,   vorausgesetzt ,    dass   die  Summe  der  Coefficienten  der 
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erstem  Punkte   a  +  5  +  o  ...  =    der  Summe    der  Coefficienten    der 
letztern  y+ (/ +  ...  ist,  dies  drückt  die  Gleichung  aus: 

n)  aA  +  bB  +  cC+  ...=fF+gG+  ... 

Sind  von  den  ursprünglich  gegebenen  Coefficienten  zweier  Sy- 
steme mit  einerlei  Schwerpuncte  die  Summen  nicht  gleich,  so  hat 
man  nur  jeden  Coefficienten  des  einen  Systems  mit  der  Summe  der 
Coefficienten  des  andern  Systems  zu  multipliciren,  um  diese  Gleich- 
heit herzustellen,  und  somit  die  Identität  der  Schwerpuncte  durch 
eine  Gleichung  ausdrücken  zu  können. 

4)  Die  Gleichung 

m)  aA-\-hB  +  cC+  ...  =(), 

welche   nur   unter   der  Voraussetzung  statt  finden  kann,    dass   auch 
die  Summe  der  Coefficienten 

a-h^-l-c-i-...  =  0 

ist,  zeigt  an,  dass  das  System  der  Puncto  A^  B,  C,  ...  mit  den  Coef- 
ficienten a,  b,  c,  .. .  keinen  Schwerpunct  hat. 

5)  Alle  Gleichungen  des  barycentrischen  Calculs  haben  eine  der 
drei  Formen  I),  II)  und  III)  und  müssen  diese  Formen  auch  bei  allen 
Umwandlungen,  die  man  mit  ihnen  vornimmt,  behalten.  Die  auf 
solche  Gleichungen  anwendbaren  Operationen  der  Algebra  beschrän- 
ken sich  daher  auf  folgende  zwei: 

a)  dass  man  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung  Gleiches  addirt 
oder  subtrahirt;  nur  darf  das  zu  Addirende  oder  Subtrahirende 
keine  blosse  Zahl,  sondern  muss  ein  Punct  oder  das  Aggregat 
mehrerer  Puncto  mit  ihren  Coefficienten  sein. 

b)  dass  man  beide  Seiten  mit  Gleichem  multiplicirt  oder  divi- 
dirt:  nur  darf  der  Multiplicator  oder  Divisor  keine  Puncte  enthal- 
ten, sondern  muss  eine  blosse  Zahl  sein. 

6)  Alle  unter  den  Formen  I),  II),  III)  begriff'enen  Gleichungen 
haben  dieses  mit  einander  gemein,  dass  sie  auch  nach  Weglassung 
der,  die  Puncte  (oder  vielmehr  die  den  Puncten  zugehörigen  Ab- 
schnitte der  Parallelen)  bezeichnenden,  Buchstaben  noch  Gleichungen 
bleiben.  Den  Grund  dieser  Gleichheit  der  Coefficientensummen  zu 
beiden  Seiten  des  Zeichens  (=)  giebt  die  im  vorigen  Capitel  ent- 
Avickelte  Theorie.  "Wollte  man  nichts  weiter,  als  durch  Zeichen  dar- 
stellen, dass  ein  gewisser  Punct  der  Schwerpunct  eines  gegebenen 
Systems  sei,  oder  dass  zwei  Systeme  einerlei  Schwerpunct  haben,  so 
wäre,  jene  Forderung  der  gleichen  Coefficientensummen  zu  berück- 
sichtigen,   offenbar    unnöthig,    und    man    würde    somit    noch    etwas 


I 
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kürzere  Formeln  erhalten.  Da  diese  Kürze  in  mehreren  Fällen  sehr 
zweckdienlich  ist,  so  wollen  wir  alsdann,  um  solche  Formeln  von 
den  eigentlichen  Gleichungen  zu  unterscheiden,  statt  des  Zeichens 
(=)  das  Zeichen  (^)  gebravichen,  und  hiernach  statt  der  Gleichung  I) 
die  Formel 

aA-\-hB  +  cC-\-  ...  =  S 

schreiben,  und  statt  der  Gleichung  II).   auch  wenn 

a  +  ^-r  c  +  .. 
nicht 

ist.   die  Formel: 

aA  +  hB  +  cC  +  . . .  =fF-\-  gG  -\-  ... 

§.  16.  Wenn  mit  Hülfe  der  Algebra  in  der  Geometrie  ein 
Lehrsatz  erwiesen,  oder  eine  Aufgabe  gelöst  werden  soll,  so  ist, 
ausser  der  Kenntniss  der  Algebra  selbst,  noch  nöthig.  dass  man 
erstlich  die  geometrischen  Bedingungen  des  Lehrsatzes  oder  der 
Aufgabe  in  algebraische  Formeln  einzukleiden  wisse,  und  dass  man 
zweitens  das  Resultat,  welches  man  durch  eine  passende  mit  diesen 
Formeln  angestellte  Rechnung  gefunden  hat,  wiederum  in  die  Sprache 
der  Geometrie  zu  übersetzen  verstehe.  Nun  ist  in  den  Sätzen  des 
vorigen  §.  nur  der  Mechanismus  des  barycentrischen  Calculs.  nur  die 
Form  und  die  Behandlung  seiner  Gleichungen  gezeigt  worden.  Denn 
wiewohl  diese  Gleichungen  schon  an  sich  nicht  rein  arithmetischer, 
sondern  zugleich  geometrischer  Natur  sind,  indem  sie  sich  immer 
auf  ein  gewisses  System  von  Puncten  beziehen,  so  Avird  doch  von 
der  in  dem  Vorigen  gegebenen  geometrischen  Bedeutung  derselben 
kein  unmittelbarer  Gebrauch  gemacht  werden.  Es  bleibt  uns  daher 
immer  noch  übrig,  die  Sätze  aufzustellen,  mittelst  welcher  man  bei 
geometrischen  Untersuchungen  von  den  Eigenschaften  einer  Figur 
zu  den  barycentrischen  Formeln,  und  umgekehrt,  von  diesen  zu 
jenen  übergehen  kann,  oder  mit  andern  AVorten,  zu  zeigen,  wie  und 
von  welchen  Eigenschaften  einer  Figur  die  oftgedachten  Formeln 
als  Bedingungsgleichungen  auftreten  können.  Um  aber  diese  Sätze 
ohne  Unterbrechung  mitzutheilen ,  müssen  wir  folgende,  an  §.  1  sich 
schliessende  Vorerinnerungen  einschalten. 


§.  17.  Der  Perimeter  eines  Dreiecks  kann  von  einem  darin 
sich  bewegenden  Puncto  nach  doppeltem  Sinne  durchlaufen  werden. 
Heisse    die    eine   Bewegung,    z.  B.    die    von    der    Linken    nach    der 
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Rechten,  wenn  man  sich  innerhalb  der  Fläche  des  Dreiecks,  und 
das  Auge  auf  sie  herabsehend  denkt,  die  positive;  die  andere  von 
der  Rechten  nach  der  Linken,  die  negative.  Ist  nun  das  Dreieck, 
wie  gewöhnlich,  durch  irgend  eine  Zusammenstellung  der  drei  an 
die  Spitzen  gesetzten  Buchstaben  ausgedrückt,  so  bezeichne  dieser 
Ausdruck  den  positiven  oder  negativen  Werth  der  Fläche  des  Drei- 
ecks, je  nachdem  die  Bewegung  eines  Punctes,  durch  den  man  sich 
den  Perimeter  des  Dreiecks  so  beschrieben  denkt,  dass  er  die  Spitzen 
in  der  durch  den  Ausdruck  gegebenen  Folge  triiFt,  nach  der  vorhin 
gemachten  Bestimmung  positiv  oder  negativ  ist.  Wir  ziehen  hieraus 
nachstehende  Folgerungen. 

§.  18.  a)  Bezeichnen  A,  B,  C  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks, 
so  haben  die  Ausdrücke  für  den  Flächeninhalt:  ABC,  BCA,  CAB 
einerlei  Werth,  den  entgegengesetzten  aber  von  CBA,  BAC,  ACB. 

h)  Seien  B,  C\  D  drei  Puiicte  in  gerader  Linie  und  A  ein 
^äerter  ausserhalb  derselben.     So  wie  nun  nach  §.  1 

CD-{-DB  +  BC={) 
war,  ebenso  ist  mit  Vorsetzung  von  A  die  Summe  der  Dreiecke : 

ACD-\-ADB  +  ABC  =  0 ; 
auch  verhält  sich: 

ACD:ADB:ABC=CD.DB.BC. 

c)  Seien  A,  B,  C,  D  irgend  vier  in  einer  Ebene  befindliche 
Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Man  ver- 
binde sie  zu  zweien  durch  gerade  Linien,  und  sei  Z  der  Durch- 
schnittspunct  der  Geraden  AB  und  CD.  (Denn  immer  wird  wenig- 
stens eine  von  den,  durch  A  und  einen  der  drei  Puncte  B,  C,  D 
gelegten  Geraden,  die  Gerade  durch  die  beiden  andern  Puncte 
schneiden.  Diese  eine  sei  hier  AB.)  Alsdann  ist,  weil  C,  D,  Z  in 
einer  Geraden  liegen: 

ADZ-[-AZC  +  ACD  =  (i 
BDZ-\-BZC  +  BCD  =  0, 

und,  weil  A,  B,  Z  in  einer  Geraden  liegen: 

CBZ+  CZA  -f-  CAB  =  0 
DBZ-^DZA-\-DAB  =  0. 

Man  addire  diese  vier  Gleichungen  mit  den  Zeichen  — ,  -j-,  — . 
4-,  so  heben  sich  alle  die  mit  Z  behafteten  Ausdrücke,  und  es 
kommt : 

—  ACD  +  BCD—CAB-\-DAB  =  0. 


§.  19.  Cap.  2.     Der  barycentrische  Calcul.  41 

wofür  man  auch  noch  die  symmetrischen  Formeln 

I)  BCD—CDA-^DAB  —  ABC=() 
oder 

II)  DBC+DCA-\-  DAB  =  ABC, 

u.  s.  w.  setzen  kann.     Vergl.  §.1,  I)  und  II). 

§.  19.  Eine  dreiseitige  Pyramide  wird  durch  irgend  eine  Zu- 
sammenstellung [BCAD]  der  vier  an  ihre  Spitzen  gesetzten  Buch- 
staben [A,  B,  C,  D)  bezeichnet.  Um  nun  auch  hier  durch  die  Folge 
der  Buchstaben  in  der  Zusammenstellung  ausdrücken  zu  können,  ob 
der  körperliche  Inhalt  der  Pyramide  positiv  oder  negativ  genommen 
werden  solle,  und  durch  dieses  Mittel  zu  eben  so  allgemeinen  For- 
meln, wie  vorhin  für  das  Dreieck,  zu  gelangen,  so  denke  man  sich 
das  Auge  an  die  durch  den  ersten  Buchstaben  [B]  in  der  Complexion 
bezeichnete  Spitze  gestellt,  und  nach  dem  durch  die  drei  übrigen 
Buchstaben  bezeichneten  Dreieck  [CAD]  als  Grundfläche  hinsehend. 
Je  nachdem  nun  der  Folge  dieser  Buchstaben,  nach  der  in  §.  1 7  ge- 
gebenen Regel,  der  positive  oder  negative  Werth  der  Dreiecksfläche 
entspricht,  stelle  auch  der  Ausdruck  der  Pyramide  den  positiven 
oder  negativen  Werth  ihres  körperlichen  Inhalts  vor.  (Denkt  man 
sich  die  Fläche  A  CD  der  Pyramide  [Fig.  4]  in  der  Ebene  des  Papiers 


Fig.  4. 


und  die  Spitze  B  vor  [hinter]  derselben  liegend,  und  wird  wie  vor- 
hin die  Bewegung  von  der  Linken  nach  der  Rechten  für  die  posi- 
tive genommen,  so  drückt  BCAD  den  positiven  [negativen]  Werth 
der  Pyramide  aus.)     Es   ergeben  sich  hieraus  folgende  Sätze. 
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§.  20.  a)  Bezeichnen  A,  B,  C,  D  die  vier  Spitzen  einer  di-ei- 
seitigen  Pyramide,  und  bringt  man  auf  die  beschriebene  Weise  jede 
der  24  Permutationen  dieser  4  Buchstaben  mit  der  Pyramide  in  Ver- 
gleichung,  so  erhält  man  folgende  zwei  Reihen: 

ABCD  ABDC 

ACDB  ACBD 

ADBC  ADBC 

BADC  BAÖD 

BCAD  BCDA 

BDCA  BDAC 

CABD  CADB 

CBDA  CBAD 

CDAB  CDBA 

DACB  DABO 

DBAC  DBCA 

DCBA  DCAB 

von  denen  die  Ausdrücke  jeder  Reihe  für  sich,  einerlei  Werth,  den 
.entgegengesetzten  aber  der  Ausdrücke  der  andern  Reihe  haben. 

Anmerkung.  Bei  etwas  aufmerksamer  Betrachtung  dieser  24  Ausdrücke 
wird  man  bald  gewahr,  dass  je  zwei  derselben,  wo  zwei  Buchstaben  des  einen 
in  dem  andern  ihre  Stellen  gegenseitig  vertauscht  haben,  sich  entgegengesetzt 
sind;  z.  B.  ABCD  und  BACB,  ADCB  und  ABCD,  BDCA  und 
ADCB.  Soll  daher  von  irgend  zweien  dieser  Ausdrücke  ihr  gegenseitiges 
Verhalten  erforscht  werden ,  so  stelle  man  mit  dem  einen  die  Operation  des 
gegenseitigen  Vertauschens  zweier  Buchstaben  so  oft  an,  bis  der  andere  zum 
Vorschein  kommt.  Ist  die  Zahl  dieser  Operationen  gerade,  so  haben  die  Aus- 
drücke einerlei  Zeichen;  ist  sie  ungerade,  verschiedene. 

Man  hahe  z.B.  ABDC  und  DBAC.  Aus  ± -B^D  C  wird  1)  zpDABC 
und  2)  ±DBAC. 

Seien  zu  vergleichen  ABCD  und  BCDA.  Aus  ±ABCD  wird 
\)  ^iBA  CD,  2    zt  BCAD  und  3;  zp  B  CDA. 

h)  Sind  C,  Z>,  E  drei  Puncte  einer  geraden  Linie,  B  ein  vierter 
Punet  ausserhalb  derselben,  und  A  ein  fünfter  Punct  ausserhalb  der 
durch  B,   G,  D,  E  gehenden  Ebene,  so  war  (§.  18,  h) 

BDE-{-BEC-\-BCD  =  0, 

und  auf   gleiche  Weise    ist  mit  Vorsetzung    des   Buchstaben  A    die 
Summe  der  Pyramiden: 

AB  DE  +  ABEC+ABCD  =  0; 

und  verhält  sich: 

ABDE.ABEC.  ABCD  =  BDE.  BEC.BCD 
=  ADE:  AEC:ACD  =  DE.ECCD. 
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c)  Sind  B,  C,  D,  E  irgend  vier  Puncte  einer  Ebene,  und  A  ein 
fünfter  Punct  ausserhalb  derselben,  so  war  (§.  18,  c) 

CDE—DEB  +  EBC—BCD  =  0, 

und  eben  so    ist  mit  Vorsetzung  von  A    die  Summe  der  Pyramiden: 

ACDE  —  ADEB-\-  AEBC—ABCD  =  0, 

und  es  verhält  sich: 

ACDE.ADEB.AEBC.ABCD  =  CDE  .  BEB  :EBC  .BCD. 

d)  Seien  A,  B,  C,  D,  E  irgend  fünf  Puncte  im  Räume  über- 
haupt, von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Schneide  die 
Gerade  DE  die  Ebene  ABC  im  Puncte  Z.  (Denn  immer  wird 
wenigstens  eine  von  den,  durch  E  und  einen  der  vier  Puncte  A,  B, 
C,  D  gelegten  Geraden  die  durch  die  drei  übrigen  Puncte  gehende 
Ebene  schneiden.  Die  eine  sei  hier  DE.)  Da  hiernach  erstens  die 
Puncte  D,  E,  Z  in  einer  Geraden  liegen,  so  hat  man: 

B  CEZ  +  B  CZD  +  B  CDE  =  0 
CAEZ-\-  CAZD-{-CADE=0 
ABEZ  +  ABZD-{-  AB  DE  =  0. 

Weil  zweitens  die  Puncte  A,  B,  C,  Z  in  einer  Ebene  enthalten  sind, 
so  ist 

DBCZ  —  D  CZA  +  D  ZAB  —  DABC=0 
—  EBCZ-\-  ECZA  —  EZAB  +  EABC=  0. 

Addirt  man  nun  diese  fünf  Gleichungen,  so  fallen,  weil 

BCEZ  =  EBCZ,  BCZD  =  —DBCZ, 

u.  s.  w.,    alle    die   mit  Z  behafteten   Glieder   heraus,    und   man  be- 
kommt : 

BCDE-\-CADE-{-ABDE—DABC+EABC=0 

oder  symmetrischer: 

I)  BCDE-\-CDEA-^DEAB-]-EABC-{-ABCD  =  0 
oder 

n)  EBCD  —  ECDA-\-EDAB  —  EABC=ABCD 

u.  s.  w.,  wie  auch  die  fünf  Puncte  im  Räume  liegen  mögen.     Vergl. 
die  Formeln  I)  und  II)  in  §.  1   und  18. 
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Lelirsätze  zur  Anwendung  des  barycentrisclien  Calculs. 

§.  21.     Lehrsatz.     Wenn 

aA  -i-bB=C, 

so  liegt  C  mit  A  und  B  in  gerader  Linie,  und  es  verhält  sich: 

a:b  =  BC:CA. 

Beweis.  Nach  §.  2  und  3  liegt  der  Schwerpunct  C  zweier 
Puncte  A  und  B  mit  ihnen  selbst  in  gerader  Linie,  und  wird  eben 
dadurch  gefunden,  dass  man  die  Linie  BA  in  C  nach  dem  Verhält- 
nisse der  Coefficienten  a :  b  theilt. 

§.  22.    Zusätze,     a)  Wenn 

aA-{-bB=  C    und     a'A  +  b'B  =  C, 

so  verhält  sich: 

a  :  b  =  a':  b'. 

b)  Weil  die  Linie  BA  nur  in  Einem  Puncte  C  nach  einem  ge- 
gebenen Verhältnisse  a:b  theilbar  ist,  so  gilt  der  Satz  auch  umge- 
kehrt. Jeder  Punct  C  einer  Geraden  lässt  sich  daher  immer  als 
Schwerpunct  irgend  zweier  anderer  in  derselben  liegenden  Puncte  A 
und  B  betrachten,  deren  Coefficienten  in  dem,  durch  die  gegen- 
seitige Lage  der  Puncte  gegebenen  Verhältnisse  BC :  CA,  und 
keinem  andern  stehen. 

AUerdings  kann  jeder  gegebene  Punct  P  einer  Geraden  als 
Schwerpunct  auch  von  drei  oder  mehreren  Puncten  derselben,  A,  B, 
C,  ...  angesehen  werden.  Alsdann  finden  aber  z-s\'ischen  den  Coeffi- 
cienten der  Puncte  nicht  mehr  bestimmte  Verhältnisse  statt.  Denn 
sei  P  auf  A  und  B  bezogen, 

=  aA-\-bB. 
vmd  auf  B  und  C  bezogen, 

=  bB-\-cC, 
so  ist  auch 

P=  aA-\-bB  +  m[bB  +  eC)  =  aA-\-{]  -^  m)bB -\- mcC, 

wo  für  7)1  jede  beliebige  Zahl  genommen  Averden  kann.  —  Aehnliche 
Bemerkungen  sind  in  den  folgenden  §.  24,  b  und  §.  26,  b  zu  -wieder- 
holen. 

c)  Aus 

aA-irbB  =  {a  +  b)C 


i 
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folgt 

und  wenn  wir  —  {«  -j-  J)  =  c  setzen , 

aA-\-hB-^cC={),     bB~\-cC=A, 
und  hieraus  eben  so  wie  vorhin, 

b:c=  CA:  AB. 
Unser  Satz  lässt  sich  daher  noch  symmetrischer  so  ausdrücken: 
Ist 

aA-{-bB-^cC=  0, 

so  liegen  A,  B,   C  in  gerader  Linie,  und  es  verhalten  sich 

a:b:c  =  BC:  CA  :  AB. 
Auch  gilt  dieser  Satz  umgekehrt. 

§.  23.    Lehrsatz.     Wenn 

aA  +  bB-\-cC=  D, 
und  A,  B,   C  nicht  in  einer  Geraden  enthalten  sind,  so  liegt  D  mit 
A,  B,   C  in  einer  Ebene  (§.  4  und  5),  und  es  verhalten  sich: 

a:b:c=  die  Dreiecke  DBCDCA.DAB. 

Beweis.  Von  den  drei  Summen,  welche  sich,  je  zwei  der  drei 
Coefficienten  a,  b,  c  zusammengenommen,  bilden  lassen,  ist  immer 
wenigstens  eine  nicht  =  0.     Sei  a  -\-  b  diese  Summe,  und  man  setze 

1)  ciA-^bB  =  {a  +  b)Z, 
so  wird 

II)  D  =  {a  +  b)Z-]-cC. 

Wegen  II)  liegen  nun  (§.  21)  C,  D,  Z  in  gerader  Linie,  und  es 
verhält  sich: 

1)  a-\-b:c=CD:I)Z  =  BCD  :BDZ=  ACD.ADZ  (§.  18,  J), 

folglich 

2)  DBZ:DZA  =  DBC:DCA{%\^,a). 

Wegen  I)  liegt  Z  aber  auch  in  der  Geraden  AB,  und  es  ver- 
hält sich: 

3)  a:b  =  BZ:ZA  =  DBZ  :DZA, 

folglich  wegen  2) 

4)  a:b  =  DBG'.DCA. 
Aus  3)  folgt  weiter: 

b:a-\-b  =  DZA  :  DBZ  +  DZA  =  ADZ :  DBA  (§.  18,  b), 
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folglich  in  Verbindung  mit  1): 

5  :  c  =  ACD  :  DBA  =  DCA  :  DAB, 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  4)  die  Proportion  des  Lehrsatzes. 

§.  24.  Zusätze,  a)  Wenn  A,  B,  C  nicht  in  einer  Geraden 
liegen  und 

aA-\-bB-\-cC=  D,       a  A  + b' B -\- c  C  =  D 

ist,  so  verhalten  sich 

a.h:c  =  a':b':c'. 

b)  Jeder  Punct  D  einer  Ebene  lässt  sich  als  Schwerpunct  irgend 
dreier  anderer  nicht  in  einer  Geraden  liegenden  Puncte  A,  B,  C 
der  Ebene  betrachten,  deren  Coefficienten  in  bestimmten  Verhält- 
nissen zu  einander  stehen. 

Denn  sei  Z  der  Durchschnitt  der  Linien  AB  und  CD  (§.  18,  c). 
Weil  er  sowohl  mit  A  und  B  als  mit  C  und  D  in  gerader  Linie 
liegt,  kann  man  ihn  (§.  22,  b) 

=  aA  +  ßB     und     =yC+öD 

setzen,  wo  a  :  ß  und  /  :  d  bestimmte  Verhältnisse  sind. 

Nimmt  man  nun,  was  immer  möglich  ist,  die  Zahlen  dieser 
Verhältnisse  «  : /i,  y  :  6  so,  dass  a -\- ß  =  y -\- d  (§.  15,3),  wodurch 
auch  ß  :  y  ein  bestimmtes  Verhältniss  wird,  so  kommt: 

aA  +  ßB  =  yC-\-dD, 
mithin 

D  =  aA-{-ßB~ya 

Auch  können  sich  nach  dem  Lehrsatze,  a,  ß,  —  y  nicht  anders, 
als  wie  die  Dreiecke  DBC,  DCA,  DAB  verhalten. 

c)  Man  setze  in  der  Formel  des  Lehrsatzes 

a  -{-  b  -^  c  =  —  d, 
so  wird 

aA-\-bB-\-cC=—dD,  aA+bB-{-cC-\-dD  =  0,  bB-{-cC+dD  =  A, 
und  es  verhält  sich: 

b:c:d=ACD:ADB:ABC. 
Um  diese  Proportion  mit  der  obigen  verbinden  zu  können,    schreibe 
man  sie  (§.  18,  a): 

a:b:c  =  BCD  :  —  CDA  :  DAB 
b:c.d  =  ~  CDA  :  DAB  :  —  ABC. 

Dies  giebt  folgenden  noch  symmetrischeren  Satz:    Ist 
aA-i-bB-\-cC-\-dD  =  0, 
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SO  liegen  A,  B,   C,  D  in  einer  Ebene  und  es  verhalten  sich: 

a:b:c:d=  BCD  :  —  CDA  :  DAB  :  —  ABC. 
Vergl.  §.  18,  c.     Vermöge   vorigen  Zusatzes   ist  dieser  Satz  auch  um- 
gekehrt richtig. 
d)  Ist 

aA  +  hB-^cC-\-  dD  =  0 , 

und  heissen  die  Durchschnitte  von  BC  und  AD,  AC  und  BD,  AB 
und  CD  resp.  E,  F,   G,  so  hat  man: 

E=  bB-{-cC=  ciA  +  dD, 
F=aA  +  cC=hB  +  dD, 
G=aA  +  bB=cC  -\-dD. 

§.  25.     Lehrsatz.     "Wenn 

aA  +  bB  +  cC+dD  =  E, 
und  A,  B,   C,  D  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  so  verhalten  sich: 
a:b:  c:d  =  die  Pyramiden  BCDE :  CDEA  :  DE  AB  :  EABC 
Beweis.     Aus  den  vier  Coefficienten  a,  b,  c,  d  lassen   sich,  je 
drei  zusammengenommen,   vier  Summen  bilden,    von   denen   immer 
vrenigstens    eine    nicht  =  0   ist.     Sei  a-{-  b  -\-  c   diese   eine   Summe, 
und  man  setze 

I)  aA-^bB^cC=[a^b^c)  Z, 

so  wird 

H)  [a  ^bA-c)  Z+dD  =  E. 

Wegen  ü)  liegen  nun  Z,  D,  E  in   einer  Geraden,    und  es  ver- 
hält sich: 

1)  a-^b-{-c:d=DE:EZ  =  BCDE  :  BCEZ 

=  CADE:CAEZ=  ABDE.ABEZ 

(§.  20,  b),  folglich 

2)  EZBCEZCA.EZAB  =  BCDE.  CDEA.DEAB. 

Sodann  ist  (§.  23)  wegen  I)  Z  auch  in  der  Ebene  ABC  enthalten, 
und  es  verhält  sich: 

3)  a:b:c  =  ZBC  :ZCA:  ZAB  =  EZBC :  EZCA  :  EZAB 

(§.  20,  c) ,  folglich  wegen  2) : 

4)  a:  b:c  =  BCDE:  CDEA:  DEAB. 
Ferner  erhält  man  aus  3): 

c:a-i-b-\-c  =  ZAB:ABC  (§.  18,0.11)  =  EZAB:  EABC, 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  1): 

c:d=DEAB:EABC, 


I 
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woraiis  sich  in  Verbindung  mit  4)  die  im  Lehrsatz  aufgestellte  Pro- 
portion ergiebt. 

§.  26.  Zusätze,  a)  "Wenn  A,  B,  C,  D  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  und 

aA-^bB-\-  cC  +  dD  =  E,     a'A  +  b'B  +  c'C  +  ^'^  =  E 
ist,  so  verhalten  sich: 

a  :  b  :  c  :  d  =  a  :  b' :  c' :  d'. 

b)  Jeder  Punct  E  im  Räume  lässt  sich  als  Schwerpunct  von 
irgend  vier  andern  nicht  in  einer  Ebene  liegenden  Puncten  A,  B,  C,  D 
ansehen,  deren  Coefficienten  in  bestimmten  Verhältnissen  zu  ein- 
ander stehen.  Denn  schneide  die  Gerade  DE  die  Ebene  ABC  im 
Puncte  Z  (§.  20,  d),   so  kann  man  nach  §.  22,  b,   §.  24,  b   und  §.  15,  3 

Z=öD-^EE=aA  +  ßB-\-yC 
setzen.     Dies  giebt: 

E=aA  +  ßB-\-yC  —  öD. 
Nach  dem  Lehrsatze  können  sich  aber  a,  ß,  y,  —  d  nicht  anders  als 
wie  die  Pyramiden  BCDE,  ...,  EABC  verhalten. 

c)  Setzt  man 

a-\-b  -\-  c-\-  d  =  —  e, 

so  erhält  man  nach  (derselben  Schlussfolge ,  die  in  §.  22,  c  bei  drei 
Puncten  in  einer  Geraden  und  in  §.  24,  c  bei  vier  Puncten  in  einer 
Ebene  angewendet  wurde,  den  Satz: 

Wenn 

aA  +  bB  +  cC-\-  dD-{-eE=0, 
so  liegen  die  fünf  Puncte  A,  B,   C,  D,  E  im  Räume  dergestalt,  dass 

B  CDE  :  CDEA  :  DE  AB  :  EAB  C:  ABCD  =  a:  b  :  c  :  d:  e. 
Vergl.  §.  20,  d.     Auch  gilt  dieser  Satz  umgekehrt. 

d)  Ist 

aA-{-bB  -\-cC-{-dD-\-eE=0, 

und    bezeichnet    man    die  Durchschnitte    der  Geraden   und  Ebenen, 

AB  und  CDE,  AC  und  BDE,  etc.  resp.  mit  F,  G,  etc.  so  kommt: 

F  =  ciA  -[-  bB  =  cC -{-  dD  +  eE 

G  =  aA  +  cC=bB-\-dD-\-eE,  u.  s.  w. 

§.  27.    Die  Sätze  (§.  22,  c,  §.  24,  c),    dass  wenn 
aA-\-bB-{-cC=0 
ist,  A,  B,   C  in  gerader  Linie  liegen,  und  wenn 
aA-\-bB-{-cC-\-dD  =  0 
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ist,  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  gelten  offenbar  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  nicht  jeder  Coefficient,  einzeln  ge- 
nommen, =  0  ist.  Denn  sonst  "würden  der  erstem  Gleichung  jede 
drei,  auch  nicht  in  einer  Geraden  liegenden,  Puncte,  und  der  letz- 
tern jede  vier,  auch  nicht  in  einer  Ebene  begriifenen,  Puncte 
Genüge  leisten.  Weiss  man  also  umgekehrt,  dass  A,  B,  C  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  und  dennoch 

aA-\-bB-hcC=0 
sein  soll,  so  hat  man  daraus  zu  schliessen,  dass 

a  =  b  =  c  =  0 
sein  müsse.     Dies  lässt  sich  auch  folgendergestalt  geradezu   darthun. 
Man  setze  in  der  Gleichung, 

aA  +  bB-^cC=  0, 
a  =  g  —  h  und  h  =  h  — /",  folglich  c  ■=/ —  g^  so  wird  sie 

{g-h)A  +  {h-f)B  +  {f-g)C=i) 
und  daher 

gA  +  hB+fC^hA+fB  +  gC. 
Liegen  nun  A^  B,   C  nicht  in  gerader  Linie,  so  wird  durch 

gA  +  hB  +fC    und     JiA+fB  +  gC 
ein  und  derselbe  Punct  der  Ebene  ABC  ausgedrückt,    und   es   ver- 
hält sich  (§.  24,  a) : 

g:h:f=  h:f:g, 

woraus  f  =  g  =  h  folgt.     ^Mithin  ist  a  =  b  =  c  =  0. 
Auf  ähnliche  Art  wird  beAviesen,  dass,  wenn 

aA-\-bB-{-cC-{-dD  =  0 
ist  und  A,   B,    C,   D  nicht  in   einer  Ebene   liegen,  jeder   der  vier 
Coefficienten  «,  b,  c,  d  für  sich  =  0  sein  muss. 
Ist  ferner 

aA-\-bB  +  cC-\-dD  =  ^, 
und  liegen  A,  B,  C  in  einer  Geraden,  D  aber  ausserhalb  derselben, 
so  muss  d  =  0  sein,  indem  sonst  auch 

D~  aA  +  bB  +  cC 
ein  Punct  der  Geraden  ABC  sein  würde. 
Wenn  endlich 

aA-^bB-\-cC-\-dD  +  eE=0 
ist,   und  A,  B,   C,  D  in  einer  Ebene   begriffen  sind,  E  aber  ausser- 
halb derselben  liegt,  so  folgt  aus  ganz  ähnlichem  Grunde,  e  =  0. 


Mob  in  s  Werke  I. 
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Drittes  Capitel. 

Neue  Methode,  die  Lage  von  Puncten  zu  bestimmen. 


§.  28.  Zu  der  Bestimmung  der  Lage  von  Pvincterij  sei  es  in 
einer  gegebenen  Geraden,  oder  in  einer  gegebenen  Ebene  oder  im 
Räume  überhaupt,  werden  Stücke  von  zweierlei  Art  erfordert.  Die 
einen  bleiben  für  alle  Puncte  dieselben,  wie  z.  B.  die  Axen  eines 
gewöhnlichen  Coordinatensystems.  Die  andern,  welche  Coordinaten 
im  allgemeinsten  Sinne  heissen,  hängen  von  der  verschiedenen  Lage 
der  Puncte  gegen  die  erstem  ab,  und  sind  daher  von  einem  Puncte 
zum  andern  veränderlich. 

Die  jetzt  zu  erörternde  Methode,  Puncte  zu  bestimmen,  besteht 
nun  im  Wesentlichen  darin,  dass,  als  unveränderliche  Stücke,  gewisse 
Puncte  genommen  werden,  die  ich  Fundamentalpuncte  nennen 
vnll,  und  der  zu  bestimmende  Punct  als  SchAverpunct  derselben 
gedacht  wird.  Die  veränderlichen  Stücke  oder  die  Coordinaten  sind 
demnach  hier  die  Verhältnisse,  welche  zwischen  den  Coefficienten 
der  Fundamentalpuncte  stattfinden  müssen,  damit  der  zu  bestim- 
mende Punct  dieser  Puncte  Schwerpunct  sei. 

Zur  Vollkommenheit  einer  Bestimmungsmethode  wird  erfordert, 
dass  beliebig  gegebenen  möglichen  Werthen  der  Coordinaten  immer 
ein  und  nicht  mehr  als  ein  gewisser  Punct  entspreche,  und  dass 
umgekehrt  für  irgend  einen  gegebenen  Punct  jede  der  Coordinaten 
immer  und  nur  einen  möglichen  Werth  erhalte.  Da  nun  jedes 
gegebene  System  von  Puncten  und  deren  Coefficienten  immer  und 
nicht  mehr  als  einen  Schwerpunct  hat  (§.  8),  so  wird  hiermit  der 
ersten  dieser  Forderungen  immer  Genüge  geschehen.  Wie  aber  auch 
die  zweite  Forderung  erfüllt,  und  jeder  gegebene  Punct  als  SchMcr- 
punct  der  Fundamentalpuncte  mit,  nur  auf  eine  Weise  bestimm- 
baren, Coefficienten  betrachtet  werden  könne,  dies  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  Sätzen  §.  22,  b,  §.  24,  b,  §.  26,  b,  wie  wiv  sogleich 
mit  Weiterem  sehen  Averden. 
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Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  geraden  Linie. 

§.  29.  Man  nehme  als  Fundamentalpuncte  irgend  zwei 
Puncte  A,  B  der  Geraden;  so  ist,  wenn  man 

pA  +  qB  =  P 
setzt,  für  jeden  gegebenen  Werth  des  Verhältnisses  j) :  q  ein  Punct  P 
der  Geraden  bestimmt,   und  umgekehrt  ist  mit  jedem  Puncte  P  der 
Geraden  auch  das  Verhältniss 

p  :  q  =  BP  :  PA 

gegeben    (§.  22,  b).      Heisse    daher  pA-\-qB    der    Ausdruck    des 
Punctes  P. 

§.  30.  Durch  die  Fundamentalpuncte  A,  B  wird  die  Gerade 
in  drei  Theile  getheilt,  von  denen  der  zwischen  A  und  B  begriffene 
endlich,  die  beiden  andern  unendlich  sind.  Haben  nun  p  und  q 
einerlei  Vorzeichen,  so  liegt  P  in  dem  endlichen  Theile.  Sind  über- 
dies p  und  q  einander  gleich,  so  wird  P  der  3Iittelpunct  von  AB, 
der  daher  A-\-  B  zum  Ausdrucke  hat.  Ist  der  Coefficient  des  einen 
Fundamentalpunctes  =  0,  so  fällt  P  mit  dem  andern  selbst  zusammen. 
Sind  die  Vorzeichen  von  p  und  q  verschieden,  so  liegt  P  in  dem 
unendlichen  Theile  auf  der  Seite  von  A,  oder  in  dem  auf  der  Seite 
von  B,  je  nachdem  p  oder  q  der  absolut  grössere  Coefficient  ist 
(§.  3,  h).  Für  p  =  —  q  wird  P  ein  unendlich  entfernter  Punct  der 
Linie,  dessen  Ausdruck  daher  A  —  B  oder  B  —  A  ist  (§.  9). 


Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  Ebene. 

§.31.  Man  nehme  zu  Fundamentalpuncten  beliebige  drei 
Puncte  A,  B,  C  der  Ebene,  die  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Die 
drei  sie  verbindenden  Geraden  BC,  CA,  AB  heissen  Fundamental- 
linien, und  das  von  diesen  begrenzte  Dreieck  ABC  das  Fun- 
damentaldreieck.    Setzt  man  nun 

pA  +  qB-\-rC=P, 
so  entspricht  beliebig  gegebenen  Werthen  der  zwei  in  p  :  q:r  liegen- 
den Verhältnisse  ein  gewisser  Punct  P  der  Ebene.  Und  umgekehrt, 
ist  irgend  ein  Punct  P  der  Ebene  gegeben,  so  sind  damit  auch  die 
Werthe  der  Verhältnisse  p :  q\r  immer  und  ohne  ZAveideutigkeit 
bestimmbar  (§.  24,  h). 

4* 
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Heisse  wiederum  pA  -\-  qB  -\-  rC  der  Ausdruck  des  Punctes  P. 

Als  Coordinaten  können  hier  nach  §.  23  auch  die  gegenseitigen 
Verhältnisse  der  di-ei  Dreiecke  PBC^  PCA,  PAB,  welche  P  mit 
den  Fundamentalpuncten  bildet,  angesehen  werden. 

§.  32.  Durch  die  drei  Fundamentallinien  wird  die  Ebene  in  sieben 
Theile  zerlegt,  von  denen  der  eine  das  Fundamentaldreieck  selbst  ist, 
die  sechs  übrigen  aber  unendliche  Flächen  sind,  die  wir  nach  Angabe 
der    beistehenden  Figur  5    mit    ABC,    BG,    CA,    AB,    AT,    B,   ~C 


bezeichnen.     Wir  wollen  nun   die  Relationen  zu  bestimmen  suchen, 
die  zwischen   den  Coefficienten  von  A,   B,    C  stattfinden,   je    nach- 
dem P  in  dem  einen  oder  andern  dieser  Theile  enthalten  ist. 
Zu  diesem  Ende  sei 

qB^-rC=  X, 
so  ist 

pA  +  (?  +  r)  X  =  P, 

und  X  der  Durchschnitt  der  Linien  BC  und  AP  (§.  23). 

Angenommen  nun,  dass  q  und  r  gleiche  Zeichen  haben,  so  liegt 
(§.  30)  X  zwischen  B  und  C,  und  die  Linie  APX  geht  durch  die 
Felder  A,  ABC,  BC,  und  zwar  durch  das  erste  mit  dem  ausserhalb 
AX  auf  der  Seite  von  A  befindlichen  Theile,  durch  das  zweite  mit 
dem  Theile  AX  selbst,  durch  das  dritte  mit  dem  ausserhalb  ^X 
auf  der  Seite  von  X  gelegenen. 

Da  nun 

P  =  pA-{-{q-j-r)X, 

so  fällt  P  in  den  ersten  dieser  Theile,  also  in  das  Feld  A,  wenn  p 
absolut  grösser  als  die  Summe  q-\-r,  aber  ihr  entgegengesetzt  ist; 
in  den  zweiten  Theil,  mithin  in  ABC,  wenn  p  mit  q -\- r  von 
einerlei  Zeichen  ist,    d.  h.  wenn  p,  q  und  r  einerlei  Zeichen  haben; 


H) 
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in  den  dritten  Theil  oder  in  BC,  wenn  q  -\-r  absolut  grösser  als  p 
und  ihm  entgegengesetzt  ist. 

P  liegt  demnach 

I)      in  ABC,  wenn  p,  q,  r  einerlei  Zeichen  haben, 

[in  BG^  wenn  q-\-r'^p  und  eben  so 
-K  in  CA,  wenn  r-\-p'^q 
[in  AB,  wenn  p  -\-  q'^r 

!in  A ,  wenn  p'^q  -\-r  und  eben  so 
in  B,  wenn  q'^r-^p 
in  C,  Avenn  r'^2^~\~9 

mit  der  nothwendigen  Bemerkung,  dass  immer  die  zwei  auf  der  einen 
Seite  des  Zeichens  (»  befindlichen  Coefficienten  einerlei  Vorzeichen 
unter  sich,  das  entgegengesetzte  aber  von  dem  auf  der  andern  Seite 
stehenden  haben. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  der  Coefficient  des  einen  Funda- 
mentalpunctes  =  0  ist,  liegt  P  in  der  Fundamentallinie,  Avelche  die 
beiden  anderen  Fundamentalpuncte  verbindet.  Sind  die  Coefficienten 
zweier  Fundamentalpuncte,  jeder  einzeln,  =0,  so  ist  P  der  dritte 
Fundamentalpunct  selbst. 

Ist  endhch  die  Summe  der  drei  Coefficienten  =  0.  haben  also 
zwei  derselben,  z.  B.  q  und  r,  einerlei  Zeichen,  und  ist  ihre  Summe 
dem  entgegengesetzten  Werthe  des  dritten  p  gleich,  so  ist  P  ein 
unendlich  entfernter  Punct  nach  einer  durch  die  Felder  BC  und  A 
sich  erstreckenden  Richtung,  die  von  den  drei  parallel  laufen- 
den Linien  durch  A  und  den  Punct  qB-\-rC,  durch  B  und 
rC —  {q-\-r)A,  durch  C  und  —  {q  -\- r)  A -\-  q B  bestimmt  wird  (§.  9). 
Unbestimmt  aber  bleibt  es.  wenigstens  im  Allgemeinen,  ob  P  in  PC 
oder  A  enthalten  ist. 

Da  hiermit  alle  möglichen  Fälle  erschöpft  sind,  so  gelten  diese 
Sätze  auch  umgekehrt. 

Zusatz.     Man  setze 

p-\-q-{-r  =  —s, 

und  schreibe  der  Symmetrie  -vA-illen  D  statt  P,  so  wird 

pA-{-qB-\-rC+sD  =  0. 
Weü 

p-\-q-i-r-{-s  =  0, 

so  haben  von  diesen  vier  Coefficienten  entweder  drei,  z.  B.  p,  q,  r, 
einerlei  Zeichen,    und  der  vierte,   s,   das  entgegengesetzte;   oder  zwei 
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derselben,  z.  B.  p  und  q^  sind  positiv,  und  die  beiden  andern,  r  und 
5,  negativ.  Im  erstem  Falle  liegt  D  innerhalb  des  Dreiecks  ABC\ 
im  letztern  setze  man 

pA  +  qB  =  —rC—sD  =  Z, 
so  ist  Z  der  Durchschnitt  der  Geraden  AB  und  CD  und  fällt,  weil 
sowohl  p>  mit  q^  als  r  mit  s  einerlei  Zeichen  hat,  innerhalb  der  End- 
puncte  beider  Geraden,  und  mithin  jeder  der  vier  Puncte  A^  B,  C,  D 
ausserhalb  des  Dreiecks,  welches  die  drei  übrigen  bilden. 

Bücksichtlich  der  gegenseitigen  Lage  von  vier  Puncten  in  einer 
Ebene  können  demnach  im  Allgemeinen  zwei  Fälle  stattfinden:  ent- 
weder liegt  einer  der  vier  Puncte  innerhalb^  oder  jeder  liegt  ausserhalb 
des  durch  die  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks.  Im  letztern  Falle  aber 
zeichnet  sich  unter  den  drei  verschiedenen  Arten,  nach  welchen  die  vier 
Puncte  zu  zicei  Paaren  genommen  werden  können  [AB.  CD;  AC,  BD; 
AD,  BC),  die  eine  Art  vor  den  beiden  andern  dadurch  aus,  dass  die 
zwei  durch  diese  zwei  Paare  bestimmten  Geraden  sich  innerhalb  der 
sie  bestimmenden  Puncte  schneidefi,  dahingegen  bei  den  zivei  andern 
Paareti  der  Durch schnittsjmtict  immer  ausserhcdb  fällt. 


Bestimmung  eines  Puuctes  im  Kaume. 

§.  33.  Hierzu  sind  vier  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene 
Fundamentalpuncte  A,  B,  C,  D  erforderlich.  Die  sechs,  sie 
zu  zAveien  verbindenden  Geraden  AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD 
heissen  Fundamentallinien,  die  vier,  sie  zu  dreien  verbindenden 
Ebenen  BCD,  CDA,  DAB,  ABC  Fundamentalebenen,  und 
die  von  diesen  vier  Ebenen  begrenzte  Pyramide  AB  CD  die  Funda- 
m  e  n  t  a  1  p  y  r  a  m  i  d  e . 

Der  Ausdruck  eines  Puuctes  P  im  Räume  hat  alsdann  die 
Form : 

pA-\-qB  +  rC-[-sD. 

Denn  durch  jede  gegebene  Werthe  der  Verhältnisse  der  Coefficienten 
p,  q,  r,  s  ist  auch  der  Punct  P  immer  und  ohne  Z^veideutigkeit  be- 
stimmt. Und  umgekehrt,  ist  P  gegeben,  so  erhalten  auch  jene  Ver- 
hältnisse immer  und  ohne  Zweideutigkeit  bestimmte  Werthe.  Es 
müssen  sich  nämlich  die  Coefficienten  wie  die  Pyramiden  PBCD, 
—  PCDA,  PDAB,  —PABC  verhalten  (§.  26,  b).  Die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  der  letztern  können  daher  ebenfalls  als  die 
Coordinaten  von  P  bei  dieser  Bestimmung  betrachtet  werden. 
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§.  34.  Die  vier  Fundamentalebenen ,  in  das  Unendliche  er- 
weitert gedacht,  begrenzen  eine  dreiseitige  Pyramide  und  zerlegen 
den  übrigen  unendlichen  Raum  in  vierzehn  Theile.  Vier  derselben 
sind  unendliche  Pyramiden,  von  denen  jede  zu  ihrer  Spitze  eine 
der  vier  Spitzen  der  Fundamentalpyramide ,  und  zu  ihren  Kanten 
die  verlängerten  Kanten  dieser  Spitze  hat.  Ihre  Bezeichnungen 
seien  nach  den  Spitzen,  an  Avelche  sie  stossen:  A,  B,  C,  D.  Vier 
andere  Räume  sind  ebenfalls  unendliche,  aber  abgestumpfte  Pyra- 
miden, über  jeder  Seitenfläche  der  Pyramide  eine  derselben.  Sie 
werden  nach  den  Seitenflächen,  über  Avelchen  sie  liegen,  mit 
BCD,  CDA,  DAB,  ABC  bezeichnet.  Die  sechs  übrigen  un- 
endlichen Räume  könnte  man  vierseitige  Pyramiden  nennen.  Nur 
laufen  ihre  vier  Seiten  nicht  in  einer,  sondern  zwei  Spitzen  der 
Fundamentalpyramide  zusammen,  so  dass  jede  mit  der  Funda- 
mentalpyramide die  zwischen  die^n  zwei  Spitzen  liegende  Kante  ge- 
mein, und  die  vier  Seiten  der  Fundamentalpyramide,  welche  in  den 
ZAvei  Spitzen  zusammentreff"en ,  über  die  Spitzen  hinaus  erweitert,  zu 
Grenzen  hat.  "Wir  wollen  diese  Räume  nach  den  mit  der  Funda- 
mentalpyramide gemeinschaftlichen  Spitzenpaaren  durch  AB,  AC , 
AD,  BC,  BD,  CD  ausdrücken;  die  Fundamentalpyramide  endlich 
selbst  durch  AB  CD. 

Um  die  gegenseitige  Lage  der  unendlichen  Räume  bequem  auf- 
fassen zu  können,  denke  man  sich  aus  irgend  einem  Puncte  der 
Pyramide  mit  einem  unendlich  grossen  Halbmesser  eine  Kugel  be- 
schrieben, so  wird  jede  der  vier  Fundamentalebenen  die  Kugelfläche 
in  einem  grössten  Kreise  schneiden,  und  durch  diese  vier  Kreise 
die  Kugelfläche  in  vierzehn,  den  eben  so  viel  unendlichen  Räumen 
entsprechende,  Theile  getheilt  werden.  Von  dieser  Kugelfläche  in 
Bezug  auf  die  Pyramide  Fig.  5  giebt  Fig.  6  einen  stereographischen 
Entwurf.  Der  mittlere  Kreis  stellt  die  Ebene  BCD  vor,  der  untere 
die  Ebene  CDA,  von  den  beiden  oberen  der  rechte  die  Ebene 
DAB,  der  linke  die  Ebene  ABC. 

Es  soll  nun  eben  so,  wie  in  §.  30  und  §.  32,  gezeigt  werden, 
wie  durch  die  gegenseitige  Relation  der  Coefficienten  j),  q,  r,  s  der 
Theil  des  Raumes  bestimmt  wird,  in  welchem  der  Punct 

F  =  pA-{-qB-\-rC-\-sD 
enthalten  ist. 

Haben  erstlich  q,  r,  s  einerlei  Vorzeichen,  und  sei 

qB-]-rC-{-sD=  X, 
also 

pA-\-{q-hr  +  s)X  =  P, 
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so  ist  X  der  Durchschnitt  der  Geraden  AP  mit  der  Ebene  BCD 
(§.  25)  und  liegt  innerhalb  des  Dreiecks  BCD  (§.  32),  und  die 
Gerade  AP  geht  durch   die  Räume   A,   AB  CD,  BCD.     Ganz   auf 


BCB 


Fig.  6. 


die  Weise,   "wie  in   §.  32,    wird   nun   auch  hier   bewiesen,    dass   der 


Punct  P  liegt: 


I) 
11) 


in  AB  CD,  wenn  ^j,  q,  r,  s  einerlei  Zeichen  haben; 
in  BCD,  wenn  q  -\-  r  -\-  s  '^p,  und  eben  so 


in  CDA,  wenn  r-{-s-{-p'^q 
u.  s.  w., 

in  A ,  wenn  J)^  q  -\-  r  -\-  s ,  und  eben  so 
in)    {in  B,  Avenn  q^r  -{-  s  -\-p 
u.  s.  w., 

nur  dass  auch  hier  bei  den  Formeln  II)  und  ITE)  die  in  §.  32 
gemachte  Erinnerung  in  Betreff  der  Vorzeichen  mederholt  werden 
muss. 

Seien  ferner  p  und  q  positiv,  r  und  s  negativ,   oder  umgekehrt, 
und  absolut  p  -\-  q"^)'  -\-  s.     Man  setze 

pA-^qB  =  M  und  rC+sD  =  N, 
also 

{p  +  q)M+{r  +  s)N=P, 

so  liegt  M  in  der  Fundamentallinie  AB  zwischen  A  und  B,  und  N 
in  der  Fundamentallinie  CD  zwischen  C  und  D.  Wie  man  bald 
wahrnimmt ,   ist   folglich  die  Gerade  31 N  mit  dem  zwischen  31  und 
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N  begriffenen  Theile  in  der  Fiindamentalpyramide  selbst,  mit  dem 
Theile  über  M  hinaus  in  dem  Räume  AB,  und  mit  dem  Theile 
über  iV  hinaus  in  dem  Räume  CD  enthalten.  Da  nun  p  -^  q  und 
r  +  5  entgegengesetzte  Zeichen  haben ,  und  absolut  p  -\-  q'^r  -\-  s 
ist,  so  liegt  P  in  der  Geraden  3IN,  und  zwar  in  dem  über  M  hin- 
aus sich  erstreckenden  Theile  derselben,  d.  h.  in  dem  Räume  AB. 
P  liegt  also 

f in  AB,  wenn  p  -\-  q'^  r  -\-  s ,  und  eben  so 
IV)  <  in  -4 C,  wenn  p  -\-  r^  q-\-  s 
\  u.  s.  w. 

mit  demselben  Zusätze  in  Betreff  der  Vorzeichen,  wie  vorhin. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  einer  der  vier  Coefficienten ,  z.  B. 
^  =  0  ist,  fällt  P  in  die  Fundamentalebene  BCD.  Sind  zwei 
Coefficienten  zugleich,  z.  B.  p  und  j  =  0,  so  Hegt  P  in  der  Funda- 
mentallinie CD:  und  wenn  drei  Coefficienten,  z.  B.  p,  q  und  r  =  0 
sind,  so  fällt  P  mit  dem  Fundamentalpuncte  D  zusammen. 

Wenn  endlich,  ohne  dass  jeder  Coefficient  einzeln  =  0.  die 
Summe  aller  =0  ist,  und  daher  entweder  drei  Coefficienten  z.  B. 
q,  r,  s  einerlei  Zeichen,  aber  das  entgegengesetzte  von  dem  vierten 
p>  haben  und  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen 

q-\-r  +  s=p 
ist,  oder  zwei  Coefficienten  z.  B.  p,  q  positiv,  die  beiden  andern  r,  s 
negativ  sind  und  absolut 

ist,  so  liegt  P  von  der  Fundamentalp p-amide  unendlich  entfernt. 
Die  Richtung,  nach  Avelcher  er  liegt,  wird  im  ersten  Falle  durch 
Parallelen  mit  der  durch  die  Puncte  A  und  qB-\-rC-\-sD  ge- 
legten Geraden .  und  im  zweiten  durch  Parallelen  mit  der  Geraden 
durch  die  Puncte  jy.zl-}-j5  und  rC-\-sD  bestimmt.  Im  ersten 
Falle  liegt  er  also  im  Räume  A  oder  BCD,  und  im  zweiten  im 
Räume  AB  oder  CD. 

Alle  Sätze  dieses  §.  gelten  übrigens  auch  umgekehrt.  Vergl. 
§.32. 

Zusatz.     Man  setze 

p  +  q  +  r  +  s  =  —t, 
so  wird 

pA  +  qB-\-rC  +  sD-{-tE  =  (), 

wenn  man  noch   der  Symmetrie   willen  E  für  P  schreibt.     Da   nun 

P  +  q  +  r  +  s-\-t  =  (), 
so  haben  von  diesen  fünf  Coefficienten  entweder  vier,  z.  B.  p),  ?>  ^*>  ^S 
einerlei   Zeichen,    und   der  fünfte    t  das    entgegengesetzte,    oder   drei 
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Coefficienten,  z.  B.  jö,  g,  i\  sind  mit  einerlei  Zeichen,  und  die  beiden 
übrigen  5,  t  mit  dem  entgegengesetzten  behaftet.  Dem  zufolge  gieht 
es  rücksichtlich  der  gegenseitigen  Lage  von  fünf  Puncten  im  Räume ^ 
eben  so  wie  §.  32  Zusatz,  im  Allgemeinen  zxoei  Falle,  hn  ersten 
liegt  ein  Puncto  E^  innerhalb  der  Pyramide^  von  welcher  die  vier 
übrigen,  Aj  B,   C,  D,  die  Sjntzen  sind.    Im  zweiten  Falle  setze  man 

pA-hqB-{-rC=:—{sD-^tE)  =  F, 

so  ist  F  der  Durchschnitt  der  Ebene  ABC  mit  der  Geraden  DE, 
und  liegt  sowohl  innerhalb  der  Dreiecksiläche  ABC,  als  auch  inner- 
halb der  Puncte  D  und  E.  Wie  man  bald  sieht,  ist  also  in  dem 
zweiten  Falle  jeder  Punct  ausserhalb  der  von  den  vier  übrigen  gebil- 
deten Pyramide  enthcäten.  Zugleich  aber  zeichnet  sich  unter  den  zehn 
Geraden,  welche  die  fünf  Puncte  zu  zweien  verbinden,  die  eine  vor  den 
übrigen  dadurch  aus,  dass  ihr  Durchschnitt  mit  der  Ebene  durch  die 
drei  übrigen  Puncte,  sowohl  innerhalb  des  Dreiecks  dieser  letzteren, 
cds  auch  innerhcdb  der  zwei  sie  selbst  bestimmenden  Puncte  fällt. 


Veränderung  der  Fundamentalpnncte. 

§.  35.  Sei  ein  Punct  P  in  Bezug  auf  zwei,  drei  oder  vier 
Fundamentalpuncte  ^,  B,  ..,  je  nachdem  er  in  einer  geraden  Linie, 
in  einer  Ebene  oder  im  Räume  enthalten  ist,  auf  die  eben  gezeigte 
Art  gegeben.  Es  wird  verlangt,  den  Ausdruck  von  P  auf  zwei,  drei 
oder  vier  andere  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  ..  bezogen  zu  finden, 
vorausgesetzt,  dass  die  letzteren  Fundamentalpuncte  in  Bezug  auf 
die  ersteren  ebenfalls  gegeben  sind. 

Offenbar  ist  diese  Aufgabe  der  Veränderung  der  Axen  eines 
gewöhnlichen  Coordinatensystems  analog.  Man  weiss,  dass  dieses 
Geschäft,  —  eines  der  Avichtigsten  in  der  analytischen  Geometrie,  — 
wenn  auch  mit  keinen  Schwierigkeiten  verknüpft,  doch  nach  den 
verschiedenen  Fällen  mancherlei  Umsicht  nöthig  hat,  und  Anwen- 
dung von  Formeln  erfordert,  die  dem  Gedächtnisse  nicht  immer  zu 
Gebote  stehen.  Dagegen  bedarf  man  zur  Veränderung  der  Funda- 
mentalpuncte nur  der  einzigen,  aus  der  Natur  der  Sache  selbst 
fliessenden  und  auf  jeden  Fall  anwendbaren  Regel: 

Sind  die  neuen  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  . .  durch  die  alten 
A,  B,  . .  ausgedrückt,  gegeben,  so  suche  man  umgekehrt  die  Werthe 
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von    A,    B,    ..     durch    A,,    B,,    ..    ausgedrückt.       Die    Substitution 
dieser  Werthe  in  dem  Ausdrucke  von  P  giebt  das  Verlangte. 

Die  Sache  ist  so  einfach,  dass  folgendes  Beispiel  zur  Erläuterung 
vollkommen  hinreichen  wird. 

§.  36.  Beispiel.  Seien  in  einer  Ebene  die  neuen  Funda- 
mentalpuncte  A,,  B,,  C,  die  Mittelpuncte  der  Seiten  des  alten 
Fundamentaldreiecks  ABC,  A,  der  Mittelpunct  von  BC,  B,  von 
CA,   C,  von  AB\  so  hat  man  die  Gleichungen  (§.  30): 

2A,  =  B+C.       2B,=  C  +  A,       2a  =  A^B, 

woraus  sogleich  folgt: 

A  =  B,-^C  —  A,,      B=  C,-^A,~B,,      C  =  A,-{- B,  — C,. 

Ist  nun  der  Ausdruck  irgend  eines  Punctes  P  der  Ebene  in 
Bezug  auf  die  alten  Fundamentalpuncte : 

P=2iA  +  qB  +  rC, 

so  wird  in  Bezug  auf  die  neuen: 

P=p[B,  +  C,~A,)  +  q [C,  +  A,~  B.)  +  r{A,  +  B,—  C) 
d.  i. 

P=[q  +  r  —p)A,  +  (;■  +  p  —  q)B, -\- {p  +  q  —  r)  C,. 

Anmerkung.  Man  hat  §.  32  gesehen,  ^vie  aus  dem  gegenseitigen  Ver- 
halten der  Coeffieienten  2^,  q,  r  beurtheilt  werden  kann,  in  welchem  der  sieben 
Felder,  worein  die  Ebene  durch  die  drei  Fundamentalliuien  BC,  CA,  AB 
zerlegt  wird,  der  Punct  P  sich  befindet.  Auf  eben  die  Weise  wird  man  nun 
mittelst  der  Coeffieienten  5- +  r  —  jj,  r -\- 2^  —  q,  2^ -j- q  —  r,  also  ursprünglich 
auch  mittelst  p,  q,  r  angeben  können,  in  welchem  der  sieben  Felder,  worein 
die  neuen  Fundamentallinien  B,  C, ,  A,  B, ,  d.  h.  die  Linien  durch  die  Mittel- 
puncte der  Seiten  des  Fundamentaldreiecks  ABC,  die  Ebene  theilen.  der 
Punct  P  enthalten  ist. 

Heissen  diese  Felder,  analog  der  in  §.  32  angewendeten  Bezeichnung, 
A,B,C,,  B,C,,  A,,  u.  s.  w.,  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit  folgende  Resul- 
tate finden : 

Der  Punct  P  liegt 

I,  in  A,B,C,,  w^enn  p,  q,  r  einerlei  Zeichen  haben,  und  in  absolutem 
Sinne  die  Summe  je  zweier  Coeffieienten  grösser  als  der  dritte  ist; 

ü]  in  B,C,,  wenn  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen  p>y-|-'';  in  C,^,, 
wenn  u.  s.  w. 

m)  in  A, ,  wenn  ^j  ein  von  dem  der  beiden  anderen  Coeffieienten  ver- 
schiedenes Vorzeichen  hat,  und  nächstdem  ohne  Rücksicht  auf  die  Zeichen 
die  Summe  je  zweier  Coeffieienten  grösser  als  der  dritte  ist;  in  B,,  wenn 
u.  s.  w. 

Durch  die  drei  ursprünglichen  Fundamentallinien  BC,  .  .  und  die  drei 
neuen  B,  C,,  .  .  wird  die  Ebene  in  sechszehn  Theile  zerlegt,  von  denen  vier 
Theile  endlich  und  zwölf  unendlich  sind.     In  Verbindung  der  oben  gegebenen 
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§.37. 


Kennzeichen  rücksichtlich  der  ersteren  Fundamentallinien  mit  den  jetzt  auf- 
gestellten rücksichtlich  der  letzteren  lassen  sich  nun  leicht  die  Kennzeichen 
für  jedes  dieser  sechszehn  Felder  einzeln  finden.  Allein  die  weitere  Aus- 
führung hiervon,  so  wie  auch  den  Beweis  für  die  eben  gegebenen  Regeln, 
muss  ich,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden,  den  Lesern  selbst  überlassen. 


Viertes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  gerader  Linien  und  Ebenen. 


§.  37.  Bezeichnen  jE^  und  E  zwei  Puncte,  so  ist  B-\-wE'  der 
Ausdruck  eines  Punctes  in  der  durch  jE"  und  jE"  bestimmten  geraden 
Linie,  und  zwar  jedes  beliebigen  Punctes  dieser  Linie,  wenn  es  frei 
steht,  dem  Verhältnisse  1  :  w  jeden  beliebigen  AVerth  beizulegen 
(§.  29).  Man  kann  daher  den  Ausdruck  E-\-wE\  sobald  darin  w 
als  eine  veränderliche  Grösse  genommen  wird,  den  Ausdruck  der 
geraden  Linie  EE'  selbst  nennen,  indem  die  Construction  desselben 
alle  in  dieser  Linie  begriffenen  Puncte  giebt. 


I.  Ausdrücke  gerader  Linieu  in  einer  Ebene. 

§.38.  Seien  nun  E  und  E'  zwei  Puncte  einer  Ebene;  die 
Fundamentalpuncte  derselben  heissen  A,  B,  C,  und  auf  diese  be- 
zogen sei: 

eE  =  aA-^hB-\-cC,       e  E'  =  a' A-\- h' B -\- c' C\ 

so  wird,    wenn  man   statt   w   die  Veränderliche  v   einführt,    so   dass 

ve 
IV  =  — : 
e 

E  +  lüE'  =eE-\-v  e'E'=  {a  +  a'v)  A -}- {b -{-  h'v)  5  +  (c  +  c'v)  C. 

Dieser  letztere  Ausdruck  mit  der  Veränderlichen  v  ist  also  der  Aus- 
druck einer  Geraden,  welche  durch  die  zwei  Puncte 
ciA+hB  +  cC  und  a'A  -f-  h'B  +  c'C 
der    Ebene    geht,    und    folglich    der   allgemeine   Ausdruck    für    eine 
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gerade  Linie  in  einer  Ebene,  weil  die  Ausdrücke  der  beiden  Puncte 
von  ganz  allgemeiner  Form  sind. 

§.  39.  Zusätze,  a)  Eine  gerade  Linie  in  einer  Ebene  wird 
im  Allgemeinen  jede  der  di'ei  Fundamentallinien  BC,  CA,  AB  der 
Ebene  schneiden.  Es  geschehe  dies  resp.  in  den  Puncten  A\  B',  C . 
Für  diese  Puncte  der  Linie  sollen  nun  die  speciellen  Werthe  der 
Veränderlichen  v  in  dem  Ausdrucke  der  Linie,  und  somit  die  Aus- 
drücke der  Puncte  selbst  gefunden  werden.  —  Da  der  Punct  A' 
zugleich  in  der  Fundamentallinie  BC  liegt,  so  ist  für  ihn  in  dem 
Ausdrucke  der  Linie  der  Coefiicient  von  A 

a  -f-  a'vi  =  0 
{§.  32),  folglich 

a 

a! 
Substituirt  man   diesen   Werth   in   den   Coefficienten  von   B  und  6', 
so  kommt: 

Ä  =  {ab'—  ah)B  —  [ca  —  c'a)  C 
Setzt  man  noch  der  Kürze  willen: 

1)      bc' —  b'c  =  cc ,      cd —  c'a  =  ß ,      ab' —  ab  =  y , 
so  wild 

und  eben  so  findet  sich 
2) 


{{y-ß)A'=yB-ßC, 


{a  —  y)B'=  aC—yA, 
{ß  —  a)C'=ßA  —  aB. 

b)  Da  die  drei  Puncte  A',  B',  C  in  einer  Geraden  liegen,  so 
muss  auch  zwischen  ihnen  allein  eine  Gleichung  stattfinden.  In  der 
That,  dividirt  man  die  drei  Gleichungen  2)  resp.  mit  ßy,  ya,  aß, 
und  addirt  sie  hierauf,  so  kommt: 

c)  Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  einer  geraden  Linie  in  einer 
Ebene  der  Veränderlichen  v  einen  solchen  Werth  giebt,  dass  die 
Summe  der  drei  Coefficienten  null  wird,  so  erhält  man  den  x\us- 
druck  für  einen  unendlich  entfernten  Punct  der  Linie  (§.  32).  Nun 
ist  jene  Summe 

=  a  +  6  +  c  +  («'+  5'+  c')v; 
folglich,  Avenn  man  sie  gleich  0  setzt: 

a  -\-  b  -\-  c 


I 
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Diesen  Werth  von  v  in  dem  Ausdrucke  substituirt,    ergiebt  sich  der 
Coefficient  von  A 

_  a{a-\-  b'-\-  c')  —  a'{a  +  5  +  c)  ^        y  —  ß 
~  a'-^b'+c'  ~~  a'+b'-\-c' 

und  eben  so  die  Coefficienten  von  B  und  C 


und 


«'+  b'-\-  c'  a  +  b'+  c' ' 

Hiernach  wird,   nachdem  man  zuvor  jeden  Coefficienten  mit 

—  {a'+b'+c') 
multiplicirt  hat,    der  Ausdruck  für   den   unendlich   entfernten  Punct 

der  Linie: 

[ß  -y)A  +  {y-a)B  +  {a-  ß)  C. 

Man  begreift  leicht,  dass  dieses  Verfahren  auf  die  Entvrickelung 
von 

aA  +  bB-\-cC  _  a'A  +  VB  +  c'C  ^^_jß, 
a-\-b  -\-  c  a'-j-  b'  -\-  c' 

hinausläuft.     E  —  E'  ist  aber  der  Ausdruck  des  in  der  Geraden  EE' 
unendlich  entfernten  Punctes. 

Weil  A' ,  B' ,  C  ebenfalls  Puncte  der  geraden  Linie  sind,  so 
werden  auch  B' — C,  C — A\  A' — B'  Ausdrücke  des  unendlich 
entfernten  Punctes  sein  und,  nach  A,  B,  C  entwickelt ,  zu  demselben 
Ausdrucke  hinführen  müssen.     So  ist  z.  B. 

yA  —  aC  aB  —  ßA 


B'—  C'= 


y  —  a  a  —  ß 

a[y  —  ß)A  —  a{y  —  a)B  —  a[a  —  ß)C 


{y  —  cc){cc  —  ß) 

=  (ß-y)A-^{y-a)B-\-{a-ß)C 
wie  vorhin. 

Am  einfachsten   aber  gelangt   man   zu   diesem  Ausdrucke  durch 
Addition  der  Gleichungen  2).     Diese  giebt: 
{y  —  ß)A'+{a-y)B'+{ß-a)C'={ß-y)A-^{y-a)B-^{a-ß)C. 

Da  nun  hierin  zu  beiden  Seiten  des  Gleichheitszeichens  die 
Summe  der  Coefficienten  gleich  0  ist,  so  sind  auch  die  Ausdrücke 
auf  der  einen  und  anderen  Seite  entweder  gleich  0,  oder  zeigen 
einen  unendlich  entfernten  Punct  an.  Ersteres  kann  aber  nicht 
sein,  weil  die  drei  Puncte  A,  B,  C  rechter  Hand  nicht  in  einer 
Geraden  liegen ,  auch  die  Coefficienten  derselben  nicht  einzeln 
gleich  0  sind  (§.  27).  Mithin  wird  durch  beide  Ausdrücke  ein  un- 
endlich entfernter  Punct  dargestellt,  und  zwar  der  in  der  Geraden 
A'B'C  enthaltene. 
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§.  40.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  in  einer 
Ebene  lässt  sich,  seiner  Allgemeinheit  unbeschadet,  auf  eine  weit 
einfachere  Form  zurückbringen.  Er  wurde  erhalten,  indem  man  die 
Ausdrücke  irgend  zweier  Puncte  der  Linie  nahm,  und  den  einen 
derselben,  mit  einer  Veränderlichen  multiplicirt ,  dem  andern  hinzu- 
fügte. Da  nun  die  "Wahl  dieser  zwei  Puncte  durch  nichts  bedingt 
ist,  so  nehme  man  hierzu  zwei  von  den  Durchschnitten  mit  den 
Fundamentallinien  selbst,  indem  die  Ausdrücke  der  Durchschnitte 
nur  aus  zwei  Fundamentalpuncten  zusammengesetzt  sind.  So  geben 
z.  B.  die  zwei  Durchschnitte  A'  und  B'  mit  einander  verbunden,  den 
Ausdruck  der  Linie: 

yA  —  aC  +  x{yB  —  ßC)  =  A-i-xB  —  ^L±ll  q. 

y 

Zu  demselben  vereinfachten  Ausdrucke  kann  man  aber  auch 
mittelst  bloss  analytischer  Operationen,  durch  Einführung  einer 
anderen  Veränderlichen,  gelangen.  In  dieser  Absicht  setze  man  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke: 

[a  +  a'v]  A-\-{b-\-  h'v)B  +  [c -{-  cv)  C 
zuerst 

a  +  a'v  =  t 

so  dass  t  die  neue  Veränderliche  ist.     Hierdurch  wird 

t  —  a 

V  = r— , 

a 

und 

ö-{-öv  = ^ =  — ^—, , 

a  a 

,     ,  a'c  —  ac'-\-ci        ß  +  c't 

c-\-cv  = -, =  '- -, — , 

a  a 

wenn  Avir  zur  Abkürzung  \\äederum  die  Buchstaben  a,  ß,  /,  in  der 
bisherigen  Bedeutung  genommen,  anwenden:  und  der  Ausdruck  er- 
hält die  Form: 

a  a 

Man  dividire  ihn  durch  t  und  setze 


so  wird  er 


-  =  «, 


a  a 
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Man  nehme  nun 

V —  yu 
a' 

zur  Veränderlichen  gleich  x,  so  wird 

h' —  a'x 


u 


7 
und 

c'+ßu  c'y-\-b'ß        ßx  _        a-\-ßx 

'^r~  ~       ay  y    ~~  y      ' 

weil  immer 

au  +  h'ß  +  c'y  =  0. 

Hierdurch  verwandelt  sich  der  Ausdruck  in : 

y 

wie  vorhin.  —  Noch  etwas  einfacher  wird  er,  Avenn  man 

=  /    und    —  —  =  q 

7  7        -^ 

setzt  : 

A^xB^{f^gx)C, 

wo  nur  noch  zwei  Constanten  vorkommen. 

§.  41.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  ZAverer  gerader  Linien  in 
einer  Ebene  sind  gegeben: 

I)  A-^xB-^{a-^hx)G, 

II)  A^-yB^[ci-\-h'y)G. 

Den  Ausdruck   für   den   Schneidungspunct  der  Linien   und  die   Be- 
dingungsgleichung für  ihren  Parallelismus  zu  finden. 

Auflösung.  Da  durch  I)  jeder  Punct  der  einen,  und  durch 
II)  jeder  Punct  der  anderen  Linie  ausgedrückt  wird,  so  verlangt  die 
Aufgabe  nichts  anderes,  als  für  x  und  y  solche  Werthe  zu  finden, 
für  welche  der  durch  I)  ausgedrückte  Punct  mit  dem  durch  II)  aus- 
gedrückten identisch  wird.  Für  diese  Werthe  von  x  und  y  müssen 
sich  aber  nach  §.  24,  a  verhalten: 

1   :  X  :  a  -\-hx  =  \   :  y  :  a-\-  b'y. 
Hieraus  folgt 

X  =  y,     a-\-  bx  =  a'-\-  b'y 
und 

a  —  a 
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Diesen  Werth  für  x   oder  y   in   I)   oder  II)   substituirt,    erhält   man 
den  gesuchten  Ausdruck  für  den  Schneidungspunct: 
[b  —  b')A  —  {a  —  a)  B  +  [ah  —  a  b')  C. 
Ist    die    Summe    der    Coefficienten    dieses    Ausdrucks   =0,    so 
liegt    der   den    Linien    gemeinschaftliche   Punct    unendlich    entfernt, 
d.  h.   die   Linien  sind    sich    parallel.      Die   Bedingungsgleichung   für 
den  ParalleKsmus  der  Linien  I)  und  IE)  ist  daher: 
b  —  b' —  a  +  a-{-  ab  —  ab'  =  0. 

Dieselbe  Relation  lässt  sich  auch  noch  folgenderweise  erhalten. 
Für  den  unendlich  entfernten  Punct  der  Linie  I)  ist: 

\-\-x-{-a-\-bx  =  i), 
also 

1  +« 

X  =  r. 

1+6 

Hierdurch  wird  der  unendlich  entfernte  Punct  selbst: 

1)  {i-\-b)A  —  {\  4-rt)J5  +  («  — z»)a 

Eben  so  findet  sich  der  unendlich  entfernte  Punct  der  Linie  11) : 

2)  (1  +  5')  ^  —  (1  +  a)  B  +  («'—  b')  C. 

Da  nun  zAvei  Parallellinien  als  solche  angesehen  werden  können, 
die  in  einem  unendlich  entfernten  Puncte  sich  schneiden,  so  wird 
bei  stattfindendem  Parallelismus  der  Punct  1)  mit  dem  Puncte  2) 
zusammenzufallen  und  mithin  sich  verhalten  müssen: 

\-\-b  :  \+a:  a  —  b=\+b':  1  +  «' :  «'—  b' . 

Dies  gibt  die  Bedingungsgleichungen: 

\-\-a  _  1  4-  a  \  j^a  _\  +a 

r+1  ~  Y+^V  7i^-b  ~  a'—b" 

die  unter  sich  und  mit  der  vorhin  gefundenen  identisch  sind. 

§.42.  Aufgabe.  Es  sind  die  Ausdrücke  dreier  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  gegeben: 

A-[-xB-\-{a  +  bx)C, 
A  +  yB  +  [a-{-b'y)C, 
A  +  zB-\-  {«"+  b"z)  C. 

Die  Bedingungsgleichung  zu  finden,    bei  welcher   sich  die  Linien  in 
einem  Puncte  schneiden. 

Auflösung.  Hierzu  ist  nöthig,  dass  die  gegebenen  Ausdrücke 
für  gewisse  Werthe  der  VeränderKchen  x,  y,  z  einen  und  denselben 

Möbius  Werke  I.  5 
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Piinct  darstellen  können.    Für  diese  Werthe  muss  also  nach  §.  24,  a 
sein : 

x  =  y  =  z 
und 

«  -[-  Z>a-  =  a  -{-  b'y  =  a"-\-  b"z. 

Eliminirt  man  daraus  x,  y,  z,  so  kommt: 

ab" —  ab'-\-  ab  —  ab"-\-  ab' —  ab  =  0, 
als  die  gesuchte  Bedingungsgleichung. 

§.  43.  Aufgabe.  Die  Bedingungsgleichung  zu  finden,  bei 
welcher  drei  durch  ihre  Ausdrücke  gegebene  Puncte  einer  Ebene 

P  =  aA^bB  ^C 
P'=  a'A  -\-b'B  +  C 
P"=  d'A  +  b"B  +  C 
in  einer  Geraden  liegen. 

Auflösung.  Sollen  P,  P',  P"  in  einer  Geraden  enthalten 
sein,  so  muss  es  (§.  22,  c)  drei  solche  Verhältnisszahlen  k,  k' ,  k" 
geben,  dass 

k{a  +  5  +  \)P^k'{a'-{-  b'+  1)P'+  Ä>"-4-  5"+  1)P"  =  0 
ist.     Setzt  man  hierein  P,  P',  P"  durch  A,  B,   C  ausgedrückt,    und 
ordnet  gehörig,  so  kommt: 

{ak  +  a'k'+  d'k")A  +  {bk  +  b'k'-\-  b"k")B-\-  {k  4-  k'-{-  k")  C  =  0. 

Da  nun  A,  B,  C  nicht  in  gerader  Linie  liegen,  so  muss  nach 
§.27 

ak  +  dk'-]-a"k"  =  0,       bk-{-  b'k'-\-  b"k"^  0 ,       k  +  k'-\-  k"=  0 
sein.     Aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  folgt: 

k  '.  k' :  k"=  ab" —  d'b' :  ab  —  all':  ab' —  a'6, 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  der  dritten: 

ab" —  ab'-\-  ab  —  al!'-\-  ab' —  ab  =  0, 
als  die  gesuchte  Bedingungsgleichung. 

§.  44.  Ich  füge  noch  die  Ausdrücke  für  einige  specielle  Lagen 
einer  geraden  Linie  gegen  das  Fundamentaldreieck  hinzu. 

Geht  die  Linie  durch  zwei  Fundamentalpuncte  selbst,  z.  B.  durch 
A  und  P,  so  ist  ihr  Ausdruck:  A-\-viB,  der  möglich  einfachste. 

Geht  die  Linie  nur  durch  einen  Fundamentalpunct,  z.  B.  A^  so 
sei  irgend  ein  anderer  in  ihr  liegender  Punct 

=  aA^bB-^cC. 
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Der  Ausdruck  der  Linie  wird  alsdann  sein: 

vA-\-aA-\-bB-^cC=  {v -{- a)A-^  bB  ^  cC, 
oder,   wenn  man  die  Veränderliche  v  -{-  a  =  x  setzt : 

xA-{-IjB-{-cC. 

Ist  also  die  Veränderliche  nur  in  einem  der  drei  Coefficienten 
enthalten,  so  gehört  der  Ausdruck  einer  durch  diesen  Punct  gehen- 
den Geraden  an.  —  Der  Punct,  in  welchem  diese  Gerade  die  Funda- 
mentallinie BC  schneidet,  ist  ^  bB  -^  cC.  Für  ihn  selbst  ist  x  =  0, 
und  für  den  Punct  A,  x  =  oo. 

Läuft  die  Linie  mit  einer  der  Fundamentallinien  z.  B.  mit  B  C 
parallel,  so  kann  man  sie  als  eine  solche  betrachten,  -welche  BC  in 
dem  Puncte  B  —  C  schneidet.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer 
solchen  ist  daher: 

aA  +  bB  +  cC+x[B—C), 
d.  i. 

aA  +  {b-{-  x)B  +  (c  —  x)  C. 

Eine  Parallele  mit  BC,  welche  zugleich  durchs  geht,  hat  den 
Ausdruck:  xA-\-B — C.  Eben  so  ist  der  Ausdruck  einer  Parallele 
mit  AC  durch  B.  A-\-yB —  C.  Für  x  ^  1  geht  der  erstere,  und 
für  y  =  i  der  letztere  Ausdruck  in  A-{-  B  —  C  über,  welches  mit- 
hin der  Durchschnitt  beider  Parallelen,  d.  h.  derjenige  Punct  ist, 
welcher  mit  A,  C,  B  die  Spitzen  eines  Parallelogramms  bildet. 
Vergl.  §.36. 


IL  xiusdrücke  gerader  Linien  im  Eaiime  überlianpt. 

§.  45.  Seien  wiederum  E  und  B'  irgend  zAvei  Puncte  der 
Linie,  und  als  Puncte  des  Raumes  gedacht  und  auf  die  vier  Funda- 
mentalpuncte  A,  B,   C,  D  bezogen: 

eE  =  aA+bB  -\-  cC-\-dD, 
e'E'^a'A  +  b'B  +  c'C+d'D, 
so  wird  der  Ausdruck  der  Linie: 


eE  +  ve'E'=  {a  -f  a'v)  A-\-{b  +  b'v)B  +  (c  +  c'v)  C  -f-  {d  -f-  d'v)  D . 

reiches    di 
Räume  ist. 


welches    daher    der    allgemeine   Ausdruck    einer    geraden    Linie    im 


§.  46.     Zusätze,     a)   Im  Allgemeinen  schneidet  die  Linie  jede 
der  vier  Fundamentalebenen ;  heissen  diese  Durchschnitte  mit  BCD, 
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CDA,  DAB,  ABC  resp.  A\  B',  C,  D'.  Die  Ausdrücke  derselben 
ergeben  sich  aus  dem  der  Linie  auf  ähnliche  Art,  wie  §.  39,  a.  So 
muss  z.  B.  für  A',  als  einen  Punct  in  der  Ebene  BCD,  der  Coeffi- 
cient  von  A,  d.  i. 

a-\-  av  =  0, 
folglich 

a 

a' 

sein.  Diesen  Werth  von  v  in  den  übrigen  Coefficienten  substituirt, 
und  zur  Abkürzung 


(ab' — ab=cc,     ac  —  ac  =  ß, 
\bc —  b'c  =  d,     bd' —  b'd  =  £, 


= /?,     ad' — a'd^y 
cd' —  cd  =  L 


gesetzt,  erhält  man: 

Ja  +  ß  -\-  y)A'  =  aB  +  ßC  +  yD 
und  eben  so  \{Ö  +  e  —  a)B'  =^  d C  +  e D  —  a A 

(/i  +  (5  —  n  C  =  ßA  +  ÖB  —  tD 
{y-{-e  -i-L)D'=  yA  +  eB-{-'CC. 


2) 


b)  Weil  die  vier  Puncte  A',  B',  C,  D'  in  einer  Geraden  liegen, 
so  muss  z^^-ischen  je  dreien  derselben  besonders  eine  Gleichung  Statt 
haben.  Um  diejenige  zu  finden,  -welche  zwischen  B' ,  C,  D'  ob- 
waltet, multiplicii-e  man  die  drei  letzten  der  Gleichungen  2)  resp. 
mit  — r,  — e,  (5,  addire  sie  hierauf,  und  es  kommt: 

8{y  +  e+'C)D'—t{d  +  e  —  a)B'~e{ß  +  6~L)C'=  [al  — ßs-{-yö)A. 

Da  aber  B' ,  C ,  D'  Puncte  der  geraden  Linie  sind,  und  der 
Fundamentalpunct  A  im  Allgemeinen  ausserhalb  derselben  liegt,  so 
muss  nach  §.  27  der  Coefficient  von  A 

a'C  —  ßs  -\-yd  =  d{y  +  t  +  l)  —■  i:{d  +  e  —  a)  —  e {ß  -{- d  —  L)  =  0 

sein.  Diese  durch  geometrische  Betrachtung  erhaltene  Relation 
zwischen  a,  ß,  ...,  C  bestätigt  sich  auch  durch  Rechnung.  Denn 
multiplicirt  man  von  den  ZAvei  aus  J)  sehr  leicht  fliessenden  Glei- 
chungen 

aö  —  b  ß  -\-  ca  =  0 , 

a'ö~b'ß  -^c'a  =  0, 

die  erste  mit  d',  die  zweite  mit  d,  und  zieht  hierauf  die  eine  von 
der  anderen  ab,  so  kommt,  mit  wiederholter  Anwendung  von  1), 
dasselbe  Resultat. 
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Es  ist  demnach: 

L{d  +  £  —  a)B'-]-£{ß  +  Ö  —  K)  C"=  diy  +  e-i-L)!/ 
und  eben  so 

C  («  +  /i  +  7)A'-{-  yil^  +  (5  -  C)  C"=  /:?(/  +  £  +  r)  D' 
y{ö-\-e  —  a)B'+  «(/  +  «  +  'QD'=  E{a  +  [i  +  /)^' 
/^((5  +  £  —  «)^'4-  a[ß  +  (5  —  C)  C"=  ö~(«  +  ß  +  /')^'- 

c)  Um  den  Ausdruck  des  unendlich  entfernten  Punctes  der 
Linie  zu  erhalten,  hat  man,  wie  §.  39,  c,  im  Ausdrucke  der  Linie 
die  Summe  der  Coefficienten  gleich  0  zu  setzen.     Dies  ffiebt 


V  = 


a -\- h  -\-  c  -\-  d 


«'+  b'+  c'+  cT  ' 

und  hiermit  nach  gehöriger  Reduction  den  Ausdruck  des  Punctes 
selbst : 

(a  +  /i  +  7)^  +  ((5  +  «  -  c^)B-iß  +  ()  _  ^)C_  (v  +  ,  +  L)D. 

Denselben  Ausdi'uck  bekommt  man  auch  durch  Entwickelung 
von  A' —  B',  oder  A' —  C,  u.  s.  "sv.,  wenn  man  dabei  die  identische 
Gleichung 

a(:^yd  =  ße 

mit  zu  Hülfe  nimmt.  —  Am  kürzesten  endlich  gelangt  man  zu  dem 
Ausdrucke,  Avenn  man  die  Gleichungen  2)  mit  den  Zeichen  -\-,  -\-, 
— ,  —  addirt ,  und  hierauf  eine  ähnliche  Schlussart  wie  in  §.  39,  c 
anwendet. 

§.  47.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  im  Räume 
(§.  45)  lässt  sich,  ähnlicherweise  wie  in  §.  40,  dadurch  vereinfachen, 
dass  man  statt  den  zwei  willkürlich  in  der  Linie  genommenen  Puncten 
E  und  E'  zwei  von  den  Durchschnitten  derselben  mit  den  vier 
Fundamentalebenen  zu  Grunde  legt.  So  kann  z.  B.  D',  als  ein  Punct 
der  Fundamentalebene  ABC.  ^fA-\-gB-\-C,  und  C",  als  ein 
Punct  der  Fundamentalebene  ABD,  ^  f'A  -\-  g'B  +  D  gesetzt 
werden.     Hiernach  zieht  sich  der  Ausdruck  der  Linie  zusammen  in: 

[fx  +f)A  +  {9X-\-g')B-^rxC+D. 

Eben  so,  wie  bei  der  geraden  Linie  in  einer  Ebene  gezeigt 
wurde,  kann  dieser  vereinfachte  Ausdruck  aus  dem  zusammenge- 
setzteren auch  durch  analytische  Umformungen  hergeleitet  werden. 
Da  aber  der  hier  zu  nehmende  Gang  dem  dortigen  ganz  ähnhch  ist, 
so  wollen  Avir  uns  dabei  nicht  aufhalten. 
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§.  4!^.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  zweier  geraden  Linien  im 
Räume  sind  gegeben: 

[ax  +  a)  A-\-{bx  +  b')B  +  xC-{-D 
{ay  +  a)A  +  {ßy  +  ß')B  -\-yC+D. 
Die   Bedingungsglcichungen    zu    finden,    wenn    die   Linien    in    einer 
Ebene  liegen,    und  darin  einander  parallel  sind. 

Auflösung.  Angenommen,  dass  die  zwei  Linien  sich  in  einem 
Puncte  begegnen,  so  müssen,  eben  für  diesen  Punct,  die  Veränder- 
liche X  im  ersten,  und  die  Veränderliche  y  im  zweiten  Ausdrucke 
solche  "Werthe  erhalten  können,  dass  dadurch  die  zwei  Ausdrücke 
identisch  werden.    Unter  dieser  Voraussetzung  hat  man  nach  §.  26,  a 


die  Gleichung( 

m: 

1) 

ax  -\-  a  =  ay  -\-  a', 

2) 

bx  +  b'=  ßy  +  ß', 

3) 

X  =  y. 

Eliminirt  man 

daraus 

X 

und  y,    so  kommt: 
a  —  a         b  —  ß 

'  a'—u         b'—ß" 

als  die  Bedingungsgleichung,  wenn  die  Linien  einen  Punct  gemein 
haben,  mag  dieser  unendlich  entfernt  sein  oder  nicht;  also  überhaupt, 
wenn  sich  die  Linien  in  einer  Ebene  befinden. 

Soll  nun  überdies  der  den  zwei  Linien  gemeinsame  Punct  un- 
endlich entfernt  liegen,  d.  h.  sollen  die  Linien  einander  parallel 
sein,  so  müssen  für  die  bestimmten  Werthe,  welche  x  und  y  für 
den  gemeinsamen  Punct  haben,  die  Summen  der  Coefficienten  in 
den  Ausdrücken  der  Linien  gleich  0,  also 

4)  {a-\-b  +  l)x-{-a-\-b'-{-{  =0, 

5)  (a  +  ß-^\)y  +  a'+ß'+l  =0 

sein.  Man  hat  somit  fünf  Gleichungen  1)  ...  5),  Avelche  für  den 
Parallelismus  zugleich  bestehen  müssen,  von  denen  aber  jede  eine 
Folge  der  vier  anderen  ist,  so  dass  nach  Elimination  von  x  und  y 
aus  denselben  nur  zAvei  von  einander  unabhängige  Gleichungen  übrig 
bleiben.  Die  eine  dieser  Gleichungen  stellt  A)  vor.  Um  eine  zAveite 
zu  erhalten,  eliminire  man  x  und  y  aus  3),  4),  5),  und  es  kommt: 

g  +  ^  +  l  ^  cc-i-ß  +  i 
^  a'-f-ö'-fl          a'-\-ß'-{-l' 

A)  und  B)  sind  folglich  die  zum  Parallelismus  der  beiden  Linien 
erforderlichen  Bedingungsgleichungen. 


K    49  Cap.  4.     Ausdrücke  von  Geraden  und  Ebenen.  71 


in.  Ausdrücke  für  Ebenen. 

§.  49.  Die  Lage  einer  Ebene  wird  durch  irgend  drei  Puncte 
derselben  bestimmt,  die  nicht  in  gerader  Linie  liegen.  Seien  diese 
Puncte,  auf  die  Fundamentalpuncte  des  Raums  A,  B,   C,  D  bezogen : 

eE=  aA  +  i^  +  cC+  dD 
e'E'=  a'A  +  b' B  +  c'C+d'D 
e"E"=  a"A  +  b"B  +  c"C  +  d"I). 

Jeder  Punct  aber,  der  mit  E,  E',  E"  in  einer  Ebene  liegt,  hat  nach 
§.  24,  b   einen  Ausdruck  von  der  Form 

eE  +  e'vE'-[-  e"ioE'\ 
wo  D  und  to  alle  beliebigen  Werthe  haben  können.    Substituirt  man 
darin  die  Fundamentalpuncte,  so  kommt: 

I)  {a-\-av  +aw) A-{-{b+b'v+b"'ic) B  -{-{c-\-cv+c"iv)C+  [d+d'v+d"io) D. 

Dies  ist  also,  v  und  ic  als  Veränderliche  genommen,  der  auf  die 
Fundamentalpuncte  bezogene  Ausdruck  jedes  Punctes  der  Ebene, 
oder  kürzer,  der  allgemeine  Ausdruck  der  Ebene  selbst. 

§.  50.  Zusätze,  a)  Im  Allgemeinen  wird  von  der  Ebene  jede 
der  sechs  Fundamentallinien  geschnitten.  Man  begreift  sogleich, 
dass,  um  den  Ausdruck  eines  solchen  Durchschnitts  zu  erhalten, 
man  in  dem  Ausdrucke  der  Ebene  v  und  lo  so  zu  bestimmen  hat, 
dass  die  Coefficienten  der  beiden  Fundamentalpuncte,  durch  Avelche 
die  geschnittene  Fundameutallinie  nicht  geht,   gleich  Null  werden. 

Um  dieses  auf  die  kürzeste  Weise  zu  bewerkstelligen,  setze  man 
die  Coefficienten  der  vier  Fundamentalpuncte 

a  -\-  ci'v  +  d'iv  =  p, 
\b  -\-  b'v  -\-  b"io  =  q, 
c  -\-  c'v  -\-  c"w  =  r, 
d  -{-  d'v  -\-  d"io  =  s, 

und  somit  den  Ausdruck  der  Ebene  selbst: 

II)  pA-{-qB-i-rC-^sD. 

Man  multiplicire  nun  die   vier  Gleichungen   1)  resp.  mit  a,  ß,  y,  ö, 
^ddire  sie  hierauf  und  setze: 


1) 


{aa  -]-  ßb  -\-  yc  -^  dd  =  0, 
«a'+  ßb'-{-  yc-\-  dd'  =  0, 
««"+  ßb"-{-  yc"-\-  dd"=  0, 
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so  ist  auch 

3)  ap  +  i'^q  +  yr  +  ds  =  0 

eine  Gleichung  zwischen  den  Coefficienten  des  Ausdrucks,  in 
•welcher  «,  ß,  y,  ö  Zahlen  vorstellen,  deren  gegenseitiges  Verhältniss 
mittelst  der  Gleichungen  2)  aus  den  Constanten  des  Ausdrucks  ge- 
funden Averden  kann*).  Diese  Gleichung  besteht  für  alle  beliebigen 
Werthe  der  Veränderlichen  v  und  tv,  und  vertritt  daher  in  Ver- 
bindung mit  dem  Ausdrucke  II)  die  Stelle  des  Ausdrucks  I). 

Nach  dem  Obigen  sind  nun  für  den  Durchschnitt  der  Ebene 
mit  AB  die  Coefficienten  von  C  und  D,  also  r  und  «,  gleich  0  zu 
setzen.     Hierdurch  wird 

ap-^ßq  =  0, 

mithin 

p  :  q  =  ß    —cc, 

und  der  Ausdruck  des  Durchschnittspunctes 

=  pA-{-qB  =  ßA  —  uB. 
Eben   so    leicht    finden    sich    die  Ausdrücke    auch    für    die    übrigen 
Durchschnitte,  und  man  bekommt,  wenn  man  den  Durchschnitt  mit 
AB  durch  [AB],  den  mit  AC  durch  [AC]^  u.  s.  w.  bezeichnet,  nach- 
stehende sechs  Gleichungen: 

{a  —  ß)(AB)  =  aB  —  ßA,  {ß  —  y){BC)  =  ß C  -  yB, 
{a  —  y){AC)  =aC—yA,  {ß  —  d){BD)  =  ßB  —  dB , 
{a  —  d){AD)  =  aD—  ÖA,         {y  —  d)  {CD)  =  yD—dC. 


*J  Dies  geschieht  am  einfachsten  folgendergestalt.  —  Man  addire  die  Glei- 
chungen 2),  nachdem  man  sie  zuvor  resp.  mit  k,  k',  k"  multiplicirt  hat,  und  setze 
zur  Bestimmung  dieser  neu  eingeführten  Hülfsgrössen: 

ck-\-c'k'+c"k"  =  0, 
dk+d'k'+d"k"  =  0, 
so  ■wird  : 

a[ak-\-  a'k'+  a"k" ;  +  ^  hk  -f-  h'k' -\-  h"k",  =  0. 

Hieraus  folgt  weiter: 

k  :  k' :  k"=  c'd"—  c"d' :  c"d  —  cd":  cd'—  c'd, 
a:  ß=  {hk  +  h'k'-\-  h"k"]  :  —  [ak-\-  a'k'-{-  a"k"). 
Substituirt  man  nun  in  letzterer  Proportion  die  Verhältnisswerthe  von  k,  k',  k"  aus 
der  ersteren  und  setzt  zur  Abkürzung 

bc'd"—  hc"d'+h'c"d—  h'cd"+  b"cd'—b"c'd  =  [bcd], 
die  eben  so  aus  c,  d,  a,  c',  d',  ...  zusammengesetzte  Function  =  [cda),  u.  s.  w., 
so  verhält  sich 

c(  :  ß  =  [bcd]  :  —  [cdaj  , 
und  überhaupt: 

(i  :  ß  :  y  :  &  =  {bcdi  :  —  {cda)  :  [dah]  :  —  (ahc). 
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b)  Aus  diesen  Gleichungen  ergeben  sich  folgende,  zwischen  den 
Durchschnitten  selbst  stattfindende,  Relationen.  Zuerst  zwischen  je 
dreien,  die  in  einer  und  derselben  Fundamentalebene  und  mithin 
in  gerader  Linie  liegen: 

(|-|)(CD)  +  (|-^)(BZ>  +  (^-|)(BC)  =  0, 
(l-l)M2))+(l-l)MC)  +  (l-l){ei>)  =  0, 

Da  ferner  alle  sechs  Durchschnitte  in  einer  Ebene  enthalten 
sind,  so  muss  auch  zmschen  je  vieren,  welche  nicht  in  einer  Ge- 
raden liegen,  eine  Gleichung  bestehen.     Diese  Gleichungen  sind: 

(l_l.),^5)  +  (i,_l),BC)+(l-|)(C'Z>)+(j-l)M/^)  =  0, 

und  eben  so  noch  zwei  andere, 

die  eine  zwischen  [AB),  [BD],  [CD),  [ÄC], 
die  andere  zAvischen  [AC),  [BC],  [BD),  [AD). 

c)  Im  Allgemeinen  schneidet  die  Ebene  jede  der  vier  Funda- 
mentalebenen. Der  Ausdruck  einer  solchen  Durchschnittslinie,  z.  B. 
der  in  BCD  liegenden,  wird  gefunden,  wenn  man  in  dem  Aus- 
drucke der  Ebene  den  Coefficienten  von  A, 

a  -\-  a'ü  -{-  d'iü  =  0 
setzt,  und  mittelst  der  dadurch  zwischen  v  und  w  hervorgehenden 
Relation  die  eine  dieser  Veränderlichen  aus  den  Coefficienten  der 
drei  übrigen  Fundamentalpuncte  eliminirt.  —  Noch  leichter  gelangt 
man  zum  Zweck  mit  Hülfe  des  Ausdrucks  H)  und  der  zugehörigen 
Gleichung  3),  die  sich,  für  /?  =  0,  auf 

II*)  qB^rC^sB 

und 

3*)  ßq-\-yr  +  6s  =  {S 

reduciren,  und  in  dieser  verkürzten  Form  dem  Ausdrucke  einer  Ge- 
raden, der  Durchschnittslinie  mit  BCD  nämlich,  gleich  zu  achten 
sind.    Denn  eliminirt  man  s  mittelst  3*)  aus  II*),  und  nimmt  hierauf 

r  
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zur  Veränderlichen,  so  kommt: 

dB-\-dxC—{ß  +  yx)D, 
derselbe  Ausdruck,    den    man    auch    durch  Verbindung    der  in    die 
Fundamentalebene   BCD    fallenden  Durchschnittspuncte   [BD]    und 
[CD]  erhält. 

d)  Der  unendlich  entfernte  Punct  dieser  Linie  ist: 

[y-d)B  +  {d-ß]C+[ß-y)D. 
Eben  so  sind: 

[a  —  ß)D-{-  [ß  —  6)A  +  {d  —  a)B 
{ß-7)A  +  {r-a)B  +  {a-ß)C 

die  unendlich  entfernten  Puncte   der  Durchschnittslinien   der  Ebene 
mit  den  Fundamentalebenen  CDA,  D AB,  ABC. 

§.  51.  Auf  ähnliche  Art,  Avie  in  §.40  und  §.47  bei  der  ge- 
raden Linie  geschah,  lässt  sich  auch  der  allgemeine  Ausdruck  der 
Ebene  einfacher  darstellen,  indem  man  zu  den  drei  sie  bestimmenden 
Puncten  drei  von  den  sechs  Durchschnitten  mit  den  Fundamental- 
linien  wählt.  Seien  diese  [AD],  [BD],  [CD),  so  kommt,  wenn  man 
dafür  ihre  Werthe  aus  §.  50,  a  nimmt,  sie  mit  den  Veränderlichen  x 
und  y  verbindet  und  gehörig  ordnet: 

ÖA  +  dxB  +  (Jt/  e—  (a  +  ßx  +  ytj)  C, 
oder  noch  einfacher,  wenn  man 

setzt: 

A-\-xB  +  yC-\-(f-{-ffx-f-/>y)D. 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  auf  analytischem  Wege  mit- 
telst des  Ausdrucks  II)  und  der  zugehörigen  Gleichung  3)  erhalten, 
wenn  man  aus  ersterem  mittelst  der  letzteren  s  eliminirt,  und  hier- 
auf q  :  p  und  r  :  p  zu  den  Veränderlichen  x  und  y  nimmt. 


( 


§.  52.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  einer  Ebene  die  zwei  Ver- 
änderlichen solche  Werthe  erhalten,  dass  die  Summe  der  Coeffi- 
cienten  null  wird,  so  gilt  der  Ausdruck  für  einen  unendlich 
entfernten  Punct  der  Ebene.  Setzt  man  daher  die  Summe  der 
Coefficienten  gleich  0,  und  eliminirt  mittelst  dieser  Gleichung  die 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  so  bekommt  man  einen  Ausdruck, 
welcher  alle  unendlich  entfernten  Puncte  der  Ebene  in  sich  begreift.  , 

In    diesem   Ausdrucke    Avird,    unabhängig    von   der   darin   noch   vor-  I 


^.  53,  Cap.  4.     Ausdrücke  von  Geraden  und  Ebenen.  75 

kommenden  Veränderlichen,  die  Summe  der  Coefficienten  immer  null 
sein,  so  dass  sowohl  der  von  der  Veränderlichen  freie  Theil  dieser 
Summe,  als  der  in  sie  multiplicirte ,  jeder  für  sich  null  ist.  Ein 
solcher  Ausdruck  wird  daher  seiner  Form  nach  einer  geraden  Linie 
angehören,  welche  durch  zwei  unendlich  entfernte  Puncte  der  Ebene 
gelegt  ist,  oder,  wenn  man  will,  er  wird  der  Ausdruck  einer  unend- 
lich entfernten  Geraden  sein,  von  der  sich  aber  eben  so  wenig  be- 
stimmen lässt,  nach  welcher  Gegend  der  Ebene  hin  sie  liegt,  als 
man  bei  dem  unendlich  entfernten  Puncte  in  einer  Geraden  die 
Seite  der  Geraden,  nach  welcher  er  liegt,  angeben  kann. 

Zur  Erläuterung  diene  der  im  vorigen  §.  gefundene  vereinfachte 
Ausdruck.      Die   Summe   seiner  Coefficienten   gleich  0  gesetzt,   giebt 

y  = ^ —  — • 

Eliminirt  man  hiermit  y  in  dem  Ausdrucke,  so  kommt  nach  einer 
leichten  Reduction: 

{y  —  ö)A  +  {y  —  6)xB  +  [d  —  a-^{d  —  ß)x]C+[a  —  y  +  {ß  —  y)x]D 

der  Ausdi-uck  der  unendlich  entfernten  Linie  der  Ebene.  Die  in 
ihm  durch  die  Veränderliche  x  verbundenen  Puncte  sind  nach 
§.  50,  </  die  unendHch  entfernten  in  den  Durchschnitten  der  Ebene 
mit  BCD  und  CDA.  Auf  ersteren  Punct  reducirt  sich  der  Aus- 
druck für  X  ■=  oo,  auf  letzteren  für  a;  =  0.     Setzt  man  ferner 

ö  —  a         -  « —  y 

X  = r :     und    = j , 

d  —  ß  ß—y' 

so  ergeben  sich  die  Ausdrücke  der  unendlich  entfernten  Puncte  in 
den  Durchschnitten  mit  DAB  und  ABC. 

§.  53.    Aufgabe.    Die  Ausdrücke  zweier  Ebenen  sind  gegeben: 

I)  A  +  vB-{-wC+{a-\-bv-\-cic)D, 

n)  A  +  xB+yC  +  (a'-h  h'x-\-  cy)  D. 

Den  Ausdruck  ihrer  Durchschnittslinie  und  die  Bedingungsglei- 
chungen zu  finden,  wenn  sie  sich  parallel  sind. 

Auflösung.     Für   einen   gemeinschaftlichen   Punct   der  beiden 
Ebenen  ist: 

1)  ü  =  a;, 

2)  w;  =  y, 

3)  a  -\-  hv  -\-  CIO  =  a-{-  h'x  -\-  cy. 

mithin,    wenn  man  x  und  y  aus   diesen  drei  Gleichungen   ehminirt: 
a  —  «'+  {b  —  h')  ü  -\-  [c  —  c')tc  =  0. 
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Dies  ist  demnach  die  Relation,  welche  zAvischen  den  Veränder- 
lichen der  Ebene  I)  für  jeden  Punct,  den  sie  niit  II)  gemein  hat, 
stattfindet.  Eliminirt  man  also  mittelst  dieser  Relation  aus  I)  die 
eine  der  beiden  Veränderlichen,  z.  B.  w^  so  erhält  man  den  Aus- 
druck der  Durchschnittslinie: 

{c  —  c')A  +  [c  —  c)vB  —  [a  —  a  +  {h  —  h')v]C 
—  [ac'—  a'c  -f-  {bc  —  h'c)v]D. 
Findet  sich  in  diesem  Ausdrucke  die  Summe  der  Coefficienten, 
unabhängig  von  ü,  gleich  0,  so  ist  die  den  beiden  Ebenen  gemein- 
schaftliche Linie  unendlich  entfernt,  d.  h.  die  Ebenen  sind  sich 
parallel.  Die  Bedingungsgleichungen  für  den  Parallelismus  sind 
daher : 

c  —  c  —  a  +  a' —  ac'-\-  a'c  =  0 
c  —  c'—h-\-  V—  bc-\-b'c  =  0. 

Ohne  vorher  den  Ausdruck  für  die  Durchschnittslinie  ent- 
wickelt zu  haben,  lassen  sich  diese  Gleichungen  auch  folgender- 
gestalt  leicht  finden.  Für  einen  unendlich  entfernten  Punct  der 
Ebene  I)  ist: 

4)  1 -f-a  +  (l +^)«  +  (l +^)«ü  =  0, 

der  Ebene  II)  ist: 

5)  1  +  a'-{-  (1  +  b')x  +  (1  -f  c)y  =  0. 

Sollen  sich  nun  die  Ebenen  parallel  sein,  so  müssen  alle  ge- 
meinschaftlichen Puncte  derselben  unendlich  entfernt  liegen,  oder 
analytisch  ausgedrückt:  alle  Werthe  der  Veränderlichen  v,  zo,  x,  «/, 
welche  den  Gleichungen  1),  2),  3)  Genüge  leisten,  müssen  auch  die 
Gleichungen  4),  5)  erfüllen.  Da  aber  jede  dieser  fünf  Gleichungen 
eine  Folge  der  vier  übrigen  ist,  und  mithin  eine  derselben,  z.  B.  3), 
immer  unberücksichtigt  bleiben  kann,  so  muss,  wenn  man  aus  1), 
2)  und  5),  X  und  tj  eliminirt,  nächst  4)  zugleich 

6)  1 -l-a'-f-(l +5>  +  (l +c')w7  =  0 

sein,  ohne  dass  dadurch  v  und  lü  bestimmte  Werthe  erhalten.  Es 
müssen  folglich  die  Gleichungen  4)  und  6)  nicht  zwei  verschiedene, 
sondern  eine  und  dieselbe  Relation  zwischen  v  und  ic  darstellen, 
und  mithin  die  Coefficienten  der  einen  in  denselben  Verhältnissen 
zu  einander  stehen,  me  die  der  anderen.     Dies  giebt: 

1  -h«   _  1+6   _   1  4-  f 
\-\-d  ~  T+T'  ~  1  -l-c" 

welches  demnach  die  Bedingungsgleichungen  für  den  Parallelismus 
sind,  die  von  den  vorhin  gefundenen  sich  nur  der  Form  nach  unter- 
scheiden. 
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§.  54.  Aufgabe.  Die  Ausdrücke  einer  geraden  Linie  und 
einer  Ebene  sind  gegeben: 

{ati  +  a')A  4-  ißu  +  ß')B  -{-uC-\-D, 
A  +  vB-^  v:C+  [a  +  hc  +  cn^D. 
Den  Ausdi-uck  für  ihren  Schneidungspunct,  so  Avie  die  Bedingungs- 
gleichungen ihrer  Coincidenz  und  ihres  Parallelismus  zu  finden. 

Auflösung.  Für  diejenigen  Werthe  der  Veränderlichen,  bei 
welchen  diese  Ausdrücke  einen  und  denselben  Punct  darstellen, 
muss  sich  verhalten: 

au  -\-  a  :  ßu  -\-  ß' :  u  :  1  =  1   :  ü  :  ic  :  a-\- hv  -\-  cic. 
Dies  giebt: 
[all  +  a')v  =  ßu  -\-  ß\  [au  +  <jc')v:  =  u,   {au  -\-  a']{a  -\-  bv  -\-  r:v:)  =  \  -. 
und  Avenn  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  v  und  iv  eliminirt: 

1)  a{au-\-a') -{-b{ßu-{- ß') -{- cu  =  1, 
oder  nti  =  m,  wenn  man 

aa -{- bß -\- c  =  ?i,     1 — aa' — bß'=m 
setzt. 

Den  hieraus  entspringenden  Werth  von  u  in  dem  Ausdrucke 
der  Geraden  substituirt,  erhält  man  den  der  Geraden  und  der  Ebene 
gemeinschaftlichen  Punct,  also  im  Allgemeinen  den  Durchschnitts- 
punct : 

[am  4-  an)A  +  [ßm  +  ß'n)B  -\-mC-\-nD. 

Soll  die  Gerade  mit  der  Ebene  zusammenfallen,  soll  also  jeder 
Punct  der  ersteren  zugleich  ein  Punct  der  letzteren  sein,  so  muss 
für  jeden  Werth  von  u  in  dem  Ausdrucke  der  Geraden  die  Gleichung 
1)  bestehen.     Es  muss  daher  sein: 

a«  -f-  6/i  +  ^  =  0 ,  1  —  au  —  b ß'  =  0 , 

die  Bedingungsgleichungen  für  die  Coincidenz,  Avodurch,  Avas  man 
noch  bemerke,  in  dem  Ausdrucke  des  Durchschnittspunctes  die 
Coefficienten  sämmtlicher  A'ier  Fundamentalpuncte  null  Averden. 

Ist  die  Gerade  der  Ebene  parallel,  so  liegt  der  ihnen  gemein- 
schaftliche Punct  unendlich  entfernt.  Es  muss  daher  für  diesen 
Fall  der  sich  aus  1)  ergebende  Werth  von  u  zugleich  der  Gleichung 

2)  au  +  a'H-  ßu  +  ß'-{-  ?^  +  1  =  () 

Genüge  leisten.  Die  Bedingungsgleichung  des  Parallelismus  ist  folg- 
lich das  Resultat  der  Elimination  von  u  aus  den  Gleichungen  J) 
und  2): 

aa'-^bß'—  1   _  a'-h  ß'-\-  1 

aa  +  bß  -f-~c         «  +  /!?+  1  " 
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§.  55. 


§.  55.    Aufgabe.     Die  Ausdrücke  dreier  Ebenen  sind  gegeben: 
I)  A+tB-\-uC+{a  +  bt-^cu)D 

n)  A  +  vB-\-ioC+  («'+  h'v  +  cto)  D 

m)  A  +  xB  +  yO  +  a"+  h"x  +  c"y)  D. 

Den  Ausdruck  ihres   Durchschnittspunctes,    so  wie   die  Bedingungs- 
gleichungen für  die  dabei  möglichen  speciellen  Fälle  zu  finden. 

Auflösung.     Für    den  Punct,    welchen    diese    drei    Ausdrücke 
gemeinschafthch  darstellen,  muss  sein: 

t  =  V  ^  X,     u  =  w  =  y , 
a  -\-  bt  -{-  cu  =  a-{-  h'v  +  c'w  =  a-\~  b"x  -}-  c"y. 

Man  setze  daher 

1)  a  -\-  bt  -\-  cu  =  s, 

so  ist  auch 

a  -\~  b't  4-  cu  =  s, 

a-\-  b"t  -\-  cu  =  s. 

Diese   drei   Gleichungen   resp.  mit  c  —  c\   c" — c,   c  — 

und  hierauf  addirt,  ergiebt  sich,  wenn  man  noch 

b'c" —  b"c  -\-  b"c  —  bc"  -\-  bc  —  b'c 
mit  (^c),  und  die  ebenso  aus  c,  a,  c',  ...  und  a,  b,  a 
Functionen  mit  [ca)  und  {ab)  bezeichnet: 

[bc)t  =  [c  a) 
und  auf  gleiche  Art 

{bc)u  =  {ab). 

Die  hieraus  fliessenden  Werthe  für  t  und  u  in  I)  substituirt,  kommt 
der  Ausdruck  des  Durchschnittspunctes: 

{bc)A  +  {ca)B+  {ab)  C  +  [a{bc)  +  b{ca)  +  c{ab)]D. 
Man  bemerke  dabei,  dass,  wenn  man  die  Function 

2)  a{bc)  +  b{ca)  +  c{ab)  =  {abc) 

setzt,  auch 

a{bc)  +  b' {ca)  -\-  c  {ab)  =  {abc) 


c'  multiplicirt 


gebildeten 


und 


ist. 


a{bc)  +  b"{ca)  4-  c"{ab)  =  {abc) 


Dies  folgt  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  1),  wenn  man  darin 
für  t  und  u  die  gefundenen  AYerthe  substituirt.  —  Uebrigens  ist  die 
Function  {abc)  mit  der  in  §.  50,  a  Anmerkung  eben  so  bezeich- 
neten dieselbe. 

Ist  nun  in  dem  Ausdrucke  des  Durchschnittspunctes  die  Summe 
der  Coefficienten 

3)       (1  +  a){bc)  +  (1  +  h){ca)  +  (1  +  c){ab)  =  0, 
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SO  liegt  dieser  Punct  unendlicli  entfernt.  Im  Allgemeinen  sind  als- 
dann die  drei  Durchschnittslinien  der  Ebenen  mit  einander  parallel, 
so  dass  die  drei  Ebenen  ein  unendlicli  langes  di'eiseitiges  Prisma 
einschliessen. 

Es  kann  aber  auch  sein,  dass  die  drei  Ebenen  sich  in  einer 
und  derselben  Geraden  schneiden,  oder  mit  anderen  AYorten,  dass 
die  Durchschnittslinie  zweier  Ebenen  in  die  dritte  Ebene  fällt.  Sucht 
man  demnach  den  Ausdruck  der  Durchschnittslinie  von  zweien  der 
Ebenen,  und  hierauf  den  Ausdruck  des  Punctes,  in  welchem  diese 
Linie  die  dritte  Ebene  schneidet,  so  muss  fiir  gegenwärtigen  Fall 
in  dem  letzteren  Ausdrucke,  d.  h.  in  dem  für  den  Durchschnitts- 
punct  aller  drei  Ebenen,  jeder  der  vier  Coefficienten  gleich  0  sein 
(§.  54).  Die  Bedingungsgleichungen,  unter  welchen  sich  die  drei 
Ebenen   in   einer  und  derselben  Geraden   schneiden,    sind   demnach: 

{bc)  =  0,    (cö)  =  0,    {ab)  =  (), 

von  denen  im  Allgemeinen  jede  eine  Folge  der  beiden  anderen  ist, 
wie  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  2)  ergiebt. 

Anmerkung.  Setzt  man  a  +  1  =  a,,  b-\-\  =1,,  c+l  =  <?, ,  a'-f-  1  =  a',, 
u.  s.  TV.,  und  bezeichnet  die  eben  so  aus  b,,  c,,  b',,  ...  zusammengesetzte 
Function,  als  es  bc]  aus  b,  c,  b',  ...  ist,  mit  {b,c,j,  u.  s.  "sv. :  so  sieht  man 
bald,  dass  [b,c,]  =  {bc,  \c,a,)  =  [cd],  [a,b,]  =  ab,.  Hierdurch  wird  die  Be- 
dingungsgleichung dafür,  dass  sich  die  drei  Ebenen  in  Parallellinien  schneiden : 

«/!^,  c,)  +  b,[c,a,'  +  c,'a,b,,  =  0, 
also  vermöge  der  ersten  Gleichung  in  2  : 

[a,  b,  c,j  =  0  , 
wenn  man  die  aus  [abc    gleicherweise  hervorgehende  Function    durch    {a,h,c,' 
ausdrückt.     Man  würde  dies  Resultat  unmittelbar  gefunden  haben,  hätte  man, 
ohne  vorher  den  Durchschnittspunct  zu  suchen,  die  Summen  der  Coefficienten 
in  den  Ausdrücken  der  Ebenen  einzeln  gleich  0  gesetzt. 

§.  56.  Den  Beschluss  dieses  Capitels  soll  eine  Zusammen- 
stellung von  Ausdrücken  machen,  welche  geraden  Linien  und  Ebenen 
in  einigen  besonderen  Lagen  gegen  die  Fundamentalpyramide  zu- 
kommen. Von  der  Richtigkeit  dieser  Ausdrücke  wird  man  sich 
leicht  überzeugen,  wenn  man  jeden  derselben  in  den  von  der  oder 
den  Veränderlichen  freien  Theil  und  den  oder  die  damit  behafteten 
Theile  zerlegt,  und  hierauf  diese,  bei  Geraden  zwei,  bei  Ebenen 
drei  Theile  einzeln  betrachtet.  Vergl.  §.  44. 
I)  Ausdruck  einer  Geraden,  Avelche 

1)    die    gegenüberstehenden    Fundamentallinien    AB    und    CD 
schneidet; 
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2)  die  Fundamentallinie  AB    schneidet    und    mit   CD    parallel 

läuft: 

axA-\-xB—0-\-D; 

3)  durch  A  geht  und  mit  BCD  parallel  ist; 

xA-\rhB  —  {\  +h)C+D\ 

4)  AB  schneidet  und  mit  BCD  parallel  ist: 

axA  +  [b  +  x)B—{\  +h)C-\-D. 
II)  Ausdruck  einer  Ebene,  welche 

1)  durch  BC  gelegt  ist  und  mit  AD  parallel  läuft: 

A  +  xB  +  yC—D] 

2)  diirch  A  geht  und  mit  BCD  parallel  ist: 

A  +  xB  +  yC—{x-\-y)D- 

3)  mit  AB  und  CD  parallel  ist: 

[a  +  x)A  —  xB-{-yC+  (1  —  y)D. 
Die  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  den  übrigen  Fundamental- 
linien sind: 

aA  +  C,   für  X  :=  0,  y  =  \;      aB  +  C,   für  x  =  —  a,  y  =  ]  ; 
aA  -\-  D,  für  x  =  0,  y  =  0\       aB  +  D,  für  x  =  —  a,  y  =  0. 
Hiernach  ist  der  Ausdruck  einer  Geraden,  welche  in  einer   mit 
AB   und    CD    parallelen    Ebene    liegt    und    zugleich  AC   und  BD 
schneidet: 

axA-{-aB  +  xC+  D. 


Fünftes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  krummer  Linien  in  Ebenen. 


§.  57.  Wenn  in  dem  Ausdrucke  eines  Punctes  in  einer  Ebene, 
pA-\-  qB  -\-  rC,  die  Coefficienten  p,  q,  r  beliebig  gegebene  Func- 
tionen einer  veränderlichen  Grösse  v  sind,  und  man  für  v  nach  und 
nach  alle  Werthe  substituirt,  bei  Avelchen  die  Exponenten  der  Ver- 
hältnisse p  :  q  :  r  reell  bleiben,  so  werden  die  Puncte  aller  der  so- 
mit erhaltenen  Ausdrücke  construirt,  eine  Linie  in  der  Ebene  bilden, 
die  im  Allgemeinen  krumm,  und  nur  dann  gerade  sein  wird,  wenn, 
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wie  im  vorigen  Capitel,  die  Functionen  von  linearer  Form  sind,  oder 
doch  durch  Umformung  darauf  gebracht  werden  können.  Heisse 
daher  der  Ausdruck  pA-\-qB-\-rC  mit  der  Veränderlichen  v  der 
Ausdruck  der  Linie. 

§.  58.  Wir  wollen  uns  gegenwärtig  auf  die  Curven  beschränken, 
in  deren  Ausdrücken  die  Coefficienten  rationale  Functionen  der 
Veränderlichen  sind.  Da  es  nun  bei  einem  Ausdrucke  nicht  auf  die 
absoluten  Werthe  seiner  Coefficienten,  sondern  bloss  auf  die  gegen- 
seitigen Verhältnisse  derselben  ankommt,  so  können  wir,  sollten 
der  eine,  oder  zwei,  oder  alle  drei  Coefficienten  gebrochene  Functio- 
nen sein,  dieselben  durch  Multiplication  mit  dem  Generalnenner 
immer  in  ganze  Functionen  verwandeln.  Wir  setzen  daher  nicht 
weniger  allgemein  als  vorhin,  dass  die  Coefficienten  ganze  ratio- 
nale Functionen  der  Veränderlichen  sein  sollen. 

§.  59.  Die  einfachsten  Curven  sind  hiernach  diejenigen,  in 
deren  Ausdrücken  nächst  der  ersten  noch  die  zweite  Potenz  von  v 
vorkommt,  und  die  wir,  der  sonst  gewöhnlichen  Terminologie  ge- 
mäss, Linien  der  zweiten  Ordnung  nennen  AvoUen.  Ihr  allge- 
meiner Ausdruck  wird  sein: 

I)  {a  -h  a'v  H-  dV)  A-h  {b -{- b'v -\-  b'V-)  B -^  {c -{- c  v -{-  c"v)  C, 
vorausgesetzt,  dass  die  drei  Coefficienten  keinen  gemeinschaftlichen 
linearen  Factor  haben,  oder  durch  Einführung  einer  anderen  Ver- 
änderlichen auf  lineare  Form  gebracht  werden  können*). 

Mit  Ausnahme  dieser  beiden  Fälle  giebt  die  Construction  des 
Ausdrucks  immer  eine  krumme  Linie. 

§.  60.  Um  jetzt  diese  Curven  näher  zu  untersuchen,  wollen 
wir  zuerst  ihren  allgemeinen  Ausdruck  auf  einfachere  Formen  zu 
bringen  suchen. 

Dieses  kann  erstlich  durch  Einführung  einer  anderen  Veränder- 
lichen geschehen. 

Hierbei  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  nämlich 
der  Coefficient,  bei  welchem  die  Vereinfachung  beginnen  soll,  in 
Factoren  zerlegbar  ist,  oder  nicht. 


*;  Das  erstere  fände  z.  B.  statt,  wenn  a  =  b  =  c  =  0.  Denn  alsdann  wäre 
V  ein  gemeinschaftlicher  Factor,  und  nach  Division  mit  demselben  würden  die 
Coefficienten:  a'-\-a"v,  b'-\-'b"v,  c'-\-c"v,  welche  nur  einer  Geraden  zukommen. 
Das  letztere  würde  unter  anderen  der  Fall  sein  für  a'=  b'=  c'=  0,  wo,  v-=  xo 
gesetzt,  der  Ausdruck  sich  gleichfalls  in  den  für  eine  Gerade  verwandeln  würde. 
Mob  ins  Werke  I.  6 
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Sei  daher  für  den  ersten  Fall  der  Coefficient  von  A : 

a  -\-  a'v  -\-  a"v'^=  a"{a  -\-  f)(a'4-  v). 


Man  setze 
so  wird  er: 


«'+  V  =  IV, 
a"[{a  —  a')iv  +  w'^], 


und   wenn  man  mit  a"w^  dividirt , 

l+(« 


,     1 

und  —  ^  X  setzt: 
w 


a)x. 


Man  nehme  jetzt 

1  +  («  —  a)  X  =  y 

zur  neuen  Veränderlichen,  und  man  sieht  bald,  dass  die  Coefficienten 
von  B  und  C,  nachdem  darin  die  Veränderlichen  lo,  x,  y,  auf  die 
angezeigte  Weise  von  v  und  von  einander  abhängig,  der  Reihe  nach 
eingeführt  worden,  zuletzt  als  trinomische  Functionen  von  y  hervor- 
gehen, und  folglich  nur  sechs  unbestimmte  Constanten  im  Ausdrucke 
noch  übrig  sein  werden.  Man  dividire  nun  den  Ausdruck  durch 
eine  der  beiden  von  y  freien  Constanten,  z.  B.  durch  diejenige, 
welche  in  dem  Coefficienten  von  B  vorkommt,  und  nehme,  y  durch 
diese  Constante  dividirt  gleich  z,  zur  neuen  Veränderlichen,  so  re- 
ducirt  sich  der  Ausdruck  auf  nachstehende  Form: 

n)    zA  +  {\+  ß'z  +  irz')B  +  (/  +  y'z  +  y"z')  C, 

wo  nur  noch  fünf  unbestimmte  Constanten  vorhanden  sind. 

Sei  zweitens  der  Coefficient  von  A  nicht   in  Factoren  zerlegbar, 
so  dass  man 

setzen  kann,  wo 

w  =  

a 

eine  neue  Veränderliche  ist.  Führt  man  dieselbe  auch  in  den  beiden 
anderen  Coefficienten  ein ,  und  dividirt  sodann  den  Ausdruck  durch 
a"a*,  so  erhält  er  die  Form: 

(1  +  tü^)A  +  (^  +  g'tc  +  ff'w^)B  +  {h  +  h'w  +  h"tc^-)  C. 
Um  jetzt  noch  eine    der  hier   vorkommenden   sechs  Constanten 
wegzuschaifen,  setze  man 

1  —  dx 

tv  = 


d-\-x    ' 

wo  X  die  neue  Veränderliche,  und  d  eine  noch  zu  bestimmende  Con- 
stante ist.     Da  nun  immer 

(1  _  dx)-'  +  {d  -}-  .r)-^=  (1  -1-  d^-){l  4-  X'), 
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SO  Avird  der  Ausdruck,  nachdem  man  in  ihm  diese  Substitution  vor- 
genommen, und  hierauf  mit 

[d  +  xf 

multiplicirt  hat: 

(1  4_  .r-^)  A  +  [ß  +  ß'x  +  (fx^)  B-^{y  +  y'x  +  y  V)  C, 
ein  Ausdruck,    dessen   sechs  Constanten  aus   denen  des  vorigen  und 
aus    d  zusammengesetzt  sind.     Man   bestimme   nun  d  so ,    dass   eine 
dieser  Constanten   einen   bestimmten  Werth    erhalte.      So  findet  sich 
z.  B.  nach  gehöriger  Entwickehmg : 

ß,  _  l±^-  g")  d  -  g'd'- 


1  +  f/^ 

Man  kann  daher  r/ immer  so  annehmen,  dass  ß'=  0  wird.  Hier- 
durch reducirt  sich  der  letztere  Ausdruck  auf: 

III)  {\+x')A  +  {ß  +  ß"x-)  B^{y  +  y'x  +  fx^)  C, 

vro  ebenfalls  nur  fünf  unbestimmte  Constanten  noch  übrig  sind. 

§.61.  Geringer  lässt  sich  auf  diesem  Wege  die  Anzahl  der 
Constanten  nicht  machen.  Wohl  aber  kann  man,  mit  Verzicht- 
leistung auf  die  Allgemeinheit  der  Lage  der  Curve  gegen  das  Funda- 
mentaldreieck, noch  einfachere  Ausdrücke  durch  Annahme  anderer 
Fundamentalpuncte  erhalten;  —  eben  so,  als  wie  der  Ausdruck  für 
eine  gerade  Linie  am  einfachsten  dadurch  wird,  dass  man  irgend 
zwei  in  der  Geraden  selbst  liegende  Puncte  zu  Fundamentalpuncten 
wählt.  —  In  der  That  nehme  man  statt  A,  B,  C  drei  andere  Funda- 
mentalpuncte A,,  B,,  C,,  die  von  den  ersteren  dergestalt  abhängen, 
dass: 

a,A,  =  aA  -\-  hB  +  cC, 

b,B,  =  a'A  +  h'B  +cC, 

c,  C,  =  d'A  4-  h"B  +  c"C, 
so  geht  der  Ausdi'uck  I)  über  in  folgenden: 

IV)  a,A,-^b,vB,-\-c,v^C,, 

c, 
oder  noch  einfacher,   wenn  man  ihn  mit  y^  multiplicirt,   und  hierauf 

b,- 

C,  ^     CL,C, 

-— t;  =  xo  und  -y^  =  cc        . 
b,  b^ 

setzt : 

V)  uA,^xoB,^vy'C,. 

Aber  selbst  noch  diese  einzige  Constante  u  lässt  sich  durch  Ein- 
führung einer  anderen  Veränderlichen  und  anders  gewählte  Funda- 
mentalpuncte entfernen.     Man  setze   in  dieser  Absicht  w  =^  m  -\-  nx, 
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wo  X  die  neue  Veränderliche,    und  m^  n  zwei  noch  zu  bestimmende 
Constanten  sind,  so  wird  der  Ausdruck: 

ccA,-\-  [m  -\-  ?ix)B,-\-  (m^+  Imnx  -\-  ii^z"-)  C,, 
oder 

[a  -\-m-\-  m'^)A„-\-  [n  +  2mn)xB„-\-  n^x'^  C,, 
wenn  man  für  A,,  B,  zwei  andere  Fundamentalpuncte  A„,  B„  nimmt, 
so  dass 

aA,-\-  mB,-\-  rn^C,  ^  A„  und  nB,-\-  ImnC,  ^  B„. 
Man  bestimme  jetzt  m  und  n  so,  dass 

«  +  m  4-  ^^  =  n-\-  2mn  =  7i^. 
Alsdann   lässt  sich   der  letztere  Ausdruck  hiermit  dividiren   und  ge- 
winnt die  möglichst  einfache  Gestalt: 

A„+xB,,-\-x^C,. 
Es  findet  sich  aber  aus  jenen  Gleichungen 


,    -|/4a — 1  ,     .    il/4« — 1 


Soll  demnach  diese  Umbildung  des  Ausdrucks  möglich  sein,  so  -wird 
erfordert,  dass  cc"^  \. 

Ist  dagegen  cc  <Cj,  so  setze  man : 

—  a  —  m  —  m'^  =  ?i  -\-  2nin  =  7i^. 
Alsdann  wird 


=±y^%,n=-i±iyi 


—  4a 
5       '    -  z  —  zr     ""5       ' 

und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf: 

—  A„-\-xB„+x^a. 
Wenn    aber    endlich   a  =  |,    so    ist    keine    von   beiden   Umfor- 
mungen  anAvendbar,    indem   dann   w^  und   folglich   auch  die   beiden 
anderen  Coefficienten 

a  -\-  m  -\-  m^  und  n  -\-  2mn 
null  werden. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Linien 
der  zweiten  Ordnung  immer  auf  eine  dieser  drei  Formen  gebracht 
werden  kann: 

VI)  A-{-xB-]-  x^  C, 

VII)  —A  +  xB  +  x^C, 

VIII)  ^A-\-xB  +  x'-C, 

je  nachdem  nämlich  in  V)  «>.,    <<,    =|,    folglich  in   IV)  4a,r,  >., 
<C,  =6,^;  d,  h.  nachdem  die  zwei  Factoren  der  Coefficientensumme 
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in  IV)  {a,-]r  b,v  -\-  c,D-),  folglich  auch  der  Coefficientensumme  in  I) 
(weil  beide  Ausdrücke  einerlei  Summe  haben)  entweder  unmöglich, 
oder  möglich  und  ungleich,  oder  möglich  und  gleich  sind. 

§.  62.  Diesen  drei  verschiedenen  Fällen,  welche  bei  der  Coeffi- 
cientensumme im  Ausdrucke  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung 
stattfinden  können,  entsprechen  nun  eben  so  viel  wesentlich  ver- 
schiedene Formen  dieser  Curven. 

1)  Da  im  Ausdrucke  VI)  die  Coefficientensumme  keine  mög- 
lichen Factoren  hat,  mithin  für  keinen  möglichen  Werth  von  x 
gleich  0  werden  kann,  so  kann  auch  die  zugehörige  Curve  keinen 
unendlich  entfernten  Punct  haben,  sondern  muss  auf  einen  end- 
lichen Raum  beschränkt  sein. 

Um  die  Gestalt  dieser  Curve  und  ihre  Lage  gegen  das  Fundamentaldreieck 
noch  genauer  kennen  zu  lernen,  denke  man  sich  x  von  — oo  durch  0  bis 
-\-  OO  stetig  fortschreitend,  nenne  P  den  die  Curve  beschreibenden  Punct  und 
p,  q,  r,  wie  in  §.  32,  die  Coefficienten  der  Fundamentalpuncte ;  und  es  er- 
hellet Folgendes : 

Für  X  =  —  oo  verschwinden  p  und  q 
gegen  r,  und  P  fällt  mit  C  zusammen.  In- 
dem hierauf  or,  als  negative  Grösse,  von 
—  CO  bis  0  abnimmt,  sind  i)  und  r  positiv, 
q  negativ,  und  absolut  p  -\-  r^  q.  P  tritt 
folglich  von  C  in  das  Feld  C^  und  geht 
darin  fort  bis  A,  wo  mit  x  zugleich  r  und 
q  verschwinden.  Wird  sodann  x  positiv, 
und  nimmt  zu  bis  -+-00,  so  sind  ^j,  q,  r 
immer  positiv,  und  P  geht  in  dem  Felde 
ABC  von  A  bis  C  zurück.  —  Zugleich  ist 
klar,  dass,  da  P  beim  Durchgange  durch 
A  und  C  auf  einerlei  Seite  der  Funda- 
mentallinien AB  sowohl  als  BC  bleibt,  die 
Curve  diese  Linien  in  A  und  C  berühren 
wird.     Siehe  Fig.  7.  ^^^-  ^' 

2)  Im  Ausdrucke  VII)  ist  die  Coefficientensumme  in  zwei  mög- 
liche Factoren  zerlegbar,  nämlich 

—  l-{-x-{-  x^'=  [x  +  k){x  —  l), 

wo  k  =  ^{Vb-\-l),  Z  =  ^(V5  —  1).  Sie  -wird  daher,  indem  x  von 
—  oo  zu  -1-  oo  fortgeht,  zu  zweien  Malen  gleich  0,  für  x  =  —  k  und 
gleich  l.  Die  Curve  selbst  hat  folglich  zwei  unendlich  entfernte 
Puncte : 

—  A  —  kB  +  k^C  und  —A-\-lB-{-PC; 

d.  h.  sie  erstreckt  sich  nach  zwei,  durch  diese  Ausdrücke  bestimmten 
Richtungen  in  das  Unendliche. 
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Fig.  8. 


Um  auch  hier  den  Gang  der  Curve  näher  zu  erforschen,  so  bemerke  man 
zuvor,  dass  die  Coefficientensumme  positiv  ist  von  x  =  —  oo  bis  — k,  wo 
daher  r^p  +  q,    und   von  l  bis  OO,    'wo  q  +  r  "^ p;    negativ  von  x  =  —  k 

bis  0,  -wo  p  -}-  q"^  7-,  und  von  0  bis  l,  -wo 
P  >  ?  +  '"•  —  Ich  brauche  wohl  kaum  zu 
erinnern,  dass  diese  Formeln  zwischen 
p,  q,  r  in  demselben  absoluten  Sinne,  wie 
die  Formeln  11]  und  HI  in  §.  32  zu  nehmen 
sind.  — 

Von    X  =  —  OO    bis   —  k    geht    dem- 
nach der  Punct  P  von   C  durch  C  in  das 
Unendliche  fort.    —    Er   erscheint   hierauf 
wieder  nach  entgegengesetzter  Richtung  in 
AB,   wo   er,  von  x  =  — k  bis  0,    bis  A 
sich  bewegt.  —  Von  x  =  0  bis  Z  tritt  er 
von  A  in  A,  berührt  dabei  AB,  und  ver- 
liert sich  in  A   zum  zweiten  !Male   in  dem 
Unendlichen.   —   Aus  diesem  kehrt  er  zu- 
rück im  Felde  BC,  und  gelangt  darin,  von  a:  =  /  bis  OO,  bis  zum  Puncte  C, 
von  welchem  er  ausgegangen  war,    und  wo   er   zugleich   die  Fundamentallinie 
B  C  berührt.  —  Siehe  Fig.  8. 

Im  Ausdrucke  VIII)  ist  die  Summe  der  Coefficienten  =  (|  -\-  x)'-, 
und  wird  daher  nur  einmal  gleich  0,  für  x  =  —  ^.  Die  zugehörige 
Curve  wird  sich  mithin   bloss   nach  der  einen,   durch   den  Ausdruck 

iA-\B  +  iC=A  —  2B-\-C 

bestimmten  Richtung  in  das  Unendliche  erstrecken. 

In  der  That  geht  sie,  von  x  =  —  OO 
bis  —  J ,  von  C  durch  CA  in  das  Un- 
endliche, kehrt  aber,  von  x  =  —  i  bis  0, 
in  demselben  Felde  wieder  zurück,  geht, 
A B  berührend ,  durch  A  in  AB  C  und 
darin,  von  a;  =  0  bis  OO,  bis  C,  B  C  be- 


Fig.  U. 


rührend,  zurück,  —  Siehe  Fig.  9. 

§.63.  Es  springt  in  die  Augen, 
dass  die  drei  jetzt  betrachteten  Cur- 
ven  keine  anderen,  als  die  Ellipse, 
Hyperbel  und  Parabel  sind,  dass  folg- 
lich der  Ausdruck  I)  immer  einem  Kegelschnitte  oder  einer  Linie 
der  ZAveiten  Ordnung,  im  gewöhnlichen  Sinne  genommen,  angeliört. 
Der  strenge  Beweis  dafür  wird  weiter  unten  (§.  1 30 ,  1 )  folgen. 
Gegenwärtig  noch  einige  allgemeine  Bemerkungen  über  die  Lage 
dieser  Curven  gegen  das  Fundamentaldreieck. 

1)  Jeder  Coefficient  im  Ausdrucke   für  eine  solche  Curve  ist  im 
Allgemeinen  ein  Trinomium,   und  liisst  sich  daher  entweder  in  zwei 
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mögliche  Factoren  zerlegen,   oder   nicht.     Sei   nun   z.  B.  der  Coeffi- 
cient  von  A 

a  -\-  a'v  -f  (i"v'-  =  a  [p  —  u)  [p  —  «'), 

also  zerlegbar,  Avenn  u  und  a  mögliche  Grössen  bedeuten:  so  wird 
für  X)  =  a  sowohl,  als  für  v  =  u  der  Coefficient  von  A  gleich  0, 
und  der  Ausdruck  reducirt  sich  auf  die  beiden  anderen  Funda- 
mentalpuncte  B  und  C,  also  auf  Ausdrücke  von  Puncten  in  der 
Fundamentallinie  BC,  d.  h.  die  Curve  wird  für  y  =  u  und  v  =  u 
diese  Fundamentallinie  schneiden.  Ist  dagegen  der  Coefficient  von 
A  nicht  zerlegbar,  so  reducirt  sich  der  Ausdruck  für  keinen  Werth 
von  V  auf  B  und  C  allein,  und  die  Curve  schneidet  BC  nicht.  — 
Wenden  wir  das  Gesagte  eben  so  auf  die  Coefficienten  von  B  und 
C  an,  so  folgt,  dass  jede  der  drei  Fundamentallinien  von  der  Curve 
entweder  in  z^vei  Puncten  oder  in  keinem  geschnitten  wird. 

2)  Sind  die  zwei  Factoren  eines  Coefficienten  nicht  nur  mög- 
lich, sondern  auch  gleich,  so  fallen  die  zwei  Schneidungspuncte  in 
einen  zusammen,  d.  h.  die  Curve  berührt  die  Fundamentallinie, 
Avelche  durch  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  geht.  Wenn 
also  z.  B.  der  Coefficient  von  A  =  a[v  —  ctf  ist,  so  wird,  für  y  =  «, 
BC  eine  Tangente  der  Curve  sein. 

3)  Sind  die  Coefficienten  zweier  Fundamentalpuncte  in  mögliche 
Factoren  auflösbar,  und  haben  sie  dabei  einen  Factor  gemeinschaft- 
lich, so  werden  durch  Nullsetzung  dieses  Factors  beide  Coefficienten 
zugleich  gleich  0,  und  der  Ausdruck  reducirt  sich  allein  auf  den 
dritten  Fundamentalpunct,    so  dass  dieser   ein   Punct  der  Curve   ist. 

§.  64.  Aus  diesen  Sätzen  fliesst  leicht  die  allgemeine  Gültigkeit 
folgender  Ausdrücke  für  einige  besonders  merkwürdige  Verbindungen 
unserer  Curven  mit  dem  Fundamentaldreieck. 

1)  Eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  die  drei 
Fundamentalpuncte  geht,  hat  den  Ausdruck: 

a[v  —  ß)[v  —  y)A  -\-  b{v  —  y){v  —  u)B  +  c{c  —  «)(ü  —  (3)  C. 

Durch  A  geht  die  Curve  für  v  =  a,  durch  B  für  v  =  (3,  und  durch 
C  für  V  =  y. 

2)  Der  Ausdruck  einer  Linie  der  z^veiten  Ordnung,  welche  die 
drei  Fundamentalseiten  berühi-t,  ist: 

a{v  —  ay'A  -hb{v  —  ßfB  +  c{v  —  /f  C. 

Die  drei  Berührungspuncte  finden   sich,   indem  man  nach  und  nach 
V  =  a,  ß,  y  setzt,  und  sind  daher  mit  der  Seite  BC : 
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mit  der  Seite  CA: 

c{ß-y)'C+a{ß-a)'A, 
mit  der  Seite  AB: 

a{y  —  aYA+b{y  —  ßYB. 

Man  wird  leicht  wahrnehmen,  dass  diese  drei  Puncte  zugleich 
diejenigen  sind,  in  denen  die  drei  Geraden  von  den  Spitzen  A^  B,  C 
nach  dem  Puncte 

\ß-7Y      ~^  [Y-cc?      ^  [a-ßY^^ 

gezogen  die  gegenüberstehenden  Seiten  BC^  CA,  AB  treffen.  Man 
erhält  somit  den  bekannten  schönen  Satz: 

Wird  um  eine  Linie  der  zweite?i  Ordnung^ein  Dreieck  beschrieben, 
so  schneiden  sich  die  drei  Geraden^  welche  die  Spitzen  des  Dreiecks 
mit  den  gegenüberliegenden  Berührungspuncten  verbinden,  in  eitlem 
Puncte. 

3)  Für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  durch  die  zwei 
Fundamentalpuncte  A  und  C  geht  und  daselbst  die  Fundamental- 
seiten AB  und  CB  berührt,  ist  der  Ausdruck: 

a [c  —  af  A  -\-  b{v  —  u){v  —  y)B  +  c{v  —  y)'  C. 

Denn  für  v  =  y  und  v  =  cc  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  A 
und  C,  so  dass  A  und  C  Puncte  der  Curve  sind.  In  diesen  berührt 
sie  aber  zugleich  die  Fundamentalseiten  AB  und  CB,  weil  die 
Coefficienten  von  C  und  A  Quadrate  sind. 

Jeder  dieser  drei  Ausdrücke  kann  durch  Einführung  einer  an- 
deren Veränderlichen  auf  einfachere  Formen  gebracht  werden.  Die 
Vereinfachung  der  beiden  ersteren  wird  in  der  Folge  gezeigt  w^erden. 
Um  den  dritten  einfacher  darzustellen,  darf  man  ihn  nur  mit  {v  —  a)- 

V  —  y 
dividiren, zur  neuen  Veränderlichen  nehmen,    und  man   ge- 

wahrt  bald,  dass  er  sich  dadurch  auf  die  Form  IV)  reducirt. 

§.  65.      Der  Ausdruck  IV)    bietet  uns   ein   sehr  leichtes  INIittel 
zur  Construction  dieser  Curven  dar. 
Man  setze 

aA-{-büB-{-cv^C=P, 

wo   also  P  einen  beliebigen   Punct   der  Curve   vorstellt.     Man   setze 

ferner : 

bB  +cC  =  gG  und  bB  +  cvC=xX 

aA-\-bB  =  hH  aA  +  cvC=yY 

aA  -\-bvB  =  zZ. 
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Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

P=  aA  -h  vxX  =cv''C-{-zZ 

aA-\-xX=bB  +  tjY=hH-\-cvC 

bvB-\-yY  =cvC-\-  zZ  =  aA-^ffvG. 

Mithin  ist  X  (Fig.  10)  der  Durchschnitt  von  BC  mit  AP,  Z  von 
AB  mit  CP\  die  drei  Geraden  AX,  BY,  CH  schneiden  sich  in 
einem  Puncte 

^  aA  -\-  xX  =  etc., 

welcher  R  heisse ;  und  eben  so  AG,  BY,  CZ  in  einem  Puncte 

=  bt)B-^yY=  etc., 

welcher    Q   heisse,    d.  i.    der   Durchschnitt  von  AX  und    CH,   und 
der  Durchschnitt  von  A  G  und  CZ  liegen  mit  B  in  einer  Geraden.  — 
Hieraus      ergiebt     sich     folgende     Con- 
struction : 

Man  bestimme  in  BC  und  AB  die 
Puncte 

G  =  bB -^  cC  vindi  H=aA  +  bB, 
und  ziehe  die  Geraden  AG  und  CH. 
Man  lege  hierauf  durch  C  nach  belie- 
biger Richtung  eine  Gerade  CZ,  welche 
AG  in  Q  schneide,  ziehe  BQ,  welche 
CH.  in  R  schneide,  und  ziehe  AR, 
welche  CZ  in  P  schneide;   so  ist  P  ein 

Punct  der  Curve.    Dies  lässt  sich  auch  folgenderweise,  als  Theorem, 
darstellen. 

Wenn  um  drei  feste  Puncte  A,  B,  C,  die  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  sich  drei  Gerade  AX,  BY,  CZ  bewegen,  dergestalt,  dass  der 
Durchschnitt  R  der  ersten  mit  der  zweiten  eine  durch  den  dritten  Punct 
gehende  Gerade  CH,  und  der  Durchschnitt  Q  der  zweiten  mit  der 
dritten  eine  durch  den  ersten  Punct  gehende  Gerade  AG  beschreibt, 
so  beschreibt  der  Durchschnitt  P  der  ersten  mit  der  dritten  eineii 
Kegelschnitt,  welcher  durch  den  ersten  und  dritten  Punct  geht^  und 
daselbst  die  von  diesen  Puncten  nach  dem  zweiten  Puncte  gezogenen 
Geraden  AB  und  BC  berührt  (§.  64,  3). 

Anmerkung.  Der  Durchschnitt  P bewegt  sich  auch  dann  noch  in  einem 
Kegelschnitte,  wenn  die  von  den  Durchschnitten  i2  und  Q  beschriebenen  Ge- 
raden nicht  durch  C  und  A  gehen,  sondern  irgend  eine  andere  Lage  haben. 
Unter  dieser  allgemeineren  Form  haben  den  Satz  die  Geometer  Maclaurin 
und  Braikenridge,  wie  es  scheint,  jeder  für  sich,  entdeckt.  In  des  letz- 
teren Exercitatio  geometr.  de  descriptione  linear,  curv.  ist  er  die  Prop.  1. 
Robert  Simson  berichtet  in  der  Vorrede  zu  seinen  Sect.  con.,   diesen  Satz 
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vorlängst  von  Maclaurin  mitgetheilt  erhalten  zu  haben,  und  drückt  ihn  in 
der  Sprache  der  älteren  Geometrie  so  aus:  Si  a  trihus  pimctis  datis,  quae  non 
sunt  in  recia  linea ,  diccantur  tres  rectae  lineae ,  et  ijjsarum  interseetiones  duae 
tangant  rectas  positione  datas;  tanget  reliqua  inter Sectio  scctionem  conicam 
positione  datam. 


§.  66.  Wie  Linien  in  Ebenen  nach  den  ihnen  zugehörigen 
Ausdrücken  in  Ordnungen  eingetheilt  werden  können,  geht  schon 
aus  der  zu  Anfange  dieses  Capitels  gegebenen  Erklärung  für  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung  hinlänglich  hervor.  Angenommen,  dass 
jeder  der  drei  Coefficienten  eine  ganze  rationale  Function  der  Ver- 
änderlichen ist,  dass  die  Coefficienten  nicht  einen  ihnen  allen  ge- 
meinschaftlichen Factor  haben,  und  dass  die  höchste  im  Ausdrucke 
vorkommende  Potenz  der  Veränderlichen  durch  Einführung  einer 
anderen  Veränderlichen  auf  keinen  niedrigeren  Grad  gebracht  werden 
kann:  so  Averde  eine  Linie  der  iiien  Ordnung  beigezählt,  wenn 
die  im  Ausdrucke  vorkommende  Veränderliche  bis  auf  den  wten 
Grad  steigt.  Hiernach  ist  also  der  allgemeine  Ausdiaick  für  eine 
Gerade  in  §.  38  zugleich  der  allgemeine  für  die  Linien  der  ersten 
Ordnung.  Der  Ausdruck  I)  in  §.  59  war  der  allgemeine  für  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung.  Bei  den  Linien  der  dritten  Ordnung 
Avird  die  allgemeine  Form  der  Coefficienten: 

a  V  -\-  a  v  -f-  a   v* 
sein,  u.  s.  av. 

§.  67.  Der  Vortheil,  Avelchen  die  geAvöhnliche  Eintheilung  der 
Linien  in  Ordnungen,  nach  den  ihnen  zukommenden  Gleichungen 
ZAvischen  Abscissen  und  Ordinaten,  gcAvährt,  dass  nämlich  die  Ord- 
nung einer  Linie  A^on  den  Aenderungen  der  Axen  des  Coordinaten- 
systems  ganz  unabhängig  ist,  derselbe  Vortheil  findet  auch  hier  statt, 
indem  bei  jedAveder  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  die  Ord- 
nung der  Linie  doch  immer  dieselbe  bleibt.  Denn  um  eine  Linie, 
Av eiche  in  Beziehung  auf  die  Fundamentalpuncte  A,  B,  C  gegeben 
ist,  auf  beliebige  andere  Fundamentalpuncte  A,,  B,,  C,  bezogen  dar- 
zustellen, hat  man  nur  in  dem  Ausdrucke  der  Linie  für  A,  jB,  C 
Ausdrücke  von  der  Form 

a,A,-^h,B,^c,C, 
zu  substituiren ,  aa'o  a,,  i,,  c,  beständige  Grössen  sind.     Vergl.  §.  35. 

§.  68.  In  dem  Ausdrucke  einer  Linie  von  der  «ten  Ordnung 
lässt  sich  jeder  der  drei  Coefficienten,   z.  B.  der  Coefficient  von  C, 
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in  höchstens  n  verschiedene  lineare  und  reelle  Factoren  auflösen, 
kann  also  für  höchstens  n  verschiedene  Werthe  der  Veränderlichen 
null  werden.  Für  diese  n  Werthe  der  Veränderlichen  reducirt  sich 
der  Ausdruck  auf  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  A  und  B 
allein,  d.  i.  auf  Puncte  der  Curve  in  der  Fundamentallinie  AB. 
Eine  Linie  der  ;2ten  Ordnung  kann  mithin  keine  der  Fundamental- 
linien in  mehr  als  höchstens  n  Puncten  schneiden.  Da  nun  durch 
Veränderung  der  Fundamentalpuncte  jede  andere  in  der  Ebene  der 
Curve  liegende  Gerade  zu  einer  Fundamentallinie  gemacht  werden 
kann,  durch  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  aber  die  Ordnung 
der  Curve  nicht  geändert  wird,  so  folgt,  dass  die  Zahl  der  Puncte, 
in  denen  eine  Curve  von  einer  Geraden  geschnitten  wird,  nicht 
grösser  sein  kann,  als  die  Zahl  der  Ordnung,  zu  welcher  die  Curve 
gehört. 

§.  69.  Die  Anzahl  der  Constanten,  welche  in  einem  Coeffi- 
cienten  des  allgemeinen  Ausdrucks  einer  Linie  von  der  Isten,  2ten, 
3ten,  . .  .,  ^?ten  Ordnung  vorkommen,  ist  =2,  3,  4,  .  . .,  w -(-  1 ; 
und  daher  die  Anzahl  der  Constanten  in  allen  drei  Coefficienten 
=  6,  9,  12,  ...,  3i'«-i-3.  So  lange  man  diese  3?^  +  3  Constanten  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie  der  ?iten  Ordnung  unbe- 
stimmt lässt,  bleibt  auch  die  Linie  hinsichtlich  ihrer  Gestalt,  Grösse 
und  Lage  gegen  das  Fundamentaldreieck  unbestimmt.  Ohne  aber 
diese  Unbestimmtheit  in  etwas  zu  mindern,  kann  man  immer  durch 
Einführung  einer  neuen  Veränderlichen  die  Zahl  der  unbestimmten 
Constanten  um  4  geringer  machen.  —  So  wurden  die  6  Constanten 
in  dem  allgemeinen  Ausdrucke  für  die  gerade  Linie  (§.  38)  auf  2 
(§.  40) ,  und  die  9  Constanten  bei  den  Linien  der  zweiten  Ordnung 
(§.  59)  auf  5  herabgebracht  (§.  60).  —  Um  jetzt  die  Allgemeinheit 
dieses  Satzes  darzuthun,  substituire  man  in  dem  allgemeinen  Aus- 
drucke von  der  ^^ten  Ordnung 

[a  +  olv  -j-  . .  +  ft^"U-«)  A^{h-\-..-\-  5^")  f")  5  4-  (^'  -r  •  •  +  c^«)  i^")  C, 

"Cx  -\-  r 

j^   für  ?;,  wo  X  die   neue  Veränderliche,    und  L,   r,  d-   noch  zu 

X  -\-  d- 

bestimmende  Constanten  sind,  multiplicire  den  Ausdruck,  um  ihn  von 

den  Brüchen  zu  befreien,   mit  {x -{- &y\   und  ordne   hierauf  die  drei 

Coefficienten    nach    den    Potenzen    von   x.     Man    Avird    somit    einen 

Ausdruck  von  derselben  Form  wie  vorhin  erhalten: 

(a  ^cc'x -{-..-{-  a(«)a;")^  ^{ß^..^  ß{n)^n^  B  +  [y  +  . .  +  y^'^^x)  C, 

in  welchem  die  3^4-3  Constanten  a,  a',  ..,  a^"),  ß,  ..,  /i^'^"\  /,  •  • ,  ;'^"^ 
bekannte  Functionen    der    3;^-i-3    vorigen  a,   a',  — ,  c(")   und    der 
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drei  neuen  L,  »;,  ^9-  sind.  Man  dividire  nun  den  solchergestalt  um- 
geänderten Ausdruck  durch  eine  seiner  Constanten,  z.  B.  durch  a, 
so  kommt  an  die  Stelle  von  «  die  Einheit,  die  3wH-  2  übrigen  werden 
die  vorigen  durch  «  dividirt,  und  man  kann  jetzt  die  drei  von  der 
Gestalt  und  Lage  der  Curve  ganz  unabhängigen  Grössen  C,  rj,  ^  so 
bestimmen ,  dass  eben  so  viel  der  3  w  -|-  2  übrigen  Constanten  be- 
stimmte numerische  Werthe  erhalten,  folglich  nur  3w — 1  unbe- 
stimmte   Constanten    noch    übrig    bleiben;    —    nicht    noch    weniger, 

weil  in  der  für  die  Veränderliche  v  gemachten  Substitution   —        ' 

nicht  mehr  als  drei  willkürliche  Constanten  eine  Stelle  finden 
können. 

§.  70.  Hiermit  lässt  sich  zugleich  die  Frage  beantworten:  Wie- 
viel nach  Belieben  genommener  Puncte  gegeben  sein  müssen,  damit 
eine  durch  sie  beschriebene  Linie  der  wten  Ordnung  vollkommen 
bestimmt  sei.     Soll  nämlich  der  Punct 

fA-{-gB-{-hC 
in  der  Linie 

liegen,  so  hat  man  nach  §.  24,«  die  zwei  Gleichungen: 

a-^a'x-^..  _  ß  +  ß'x+  ..  _  y-\-y'x+  .. 

/  ~  y  ~  /^  ' 

aus  denen,  nach  Elimination  von  x,  die  dazu  nöthige  Relation 
zwischen  den  Constanten  im  Ausdrucke  der  Linie  und  den  Coeffi- 
cienten  im  Ausdrucke  des  Punctes  hervorgeht.  Eben  so  ergiebt  sich 
für  jeden  neuen  Punct,  durch  den  die  Linie  gehen  soll,  eine  neue 
Relation  dieser  Art.  Da  nun  im  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie 
der  nten  Ordnung  die  Anzahl  der  Constanten  immer  auf  dn — 1 
gebracht  werden  kann,  zur  Bestimmung  von  3;?  —  1  Grössen  aber 
eben  so  viel  Gleichungen  zwischen  diesen  Grössen  erforderlich  sind, 
so  folgt,  dass  durch  3« — 1  willkührlich  genommene  Puncte  im 
Allgemeinen  immer  eine  und  nicht  mehr  als  eine  Linie  der  wten 
Ordnung  beschrieben  werden  kann. 

Eine  Linie  der  ersten  Ordnung  ist  demnach  durch  2  Puncte, 
der  zweiten  durch  5,  der  dritten  durch  8,  der  vierten  durch  11, 
u.  s.  w.   vollkommen  bestimmt. 

Nur  also  bei  der  ersten  und  zweiten  Ordnung  stimmt  in  dieser 
Hinsicht  die  neue  Eintheilung  der  Linien  in  Ordnungen  mit  der 
bisher  bekannten  Eintheilung  überein.  Denn  bei  letzterer  ist  eine 
Linie    der    dritten   Ordnung    erst    durch    9   Puncte,    eine   Linie    der 
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vierten  Ordnung  erst  durch  14  Puncte,  und  überhaupt  eine  Linie 
der  nten  Ordnung  durch  ^w(m  +  3)  Puncte  bestimmt,  also  durch 

Puncte  mehr,  als  bei  der  neuen  Eintheilung,  ein  Unterschied,  der 
nur  für  n  =  1  und  w  =  2  verschwindet.  Der  Grund  dieses  Unter- 
schieds liegt  darin,  dass,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden,  zwar 
jedem  Ausdrucke  von  der  dritten  oder  einer  höheren  Ordnung  eine 
Gleichung  von  der  ebensovielten  Ordnung  entspricht,  aber  nicht 
umgekehrt  jede  Gleichung  von  einer  höheren  Ordnung,  als  der 
zweiten,  in  einen  Ausdruck  mit  rationalen  Coefficienten  umgewandelt 
werden  kann. 

§.71.  Die  Art  und  Weise,  nach  welcher  wir  (§.  61)  den  all- 
gemeinen Ausdruck  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  bloss  durch 
Einführung  anderer  Fundamentalpuncte  auf  eine  sehr  einfache  Form 
zurückbrachten,  lässt  sich  auch  bei  Ausdrücken  für  Linien  höherer 
Ordnungen  anwenden,  nur  dass  dann  die  Zahl  der  festen  Puncte, 
auf  welche  der  bewegliche,  die  Curve  beschreibende  Punct  bezogen 
wird,  bei  jeder  höheren  Ordnung  um  eins  sich  vermehrt.  Verfährt 
man  nämlich,  wie  dort,  auch  bei  den  höheren  Potenzen  von  v  und 
setzt : 

a"'A  -\-  h"'B  +  c"C  =  cl,D„ 

a"A  +  h""B  -{-  c""C  =e,E,, 

u.  s.  w.,  so  wird  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Linie  der  dritten 
Ordnung : 

a,A,  +  h,vB,-\-  c,v^  C,  -f-  d,v'D,\ 

der  vierten  Ordnung: 

a,A,  4-  h,vB,  +  c,v*  C,  H-  d,v^D,  +  e,ü'E,] 

XL.    S.    W. 

Diese  höchst  einfachen  Ausdrücke  sind  insbesondere  von  Nutzen, 
um  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens,  nach  welchem  in  §.  65  die 
Linien  der  zweiten  Ordnung  construirt  wurden,  Linien  jeder  höheren 
Ordnung  zu  beschreiben.  —  Seien  A,  B,  C,  Z>,  E,  ...  (Fig.  11)  die 
in  dem  zu  construirenden  Ausdrucke 

aA  -f  bvB  -{-  cv-  C -{- dv' 1)  +  ev' E -\-  ... 

enthaltenen  Puncte.  Man  ziehe  die  Geraden  AB,  BC,  CD,  DE,  ..., 
und  nehme  darin  die  Puncte: 

aA+bB,     hB  +  cC,     cC  +  dD,     dD+eE, 
u.  s.  w. 
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Sei  ferner  B'  ein  beliebiger  Punct  der  Geraden  AB,   den  man 

=  aA-^hvB 

setze,  so  lässt  sich  hieraus  nach  §.  65  in  BC  der  Punct 

C  =  bB  +  cvC 
bestimmen.   —  Es  war  nämlich  in 
Fig.  10: 

H—aA  +  bB,  G  =  hB  +  cC 
und  aus   der  Geraden  C Z,   welche 
AB  in 

Z=aA  +  hvB 
traf,    wurde    durch    blosses    Ziehen 
gerader  Linien  die  Gerade  ^X  ge- 
funden, welche  der  BC  im  Punete 

X=hB-^cvC 
begegnete.    - —    Auf   eben    die    Art 
lässt  sich  nun  mittelst  dieses  Punctes,   welcher  in  Fig.  11    C  heisst, 
und  mit  Hülfe    der  Punete   hB-\-cC   und    cC-\-dD,    in    CD    der 
Punct 

D'=  cC-\-dvD 

finden;  und  so  kann  man  weiter  zu  den  Puncten 

E'=  clD  +  evE,    F',  ... 
fortgehen. 

Hiernach  ist  nun: 

aA  +  bvB  +  cv'C  =  {a  -\-bv)  B'+  cv^C  =aA-\-  v{b  +  cv)  C", 

folglich   ^   dem  Durchschnitt   der   Geraden  B' C  und  AC\    welcher 
C"  heisse; 

aA  -h  bvB  +  cv'-C+dv^D 

=  {a  +  bv+cv^)C"+  dv'D=  [a  -\-  bv) B' -\-  v^{c  +  dv)D\ 

folglich  ^  dem  Durchschnitt  der  Geraden  C"D  und  B' D\    welcher 
D"  heisse.     Eben  so  erhält  man  ferner 

aA  +  bvB-\-cv^C+dv^D  +  ev^E 

als  den  Durchschnitt  E"  der  Geraden  D"E  und  C"E'\ 

aA-\-bvB  +  ..  +fv^F 

als  den  Durchschnitt  F"  der  Geraden  E"F  und  D" F'\  u.  s.  w. 

Nachdem  also  die  Punete^,  B,  O,  ...,  aA  +  bB,  bB-\-cC,  ... 
bestimmt,  und  somit  die  in  den  Ausdrücken  vorkommenden  Con- 
stanten  construirt  sind,   kann  man  für  alle  Punete  B'  der  Geraden 
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aA  -^  bvB,    und  mithin  für  alle  Werthe   der  Veränderlichen   v   die 
entsprechenden  Puncte  C",  D",  ...  in  den  Linien  höherer  Ordnungen 

aA-\-..-\-cvW,    aA+ ...-i-dvW,  ... 
durch  blosses  Ziehen  gerader  Linien  finden. 


Sechstes  Capitel. 


Von  der  Berührung,  den  merkwürdigen  Puncten 
und  unendliclien  Aesten  krummer  Linien  in  Ebenen. 


§.  72.  Alle  in  diesem  Capitel  enthaltenen  Untersuchungen  haben 
die  Lösung  folgender  Aufgabe  zum  Zweck: 

Für  einen  gegebenen  Punct  einer  gegebenen  Curve  eine  an- 
dere einfachere  Curve  oder  gerade  Linie  zu  finden,  welche  der 
ersteren  bei  dem  gegebenen  Puncte  so  nahe  als  möglich  kommt, 
um  somit  aus  der  Beschaffenheit  der  einfacheren  Curve  an  jener 
Stelle  und  ihrer  Lage  gegen  die  gegebene  Curve,  die  Beschaffen- 
heit der  gegebenen  daselbst  kennen  zu  lernen. 

Je  wichtiger  diese  Untersuchungen  in  der  Theorie  der  Curven 
sind,  um  so  weniger  dürfte  es  überflüssig  sein,  zu  zeigen,  wie  auch 
hierbei  der  neue  Calcul  in  Anwenduno-  oebracht  werden  kann. 


'^o    o^ 


§.  73.     Sei  demnach 

pA-{-qB-\-rC 
der  gegebene  Ausdruck  einer  Linie  in  einer  Ebene,  also  p,  q,  r  ge- 
gebene Functionen  einer  Veränderlichen  v.  Für  denjenigen  Punct 
der  Linie,  bei  welchem  ihr  Gang  untersucht  werden  soll,  habe  v 
den  bestimmten  Werth  v'.  Demzufolge  substituire  man  für  v,  v'-\-  x, 
so  dass  X  die  Veränderliche  abgiebt,  und  es  wird: 

d^  2dy^ 

du  2dz)^ 

dy  2dü  ^ 
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WO  /)',  g-',  /  dieselben  Functionen  von  vt    bezeichnen,  welche  p,  q^  r 
von  ü  sind. 

Nachdem  man  nun  für  p,  q,  r  diese  Reihen  in  dem  Ausdrucke 
substituirt  hat,  ordne  man  ihn  nach  den  Potenzen  von  z,  und  setze 
sodann : 

p'A-\-qB-\-r'C=a% 

(XV  (IV  av 

d*ü'  d^a'  d*/ 


2dü'-^       '    2dt)'*       '    2dü' 
u.  s.  w.,  wo  also 

,,,,,.         da  d*a 

Hierdurch  erhält  der  Ausdruck  die  Form  einer  Reihe: 

welche  aus  w  +  1   Gliedern  bestehen  wird,   wenn  die  Linie  zur  n  ten 
Ordnung  gehört. 

Das  erste  Glied,  a'2{  ^  %,  ist  nichts  anderes,  als  der  in  Betrach- 
tung genommene  Punct  der  Curve  selbst,  indem  für  diesen  r  =  c' 
und  mithin  a:  =  0  ist.  Je  kleiner  man  x  nimmt,  desto  näher  mrd 
folglich  der  durch  die  Reihe  ausgedrückte  Punct  dem  Puncte  % 
liegen.  Desto  geringer  wird  aber  zugleich  der  Einfluss  der  mit 
höheren  Potenzen  von  x  behafteten  Glieder  auf  die  Bestimmung 
eines  solchen  Punctes  sein,  so  dass  mit  Weglassung  dieser  Glieder 
man  Ausdrücke  für  andere  einfachere  Linien  erhält ,  welche  bei  % 
der  Curve  (iV)  möglichst  nahe  kommen  werden. 

§.  74.     Man   bilde    hiernach   durch   Zusammennähme    der  zwei, 
drei,  vier,  etc.  ersten  Glieder  der  Reihe  die  Ausdrücke: 
I)  a2l-t-6a:ö 

III)  a  5(  +  b  .r  33  +  c  .r*  ($  +  fc.r»  T . 

u.  s.  Av.,   Avo   die   vorgesetzten    Zahlen    zugleich    die   Ordnungen    der 
dadurch  ausgedrückten  Linien  bezeichnen. 

Seien  nun  für  einen  unendlich  kleinen  Werth  von  .r,  welcher  / 
heisse,  die  demselben  in  den  Linien  I),  II),  III),  ...  entsprechenden 
Puncte  ^\  (S',  -4)',  ...  (Fig.  1 2),  also : 

«ö'=a2l  +  btS, 

3:)'=  a3H-  b/ö  H-  crii  4-  trT.  u.  s.  w. 
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Hieraus  folgt: 
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a>'=  (a  4-  6^  +  ci"^)(S'+  ti'l>, 

u.  s.  w..   oder  kürzer,   weil   es   immer  nur  auf  das  gegenseitige  Ver- 
hältniss  der  Coefficienten  ankommt,  und  i  unendlich  klein  ist: 

:Ö'=a2H-beiö,  (£' =  a i8'+ c «" (S ,   1>'=  a(E'+ te^lD,  ... 

Eben  so    findet   sich ,   wenn  für    v  =  —  i  die   in   den  Linien  I) ,   11), 
in),  ...    zugehörigen  Puncte  mit  iö,,   (E,,  X),,   ...  bezeichnet  werden: 

^,=  a2(  — beiß,  (E,=  ai8,+ ce"^(E,  ^,=  a(l  —  li'T},  ... 

Wie  sich  durch  Auflösung  dieser  Formeln   in   Proportionen   ergiebt 
(§.  21),  liegen  folglich 


Fig.  12. 

1)  So'  und  iß,  in  der  Geraden  2(iö  dem  3(  unendlich  nahe,  aber 
auf  entgegengesetzten  Seiten  dieses  Punctes; 

2)  ß'  und  G,  in  den  Geraden  iö'(E  und  iB,(S  von  iß'  und  iß,  um 
ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  entfernt,  und  zwar  zu- 
gleich nach  (£  hin  oder  von  ß  abwärts,  also  immer  auf  einerlei  Seite 
der  Linie  iÖ,%Sd'  oder  I); 

3)  X)'  und  r,  in  den  Geraden  (5.'x}  und  (S,I>,  von  ß'  und  (5,  um 
ein  Unendlichkleines  der  dritten  Ordnung  entfernt,  und  zwar  der 
eine  Punct  nach  X)  hin,  der  andere  von  X)  abwärts,  also  beide  auf 
entgegengesetzten  Seiten  der  Linie  ß,2((E'  oder  II);  u.  s.  w. 

§.  75.  Lehnsatz.  Wenn  von  drei  Puncten  A,  31,  N  der 
Punct  M  von  A  um  ein  Unendlichkleines  der  ersten  Ordnung  und 
N  von  M  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  oder  dritten,  vierten 
etc.  Ordnung  absteht,  so  ist  auch  N  von  A  um  ein  UnendHchkleines 
der  ersten  Ordnung  entfernt:  und  wenn  zugleich  die  Winkel  AMN 
und  ANM  von  endlicher  Grösse  sind,  so  lassen  sich  AM  und  AN 
als   die   Elemente   zweier   Curven  betrachten,    zwischen   denen   in   A 

Möbin  s  Werke  I.  7 
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eine  Berührung   von  der   ersten   oder  zweiten,   dritten  etc.  Ordnung 
stattfindet. 

Allgemeiner :  Bedeuten  m  und  n  zwei  positive  ganze  Zahlen,  und 
ist  AM  von  der  /wten,  MN  von  der  [m  -\-  w)ten  Ordnung,  so  ist  auch 
AN  von  der  mten  Ordnung,  und,  unter  derselben  Voraussetzung, 
dass  AMN^  ANM  endliche  Winkel  sind,  ist  die  Berührung  der 
beiden  Curven,   welche  A3I  und  AN  zu  Elementen  haben,   —   der 

71/ 

Analogie  nach  —  von  der  — ten  Ordnung. 

§.  76.  Mit  Hülfe  dieses  Satzes,  der,  wenn  auch  noch  nicht  so 
ausgedrückt,  doch  Jedem,  welcher  die  abgekürzte  Sprache  der  höheren 
Analysis  versteht,  sogleich  einleuchten  wird,  zeigt  sich  nun  Folgendes : 

1)  Die  Abstände  2tS3',  2t(5',  %t)\  ...,  %^,,  %^„  51D„  ...  sind 
von  der  ersten  Ordnung;  ^' ^' ,  ^"^' ,  ...,  :39,(5,,  33,®,,  ...  von  der 
zweiten;  S'®',  ...,  (5,T),,   ...  von  der  dritten;  u.  s.  w. 

2)  Da  zugleich  die  gegenseitigen  Neigungen  der  Geraden  2(i8, 
21(5,  21 S),  ...  als  endlich  zu  betrachten  sind,  so  berühren  sich  sämmt- 
liche  Linien  I),  II),  III),  ...,  [N]  in  21;  und  zwar  ist  die  Berührung 
der  Linie  I)  mit  jeder  der  übrigen  11),  III),  ...,  [N]  von  der  ersten 
Ordnung;  die  Berührung  der  Linie  II)  mit  III),  ...,  [N]  von  der 
zweiten;  die  Berührung  der  Linie  III)  mit  jeder  der  folgenden  von 
der  dritten  Ordnung;  u.  s.  w. 

3)  Bei  jeder  dieser  Linien  fallen  die  der  Berührung  unmittelbar 
vorangehenden  und  folgenden  Theile  auf  entgegengesetzte  Seiten 
jeder  Geraden,  w^elche  durch  21  geht  und  gegen  2(^  eine  endliche 
Neigung  hat,  oder,  —  wde  wir  uns  kurz  ausdrücken  AvoUen,  —  auf 
entgegengesetzte  Seiten  des  Punctes  21. 

4)  Alle  Linien  II),  III),  ...,  [N]  sind  in  der  Nähe  von  2t  auf 
einerlei  Seite  der  Linie  I)  enthalten.  Eben  so  hat  III)  alle  folgenden 
Linien  auf  einerlei  Seite  von  sich  liegen;  und  so  fort  jede  Linie  von 
höherer  ungerader  Ordnung.  Dagegen  w'ird  jede  Linie  von  gerader 
Ordnung ,  wie  II) ,  von  allen  folgenden  in  21  durchgangen ,  wobei 
aber  ebenfalls  diejenigen  Theile  der  folgenden  Linien,  welche  mit 
einander  auf  einerlei  Seite  von  21  liegen,  auch  auf  einer  und  der- 
selben Seite  von  II)  befindlich  sind. 

§.  77.  Von  jetzt  an  soll  uns  bloss  die  Linie  I)  oder  die  gerad- 
linige Tangente  noch  beschäftigen.    Sie  hat  den  Ausdruck:  a2(-l- b.t'iö. 

Substituirt  man  darin  für  a2l  und  i»iJ3  aus  §.  73  ihre  Werthe, 
so  kommt: 
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(p'+ ^:r)  ^ +(/+  ^.r)^ +(;•'+ 1^:.)  C, 
als   allgeineiner  Ausdruck  der    geradlinigen  Tangente    an   die    Curve 

in  dem  Puncte,  für  welchen  v  =  v'  ist. 

Wenn 

d/        d£         d/_ 
d^;'^  df'  ^  dt;' 

also  6  =  0,  so  ist  ^  ein  unendlich  entfernter  Punct,  und  die  Tan- 
gente ist  eine  Linie  durch  5t,  parallel  mit  der  durch  iß  bestimmten 
Richtung,  also  construirbar,  obwohl  die  einzelnen  Puncte  derselben 
nicht  durch  den  Ausdruck  a^t-j-bariö,  sondern  mit  Hülfe  des  auf 
A,  B,  C  zurückgebrachten  gefunden  werden  können.  Dasselbe  gilt 
auch  von  den  Ausdrücken  berührender  Linien  höherer  Ordnungen. 
Ist  z.  B.  in  dem  Ausdrucke 

eine  der  Summen  der  Differentialquotienten ,  welche  h  und  c  vor- 
stellen, gleich  0,  oder  sind  es  beide  Summen  zugleich,  und  folglich 
die  Puncte  iB  und  S  unendlich  entfernt,  so  ist  demungeachtet  eine 
berührende  Linie  der  zweiten  Ordnung  vorhanden.  Allein  um  solche 
zu  construiren,  muss  man  den  Ausdruck  zuvor  auf  A,  B,  C  be- 
ziehen. —  In  dem  Falle,  wo  a  =  0  und  mithin  21  unendlich  ent- 
fernt ist,  geht  die  Tangente  in  eine  Asymptote  über,  -wovon  später 
mit  Mehreren!  die  Rede  sein  wii-d.  — 

Anders  verhält  es  sich,  wenn  von  den  drei  DiflFerentialquotienten, 
welche  eine  der  Summen  16,  c,  ...  bilden,  jeder  einzeln  gleich  0  ist; 
z.  B. 

^=0     ^=0     ^  =  0 

V  dv  dv 

Denn  alsdann  ist  das  zugehörige  Glied  hx^  als  gar  nicht  vorhan- 
handen  zu  betrachten.  Nur  das  erste  Glied  a%  kann  auf  diese  Weise 
nicht  wegfallen,  indem,  wenn  p',  q',  r'  zugleich  gleich  0  sein  sollten, 
jeder  der  drei  Coefficienten  ^j,  q,  r  den  Factor  v  —  v'  enthalten 
müsste,  was  der  in  §.  66  gemachten  Annahme  entgegen  ist. 

§.  78.  Die  Berührung  einer  Curve  mit  einer  Geraden  ist  im 
Allgemeinen  von  der  ersten  Ordnung,  kann  aber  an  besonderen 
Stellen  der  ersteren  auch  von  einer  anderen  Ordnung  sein.  Der- 
gleichen Stellen,  oder  sogenannte  merkwürdige  Puncte,  kommen 
vor,   wenn  in  dem  Anfange  der  Reihe  {N)    ein  oder  etliche  Glieder, 
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aSt  immer  ausgenommen,  auf  die  eben  gedachte  Art  wegfallen,  so 
dass  das  wirklich  vorhandene  dritte  Glied  eine  höhere  Potenz  von  x^ 
als  die  zweite,  enthält,  mag  in  dem  vorhandenen  zweiten  Gliede, 
entweder  die  erste  Potenz  wie  gewöhnlich,  oder  ebenfalls  eine  höhere 
angetroffen  werden. 

Fehle  z.  B.  das  Glied  crr'^S,  sei  also  der  Anfang  der  Reihe: 

Mit  Anwendung  der  in  §.  74   gebrauchten  Bezeichnung   findet   sich: 

iö'=  a2(  +  beiß,     ^'=  a^'+  Ce^D, 

Die  Puncto  T)',  1),  liegen  daher  von  den  Puncten  iß',  iö,  der  Linie 
SliB   oder   der   geradlinigen  Tangente    nur   um    ein   Unendlichkleines 

der  dritten  Ordnung  entfernt  und  auf  ent- 
gegengesetzten Seiten  dieser  Linie  (Fig.  13). 
Die  durch  die  drei  ersten  Glieder  von  [N) 
ausgedrückte  Curve  X),2(X)'  durchgeht  also 
in  21  die  Tangente,  hat  folglich  daselbst 
einen  Wendungspunct,  und  die  Berüh- 
rung ist  von  der  zweiten  Ordnung  (§.  75). 
Dasselbe  Avird  aber  auch  von  der  Curve  (iV) 
selbst  gelten,  als  welche  sich  bei  3(  nur  um 
ein  Unendlichkleines  einer  noch  höheren 
Ordnung  von  D,2(D'  entfernt. 


Fig.  13. 


§■  79.    Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  das  Glied  \ix^  wegfalle,  und 
mithin  der  Anfang  der  Reihe : 

sei.     Alsdann  wird  für  ein  unendlich  kleines  x: 

Die  Puncte  S',  (S,  fallen  daher  in  einen  zusammen,  der  in  der  Ge- 
raden 2I(S  von  %  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung  ab- 
steht, und  von  welchem  die  Puncte  "D',  3),,  der  eine  nach  X^  hin, 
der  andere  von  J)  abwärts,  um  ein  Unendlichkleines  der  dritten 
Ordnung  entfernt  sind  (Fig.  14).  Hier  ist  also  21(5  die  Tangente  der 
Curve  ®,2(X^'  und  mithin  auch  der  Curve  (xY)  in  21,  die  Berührung 
aber  von  der  Ordnung  ^ ,  und  so  beschaffen,  dass  die  der  Berührung 
unmittelbar  vorangehenden  und  folgenden  Thcile  auf  einerlei  Seite 
des  Punctes  21  und   auf  entgegengesetzten    der  Tangente  21  Ci    liegen. 


^.  so. 
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Die  Curve   hat   folglich   eine   sogenannte   Spitze   oder   Rückkehr- 
punct  der  ersten  Art. 


Fig.  14. 


§.  80.     Fehle  -wiederum  das  Glied  hx^   und  zugleich  noch  das 
Glied  tx^l^,  beginne  also  die  Reihe  mit 
(iV)       a^K  +  cx^- (5  4-  e.-r*  (5  +  . . . 

Hier  geben  die  drei  ersten  Glieder, 
X*-  =  y  gesetzt,  den  Ausdruck  für  eine  Linie 
der  zweiten  Ordnung,  welche  die  Gerade 
2((E  im  Puncte  %  berührt,  aber  von  %  nur 
nach  einer  Seite  zu  fortgeht,  weil  y  nicht 
negativ  werden  kann.  Aus  demselben  Grunde 
würde  auch  die  Curve  [N]  in  2t  unterbrochen 
sein,  wenn  die  folgenden  Glieder  ihres  Aus- 
drucks nur  gerade  Potenzen  von  x  enthielten.  Sie  würde  dann  aber 
durch  die  Substitution  von  y  für  x^  auf  die  Ordnung  \n  sich  redu- 
ciren  lassen,  was  dem  §.  66  entgegen  ist.  Sei  demnach  das  auf  zx^^ 
zunächst  folgende  Glied  mit  ungerader  Potenz,  \x^'^,  wirklich  vor- 
handen, so  wird,  wenn  man  in  dem  bisherigen  Sinne  auch  die 
Buchstaben  (S  und  %  accentuirt: 

Es  sind  demnach  (Fig.  15)  2((i',  in  Slß,  von  der  zweiten  und 
(S'(5',  in  ß'ß,  von  der  vierten  Ordnung:  ß'^'  aber  und  ß'^,,  von  (5' 
nach  entgegengesetzten  Seiten  in  (i'g  lie- 
gend, von  der  fünften  Ordnung;  woraus 
weiter  folgt,  dass  5'  und  %,  auf  einerlei 
Seite  von  2(ß,  und  von  d'  um  ein  Un- 
endlichkleines der  vierten  Ordnung  ent- 
fernt sind.  Die  dem  %  zunächst  voran- 
gehenden und  folgenden  Theile  der  Curve 
§,2i|5'  liegen  mithin  auf  einerlei  Seite  so- 
wohl des  Punctes  2t,  als  der  Geraden  2t  (S, 

welche  letztere  zugleich  die  Tangente  ist  und  mit  jedem  der  beiden 
Theile  eine  Berührung  der  ersten  Ordnung  bildet.  Es  hat  daher 
die  Curve  ?5,2tg',  und  folglich  auch  die  Curve  (iV),  in  21  eine  Spitze 
der  zweiten  Art. 

Zwischen  den  beiden  Zweigen  2t  5'  und  2t  ^,,  welche  sich  zu 
dieser  Spitze  vereinigen,  geht  die  Linie  der  zweiten  Ordnung  2t (S' 
hindurch,  und  die  Berührung  derselben  mit  jedem  der  beiden  Zweige 


Fig.  1.5. 
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und  folglich  auch  die  gegenseitige  Berührung  der  Zweige  ist  von 
der  Ordnung  f. 

§.81.     Seien  jetzt  allgemein  die  drei  ersten  Glieder  der  Reihe: 
(N)  a3i  +  g.rö'®  +  ^z''^  +  ..., 

wo  ff,  h  zwei  positive  ganze  Zahlen  bedeuten,  und  g  <^h\  so  erhellet 
auf  dieselbe  Weise,  nach  der  wir  bei  den  bisherigen  speciellen  Fällen 
zu  Werke  gingen.  Folgendes: 

1)  Die  Curve  (iV)  wird  in  %  von  der  Geraden  %%  berührt. 

2)  Die  dem  %  zunächst  vorangehenden  und  folgenden  Theile 
der  Curve  liegen  auf  einerlei  Seite  dieses  Punctes  (wie  Fig.  14  und  15), 
oder  auf  entgegengesetzten  Seiten  desselben  (wie  Fig.  12  und  13),  je 
nachdem  g  gerade  oder  ungerade  ist.  Sie  liegen  ferner  auf  einerlei 
Seite  der  Tangente  %%  (wie  Fig.  12  und  15),  oder  auf  entgegen- 
gesetzten (wie  Fig.  13  und  14),  na'chdem  h  gerade  oder  ungerade  ist. 

3)  Die   Berührung    der    Curve    mit  21  (^    ist    von    der    Ordnung 

A_i. 

9 

§.  82.  Es  sind  aber  diese  Regeln  über  das  Vorhandensein  und 
die  Beschaff enheit  merkwürdiger  Puncte  nur  unter  der  bis  jetzt  still- 
schweigend gemachten  Voraussetzung  richtig,  dass  von  den  drei 
ersten,  wirklich  vorhandenen  Puncten  der  Reihe  keiner  mit  dem 
andern  identisch  ist,  und  dass  dieselben  nicht  in  einer  Geraden 
liegen.  Denn  ist  z.  B.  ®  mit  91  identisch,  so  reducirt  sich  der  An- 
fang der  Reihe  auf: 

(a  -f-  ga:ö')3(  +  r):r''ip  =  a5t  +  t)a:''§, 

indem  man  es  gegenwärtig  nur  mit  unendlich  kleinen  Werthen  der 
Veränderlichen  zu  thun  hat,  für  solche  aber  <^x^  gegen  a  ver- 
schwindet. Oder  ist  |)  mit  ®  identisch,  so  wird  aus  demselben 
Grunde  der  Anfang: 

a^l  +  {^x^  H-  ^a;'')(S  =  a5(  +  cj.rö'®. 
Liegt  aber  §  mit  %  und  ^  in  einer  Geraden,  so  sei 

und  der  Anfang  der  Reihe  wird: 

(a  +  a';r'')5(  +  (g;r^-h-gV0(^, 

der  sich  wie  vorhin  auf  a^X  +  g-rS'®  reducirt.  In  jedem  dieser  FäUe 
fliessen  also  die  drei  ersten  Glieder  in  zwei  zusammen,  und  man  ist 
genöthigt,  in  der  Reihe  noch  weiter  fortzugehen,  und  von  den  nächst- 
folgenden  Gliedern   dasjenige   als   drittes   zu   nehmen,    dessen   Punct 
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weder  mit  einem  der  beiden  ersten  Piincte ,  21  und  @  oder  $ ,  zu- 
sammenfällt, noch  mit  denselben  in  einer  Geraden  liegt. 

Zugleich,  ist  hieraus  ersichtlich,  wie  es  merkwürdige  Puncte 
auch  geben  kann,  ohne  dass  ein  oder  etliche  Glieder  im  Anfang  der 
Reihe  ausfallen.  So  findet  der  Wendungspunct  in  §.  78  auch  dann 
statt,  wenn  %,  iö,  S  in  einer  Geraden  liegen:  die  Spitze  der  ersten 
Art  in  §.  79  auch  dann,  wenn  3(  und  :Ö  identisch  sind:  die  Spitze 
der  zweiten  Art  in  §.  80,  wenn  2t  und  ^  identisch,  und  2(,  ß,  !D  in 
einer  Geraden  liegen*).     Denn  überhaupt  wird  man 

als  Anfang  der  Reihe  zu  nehmen  haben,  wenn  unter  den  auf  % 
folgenden  Puncten,  ^  der  erste,  mit  %  nicht  identische  ist,  und 
unter  den  auf  ®  folgenden,  ^  der  erste  ist,  der  weder  mit  2t  oder 
®  identisch  ist,  noch  mit  2(  und  @  in  einer  Geraden  liegt. 


§.  83.  Hiermit  glaube  ich,  die  Hauptumstände  bei  der  Be- 
rührung ki-ummer  Linien  und  das  Vorzüglichste  von  der  Beschaffen- 
heit ihrer  merkwürdigen  Puncte  auseinandergesetzt  zu  haben.  Es 
sei  mir  aber  erlaubt,  dieselben  Gegenstände  noch  auf  eine  andere 
Weise  zu  behandeln,  die,  wenn  sie  auch  etwas  mehr  Zurüstung  er- 
fordert, doch  den  Vorzug  einer  grösseren  Anschaulichkeit  besitzt, 
und  insbesondere  über  die  Natur  der  merkwürdigen  Puncte  ein 
helleres  Licht  verbreitet.  Auch  wird  diese  andere  Darstellmiffsart, 
über  die  bisher  noch  nicht  erwähnten  Puncte,  in  denen  sich  zwei 
oder  mehrere  Aeste  der  Curve  schneiden,  und  welche  man  doppelte, 
dreifache,    etc.  Puncte  nennt,   Einiges  zu  sagen,    Gelegenheit  geben. 

Ich  gehe  hierbei   von   folgender  Erklärung   der  Berührung   aus. 


*)  Nimmt  man  aus  §.  73  die  Ausdrücke  der  Puncte  '31,  S,  S,  SD,  auf  ^,  B,  C 
bezogen,  so  lassen  sich,  mit  Hülfe  der  §§.  43  und  24,  a,  diese  Bedingungen  folgender- 
■weise  durch  Gleichungen  darstellen. 

Die  Curve  pA  +  qB  +  rC  hat  für  v  =  v'  einen  Wendungspunct,  wenn  für 
diesen  Werth  von  v 

A^p  {qä.r —  rdq]  +  ä- q  räp  — pär  -j-  d'^r  päq  —  qäp    =  0; 

eine  Spitze  der  ersten  Art,  wenn 

jdr  =  rdq  und  rdp  =  pdr , 

(folglich  auch  pdq=^  qäp  ;  eine  Spitze  der  zweiten  Art,  wenn 

qdr  =  rdq,    rdp  =  ^d?* 
und 

d^p'qd-r  —  rd-q  +  (Pq{rd^p — pd'-r  -j-  ...  =  0. 


104  Der  barycentrische  Calcul.     Abschnitt  I.  §.  84. 

Wenn  zwei  Linien  sich  in  zwei,  drei,  vier,  etc.  Puncten  schnei- 
den, und  die  eine,  oder  beide  Linien  zugleich,  dergestalt  geändert 
werden,  dass  die  Schneidungspuncte  einander  immer  näher  rücken, 
so  sagt  man  im  Augenblicke  des  Zusammenfallens  derselben,  dass 
zwischen  den  Linien  eine  Berührung  von  der  ersten,  zweiten,  dritten, 
etc.  Ordnung  stattfinde. 

§.  84.  Werde  nun  statt  des  Ausdrucks  {N)  in  §.  73  zunächst 
folgender  in  Betracht  gezogen: 

(iY*)     aSl  +  hx^  -\-cx{x  —  ^)(S  +  tx{x  —  i) [x  —  i')  t) 
+  ^x{x  —  i)  [x  —  i')  [x  —  i") (S  H-  . . . , 
wo  i,  i',  i",  ...  endliche,  constante  Grössen  bedeuten,  die  man,    um 
etwas  Gewisses  zu  setzen,  positiv  und  i<ii'<ii"<^  •••  annehme. 

Heissen  ferner  die  Puncte  der  Curve,  in  denen  die  Veränder- 
liche X  diesen  Grössen  der  Reihe  nach  gleich  wird,  resp.  %\  2(", 
21"',  ...  (Fig.  16),  so  dass  folglich 

2l'=a5l  +  BeS3, 

W=  aSl  -f  W^  +  c(^"— «)e, 

w"=  a%  H-  ii"sd  +  zi"{i'—  e)(5  -h  fcr(r—  «)(r—  od, 

u.  s.  w. 


Man  nehme  jetzt,  wie  in  §.  74,  von  dem  Ausdrucke  {X*)  nach 
und  nach  die  zwei,  drei,  vier,  etc.  ersten  Glieder  zusammen  und 
bilde  die  Ausdrücke: 

-    I*)    aSt-hfc.'T©, 
n*)     a%  +  lx^  +  zx{x  —  i)^, 
m*)     a5l  +  'hx^  -^zx{x  —  i)(i  +  'cx{x  —  i) {x  —  i') D , 

u.  s.  w.,  die  nach  den  beigesetzten  Zahlen  Linien  der  ersten,  zweiten, 
dritten,  etc.  Ordnung  angehören  werden. 

Nun  reducirt  sich  der  Ausdruck  I*)  für  :c  =  0  und  gleich  i,  auf 
21  und  1';  der  Ausdruck  H*)  für  a:  =  0,  *  und  ^^  auf  21,  21',  21";  der 
Ausdruck  m*)  für  a;  =  0,  i,  i',  i'  auf  2t,  2[',  2[",  21'";  u.  s.  w.  Es 
geht  folglich  die  Linie  I*)  durch  die  Puncte  21  und  2(';  die  Linie 
n*)    durch   die   Puncte  2(,    21',  21";    die   Linie  III*)   nächstdem  noch 
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durch  den  Punct  %"'.  Ueberhaupt  also  geht  die  Linie  der  Xten 
Ordnung  durch  die  ersten  k -{- 1  Puncte  der  Reihe  2(,  W,  ...,  und 
hat  dieselben  mit  allen  Linien  von  höherer  Ordnung  gemein. 

Es  können  aber  die  Grössen  i,  i' ,  i',  ...  immer  so  klein  ge- 
nommen werden,  dass  diese  Puncte  zunächst  die  einzigen  sind,  in 
denen  die  Linien  zusammen  kommen.  Auch  werden  sich  in  den- 
selben je  zwei  Linien  wirklich  schneiden,  nicht  bloss  berühren.  Wir 
wollen  dieses  durch  Vergleichung  der  Linie  II*)  mit  irgend  einer 
der  anderen  von  höherer  Ordnung  erläutern. 

Heisse  der  die  Linie  von  höherer  Ordnung  beschreibende  Punct, 
P,  und  der  die  Linie  II*)  beschreibende,   Q,  so  ist: 

P  =  [a  -f-  b.r  -f  (ix{x  —  i)]  Q-\-x{x  —  i] [x  —  i')[tT)  +  t[x  —  i")^  -{- . .] 

ein  Ausdruck,  der  für  genugsam  kleine  "Werthe  von  i,  ^',  i',  . . . ,  und 
für  eben  so  kleine,  oder  nicht  viel  grössere  Werthe  von  x,  mit  dem 
Ausdrucke 

P  ^  Q  -\- pT^ ,  wo  p  =^  tx{x  —  i){x  —  ^')  ;  a , 

beinahe  gleichgeltend  angenommen  werden  kann. 

Diesem  letzteren  Ausdrucke  zufolge  liegt  nun  P  mit  Q  in  einer 
um  1j  beweglichen  Geraden,  und,  weil  p  immer  sehr  klein  ist,  dem 
Q  weit  näher  als  dem  X),  bald  von  Q  nach  X^  zu,  bald  auf  der  an- 
deren Seite  von  Q,  nachdem  p  positiv  oder  negativ  ist:  für  ^j  =  0 
fällt  P  mit  Q  zusammen.  Es  geht  aber  p>  durch  Null  in  das  Ent- 
gegengesetzte über,  wenn  x  aus  dem  Negativen  durch  Null  in  das 
Positive,  und  fernerhin  im  Positiven  durch  i  und  i'  fortgeht,  d.  i.  in 
den  Puncten  2t,  21',  2(",  und  sonst  nicht.  Mithin  werden  sich  die 
von  den  Puncten  P  und  Q  beschriebenen  Curven  zunächst  nur  in 
diesen   drei  Puncten  begegnen,    und   darin  sich  jedesmal  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  die  Grössen  i,  i' ,  ^",  ...  bis  zum  Ver- 
schwinden abnehmend,  so  rücken  die  Durchschnittspuncte  21,  2(', 
21",  ...  in  Einen  zusammen,  und  die  Ausdrücke  I*),  11*),  ...,  (^V*) 
gehen  über  in  I),  II),  ...,  {X)  (§.  74).  Nach  der  in  §.  83  gegebenen 
Erklärung  müssen  sich  daher  die  Linien  I),  11),  ...,  {X)  in  %  be- 
rühren, und  zwar  so,  dass  die  Berührung  der  Ä-ten  dieser  Linien  mit 
jeder  der  folgenden  von  der  Äten  Ordnung  ist. 

§.  85.  Aus  jener  Erklärung  kann  man  sehr  leicht  auch  die 
übrigen  bei  den  Berührungen  vorkommenden  Umstände  ableiten.  — 
Da  von  zwei  sich  in  mehreren  Puncten  schneidenden  Linien  die 
zwei  Theile  der  einen  Linie,  welche  über  den  ersten  und  letzten 
Durchschnitt  hinaus  sich  erstrecken,  bei  einer  geraden  Anzahl  der 
Durchschnitte    auf  einerlei,   bei   einer  ungeraden    auf  verschiedenen 
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Seiten  der  anderen  Linie  liegen,  so  wird  auch  bei  dem  Berührungs- 
puncte  die  eine  Linie  ganz  auf  der  einen  Seite  der  anderen  ent- 
halten sein,  oder  sie  daselbst  durchgehen,  je  nachdem  die  Ordnung 
der  Berührung  ungerade  oder  gerade  ist. 

Nehmen  Tvir  ferner  von  den  Linien  I*),  II*),  ...,  (X*)  irgend 
drei  in  Betracht.  Sie  heissen  K,  L,  31,  seien  von  der  y?;ten,  Iten, 
mten  Ordnung,  und  k  kleiner  als  l  und  als  m,  so  wird  die  Linie 
Ä"  jede  der  Linien  L  und  31  in  den  ersten  k -\- 1  Puncten  2(,  iii', 
...,  %^^\  und  in  nicht  mehreren  schneiden.  Lägen  nun  L  und  3f 
vor  dem  ersten  dieser  Durchschnitte  31  auf  verschiedenen  Seiten  von 
Kj  so  würden  sie  auch  nach  demselben,  nach  jedem  anderen,  und 
folglich  auch  nach  dem  {k -{-  l)sten  Durchschnitte  2(^'''^  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  K  befindlich  sein.  Da  sich  aber  L  und  31,  als 
Linien  von  höheren  Ordnungen  als  der  ^ten,  in  mehr  als  den  k -\- \ 
ersten  Puncten  schneiden,  so  würde  zu  diesem  Ende  eine  dieser 
Linien  noch  einmal  durch  K  gehen  müssen,  welches  nicht  sein  kann. 
L  und  31  müssen  daher  vor  dem  ersten  Durchschnitte  mit  K  sich 
auf  einerlei  Seite  von  K  befinden.  Denn  alsdann  werden  sie  auch 
nach  dem  (/?- +  l)sten  Durchschnitte  auf  einerlei  Seite  von  K  (auf 
dieselbe  wie  vorher,  oder  auf  die  entgegengesetzte,  je  nachdem  k 
ungerade  oder  gerade  ist)  zu  liegen  kommen,  und  sich  nun  selbst  in 
noch  mehreren  Puncten  schneiden  können,  ohne  dass  eine  von  ihnen 
der  Linie  K  abermals  begegnet. 

Die  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  von  je  dreien  der  sich  in  3t 
berührenden  Linien,  die  Linie  der  niedrigsten  Ordnung  auf  beiden 
Seiten  von  3(  ausserhalb  der  beiden  anderen  Linien  Hegt.  Vergl. 
§.  76,  4. 

§.  86.  Wenden  Avir  jetzt  dieselbe  DarstellungsAveise  auf  die  in 
§.  78  etc.  betrachteten  merkwürdigen  Puncte  an. 

Für  den  in  §.  78  gedachten  Fall,  avo  c(S  =  0,  ist  der  Anfang 
der  Reihe: 

{N*)      a%-^'bx^-\-i.v{x  —  i){x  —  i')V -{-... 
Bezeichnet  man  Aviederum   mit  31',    3t",    ...    die   Puncte,    welche 
(N*)  für  X  =  i,  i',  ...  giebt,   so  wird 

3t'=a3t-}-In'iß, 
wie  vorhin,  und 

r=a3t-i-bi'©. 

Hier  hat  also  die  Curve  mit  der  Geraden  3t®  drei  auf  einander 
folgende  Puncte  3t,  3t',  3t"  gemein,  und  es  lässt  sich  Avie  oben  (§.  84) 
zeigen,    dass  diese  Puncte  für  genugsam  kleine  Werthe  von  i,  i',  ... 
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zunächst    die    einzigen    und    wirkliclie   Durchschnitte    beider   Linien 
sind.     Die  Construction  davon  giebt  Fig.  17,  welche  für 
i=i'=  ...  =  0 

in  Fig.  13  übergeht.  5^ — ^CCX  

Für    den    zweiten    Fall    (6.  79),    wo 

^•'      .  Fig.  17. 

6^  =  0,  ist  der  Anfang  der  Reihe : 

a%-\-cz{x  —  i)(i-{-  ':>x{x  —  i) («  —  «") D  +  .. . 
und  man  bekommt  für  .r  =  0 ,   i  und  i'  die  Puncte : 
21,    r=5l,     r'=a2(  +  c«'(«'— ^■)(S, 
so  dass   hier   die  Curve   zu   zweien  Malen   durch   den  Punct  %  geht, 
und  dieser  mithin  ein   doppelter  Punct   der  Curve  ist.     Um   dabei 
ihren  Gang  näher  kennen  zu  lernen,  setze  man,  wie  in  §.  84: 

a%  +  zx{x  —  i)(i=Q, 
[a  +  ix{x  —  i)]Q  +  x{x  —  i)  [x  —  i')[T^T)  +  ...]  =  P. 

Hiernach  ist  Q  ein  Punct  der  Geraden  21(S,  und  hat  darin,  das 
Verhältniss  c  :  a  positiv  angenommen,  folgende  Bewegung.  Von 
X  ■=  —  00  bis  0  geht  er  von  (5  bis  3t;  rückt  alsdann,  von  x  =  0 
bis  ^«,  auf  die  andere  Seite  von  %  bis  zu  dem  Puncte  aSl  —  \i^c^\ 
kehrt  hierauf,  von  x  =  \i  bis  ?',  nach  %  zurück,  und  geht,  von  x  =  i 
bis  00,  wieder  nach  (2.  Nun  liegt  der  die  Curve  beschreibende  Punct 
P,  mit  Q  und  X)  (oder  vielmehr  einem  anderen,  für  sehr  kleine 
Werthe  der  x,  i,  i ,  . . .  von  J)  nur  wenig  entfernten  Puncte),  in  ge- 
rader Linie,  fällt  für  a:  =  0,  i  und  i'  mit  Q  zusammen,  und  durch- 
geht an  diesen  drei  Stellen  und  zunächst 
an  keinen  anderen  die  Gerade  21(5,  so 
dass  folglich  die  Theile  der  Curve  vor 
dem  ersten  und  nach  dem  letzten  Durch- 
schnitte auf  verschiedenen  Seiten  von  3(ß, 
aber  auf  einerlei  Seite  von  %  liegen.  Die 
Construction  dieses  Ganges   zeigt  Fig.  18.  Fig.  ig. 

Für  ^  =  0   zieht   sich   die   Schleife   bei  %. 

in   einen   Punct    zusammen,    und   wenn   auch    noch  z'=  0  wird,    so 
vereinigt  sich  dieser  Punct  mit  21",  und  aus  Fig.  18  wird  Fig.  14. 

Der  dritte  Fall  endlich  (§.  80),   wo  biö  =  0   und   b®  =  0,    und 
die  Reihe  mit  den  Gliedern  beginnt: 

0.%^zx[x  —  ^^^tx[x  —  i)  [x  —  i')  (a;  —  «•")(5  4-  . . . , 
unterscheidet  sich  von  dem  vorhergehenden  Falle  nur  dadurch,   dass 
die  Curve  von  der  Geraden  21  (E  nach   21"  noch   in   dem  weiter  nach 
(S  hin  liegenden  Puncte 

2("'=a2l-f-cr(r— e)e 
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geschnitten  wird,  und  folglich  nach  allen  Durchschnitten  sich  wieder 
auf  die  Seite  von  5t S  wendet,  auf  welcher  sie  vor  denselben  sich 
befand.     Vergl.  Fig.  19  und  Fig.  15. 

Zusatz.  Die  in  §.  83  aufgestellte  Regel,  aus  der  Anzahl  der 
anfänglichen  Durchschnittspuncte  die  Ordnung  der  nachherigen  Be- 
rührung zu  bestimmen ,   leidet  in  den  Fällen,  wo  b  ^  =  0  ist ,   keine 

unmittelbare  Anwendung.  Indessen 
kann  man  auch  hier  übereinstim- 
mende Resultate  mit  den  obigen  (§.  79 
und  §.  80)  erhalten,  Avenn  man  die 
Anwendung  jener  Regel  folgenderge- 
'^"     '  stalt  modificirt.    —    Nennt   man    den 

Theil  der  Curve  Fig.  18,  welcher  bei  der  Bewegung  des  Punctes  Q 
in  der  Richtung  (£21  erzeugt  wurde,  den  ersten,  und  denjenigen, 
welcher  entstand,  indem  Q  nach  der  entgegengesetzten  Richtung  %  Q. 
fortging,  den  zweiten,  so  schneidet,  wie  die  Figur  zeigt,  der  erste 
Theil  die  Gerade  2l(E  nur  einmal,  in  21;  der  zweite  aber  zweimal, 
in  2('^  31  und  %".  Da  nun  die  Ordnungszahl  der  Berührung  gleich 
ist  der  um  eins  verminderten  Anzahl  der  Durchschnitte,  so  wären 
hiernach  die  Berührungen  des  ersten  und  zweiten  Theils  mit  2l(E 
resp.  von  der  Oten  und  ersten  Ordnung.  Offenbar  aber  ist  diese 
Verschiedenheit  der  Berührungen  nur  scheinbar,  und  hat  in  den 
willkürlich  zu  nehmenden  Grössen  i  und  i'  ihren  Grund.  Denn 
man  darf  nur  i'<^^i,  oder  i  und  i'  negativ  und  i'  absolut  grösser 
als  /  setzen,  um  zu  bewerkstelligen,  dass  der  erste  Theil  die  21  CS 
zweimal,  und  der  zweite  Theil  einmal  schneidet.  Mit  dem  Ver- 
schwinden von  i  und  i'  wird  also  diese  scheinbare  Verschiedenheit 
sich  gegenseitig  ausgleichen,  und  folglich  auf  die  Berührung  des 
ersten  sowohl  als  des  zweiten  Theils  mit  %(5.  als  Ordnungszahl  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  beiden  vorigen,  welches  ^  ist,  kommen. 
Eben  so  findet  sich  aus  Fig.  19,  dass  die  Curve  Fig.  15  mit  2l(S 
eine  Berührung  von  der  ersten  Ordnung  bildet.  Denn  nach  Fig.  19 
ist  die  Berührung  des  ersten  Theils  von  der  Uten,  des  zweiten  von 
der  zweiten  Ordnung,  von  0  und  2  aber  das  arithmetische  Mittel 
gleich  1. 

§.  87.     Ist  endlich  allgemein,  wie  in  §.  81  : 

{N)  a%-{-o,x9(^-]-^xf'^-{-... 

der  Anfang  der  Reihe,  so  setze  man  statt  ;r''  ein  Product  von  /t  Fac- 
toren  x (x  —  i) {x  —  i')  ...,  und  statt  x'i  das  Product  von  irgend  p  dieser 
h   Factoren.      Man    erhält    hiermit    den    Ausdruck    für    eine    Curve, 
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Avelche  Amal  die  Gerade  2(®  schneidet,  und  mithin  vor  dem  ersten 
und  nach  dem  letzten  Durchschnitte  sich  auf  einerlei  oder  verschie- 
denen Seiten  von  2t  @  befindet,  nachdem  li  gerade  oder  ungerade  ist. 
Zugleich  aber  sind  g  dieser  h  Durchschnittspuncte  mit  %  identisch, 
so  dass  die  Curve  [g — l)mal,  zwischen  je  zwei  auf  einander  folgen- 
den Durchgängen  durch  %  einmal,  längs  2t @  ihre  Richtung  ändert, 
und  vor  dem  ersten  und  nach  dem  letzten  Durchgange  durch  2t  bei 
einem  geraden  g  auf  einerlei,  bei  einem  ungeraden  auf  verschiedenen 
Seiten  von  2t  anzutreffen  ist. 

Lässt  man  nun  «',  «',  ...  bis  zum  Verschwinden  abnehmen,  so 
zieht  sich  die  [g — 1)  fache  Verschlingung  bei  2t  in  2t  selbst  zu- 
sammen ,  die  übrigen  li  —  g  in  2t  ®  liegenden  Durchschnitte  ver- 
einigen sich  gleichfalls  mit  diesem  Puncte,  und  die  nunmehrige 
Curve  wird  2t®  in  2t  berühren  dergestalt,  dass  sie  vor  und  nach  der 
Berührung  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  %^  (von  2t) 
sich  befindet,  nachdem  h  [g]  gerade  oder  ungerade  ist. 

§.  88.  Wenn  eine  Curve  durch  einen  und  denselben  Punct 
zwei,  drei  oder  mehrere  Male  geht,  so  nennt  man  einen  solchen 
Punct  einen  doppelten,  dreifachen  oder  überhaupt  vielfachen 
Punct  der  Curve.  Der  Punct  2t,  durch  welchen  die  eben  betrachtete 
Curve  vor  AnnuUirung  der  «',  ^',  ...  </mal  hindurch  ging,  ist  daher 
ein  ^facher  Punct  dieser  Curve.  Zugleich  ersieht  man  aus  dem 
vorigen  §.,  wie  mit  dergleichen  Puncten  versehene  Curven  durch 
barycentrische  Ausdrücke  sehr  leicht  darstellbar  sind. 

Setzt  man  der  Kürze  willen  « ,  5 ,  c ,  ...  statt  « —  a,  v  —  J, 
V  —  c,  ...,  und  bedeuten  /;,  q,  r  beliebige  andere  Functionen  von  y, 
so  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Curve,  welche 

1)  in  A  einen  Doppelpunct  hat: 

pA-\-  ahqB  -\-  ahrC\ 

2)  welche  A  und  B  zu  Doppelpuncten  hat: 

c dp  A-\-  abqB  -\~  abcdrC] 

3)  bei  welcher  A,  B,   C  Doppelpuncte  sind: 

cdefpA  -f-  ahefqB  -f-  ahcdrC 

Es  folgt  hieraus,  dass  eine  Linie  mit  einem  Doppelpuncte  wenig- 
stens von  der  dritten  Ordnung  ist.  Denn  in  1)  können  q  und  r 
nicht  zugleich  Constanten  sein,  weil  sonst  der  Ausdruck  einer  Ge- 
raden angehören  würde.  Vermöge  der  Ausdrücke  in  2)  und  3),  avo 
p,  q^  r  zugleich  Constanten  sein  können,  gehört  eine  Linie  mit  zwei 
oder  drei  Doppelpuncten  wenigstens  zur  vierten  Ordnung. 
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Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  eine  Linie  mit  einem  dreifachen 
Puncte  wenigstens  von  der  vierten,  und  eine  Linie  mit  zwei  oder 
drei  dreifachen  Puncten  wenigstens  von  der  sechsten  Ordnung  ist; 
u.  s.  w. 

Noch  werde  bemerkt,  dass  Ausdrücke  für  Curven  bisweilen  auch 
zu  isolirten  Puncten  der  letzteren  führen  können.  Ein  Beispiel 
hierzu  giiebt  der  einfache  Ausdruck  von  der  dritten  Ordnung: 

Lässt  man  darin  v  von  —  oo  durch  0  :bis  +  oo  anwachsen,  so 
erhält  man  die  Reihe  von  Puncten,  welche  den  Hauptzug  der  Curve 
bilden.  Ausser  dieser  Reihe  giebt  es  aber  noch  einen  zur  Curve  ge- 
hörigen Punct,  den  Fundamentalpunct  A,  indem  sich  auf  diesen  der 
Ausdruck  für 

also  für  den   imaginären  Werth  von  v,   V — 1,    reducirt.     A  ist  folg- 
lich ein  isoliiter  Punct  der  Curve. 


Von  den  unendlichen  Aesten. 

§.89.  Nachdem  wir  bisher  von  der  Berührung  krummer  Linien 
an  endHch  gelegenen  Stellen  ihres  Laufs  gesprochen  haben,  ist  es 
noch  übrig,  von  der  Berührung  an  unendlich  entfernten  Puncten 
derselben  zu  handeln.  Dergleichen  Puncte,  und  mithin  in  das  Un- 
endliche sich  erstreckende  Aeste  sind  aber  bei  einer  durch  ihren 
Ausdruck  gegebenen  Curve  vorhanden,  wenn  die  Summe  der  Coeffi- 
cienten  für  einen  oder  mehrere  Werthe  der  Veränderlichen  gleich  0 
wird,  folglich  einen  oder  mehrere  reelle  Factoren  hat.  Sind  dagegen 
die  Factoren  der  Summe  der  Coefficienten  sämmtlich  imaginär,  was 
jedoch  nur  bei  einer  Curve  von  einer  geraden  Ordnung  möglich  ist, 
so  ist  die  Curve  auf  einen  endlichen  Raum  beschränkt. 

§.  90.     Sei  demnach  v  —  v'  ein  Factor  von  p  -\-  q  -\-  >'•  also 

p'-\-  q'-'r  /=  a  =  0. 
so  Avird 

p'A-\-q'B-{-r'C=% 

ein  unendlich  entfernter  Punct  der  Curve  (.Y),  und  so  auch  der  ein- 
facheren vorhergehenden  Linien  ...,  HI),  11),  I),  deren  Ausdrücke 
für  X  ==  0  sich  sämmtlich  auf  %  reduciren.    Alle  diese  Linien  werden 


§.  90. 
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folglich    nach   einer   durch   2(   bestimmten  Richtung   in   das  Unend- 
liche fortgehen,  und  daselbst  als  zusammenfallend  anzusehen  sein. 

Um  aber  die  gegenseitige  Lage  dieser  Linien  im  Unendlichen 
genauer  zu  bestimmen,  so  heissen  wie  bisher  die  einem  unendlich 
kleinen  positiven  (negativen)  Werthe  von  x  =  {,  in  den  Linien  I), 
H),  III),  ...  entsprechenden  Puncte  ^',  (5',  ®',  ...  {^,,  (5,,  D,,  ...)• 
Weil  hier  a  =  0,  so  wird: 

X)'=  {6^•  +  c^-)e'+  ti^T)  =  &ß'+  b**J), 
weil  c«  gegen  &  verschwindet;  u.  s.  w. 

Auf  dieselbe  Weise  erhält  man  für  ein  negatives  ^: 

iö,=  a2(  — 6e:ö,  (2,=  625,— c?'S,  5D,=  be,+ t^^D, 
u.  s.  w. 

Was  nun  zuerst  die  Lage  der  Puncte  iß'  und  Sd,  betrifft,  so  sei 
'%  ein  beliebiger  in  der  Geraden  2129,  von  ^  endlich  entfernt,  ge- 
legener Punct.    Alsdann  lässt  sich  a2(  ^  Sd  —  '2(  setzen,  und  es  wird: 

Sd'~an  +  hm  =  (1  -]-hi)^  —  'ä, 
29,=  a%  —  B^iB  =  (1  —  6e)29  —  '2t. 


Fig.  20. 


29'  und  29,  (Fig.  20)  sind  folglich  zwei  Puncte  der  Linie  '21  iö,  von 
denen  der  eine  von  '2(  über  ^  hinaus,  der  andere  von  ^  über  '2( 
hinaus  unendlich  entfernt  liegt;  d.  h.  zwei  Puncte,  die  in  der  Linie 
2(29  oder  I)  nach  entgegengesetzten  Pichtungen  um  ein  Unendlich- 
grosses der  ersten  Ordnung  entfernt  sind,  —  wenn  nämlich,    wie  in 
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dem  Vorigen,  i  als  uiiencllich  klein  von  der  ersten  Ordnung  be- 
trachtet wird. 

Es  liegen  zweitens  die  Puncte  d',  (5,  in  den  Geraden  ©'(£,  ^,(S, 
der  eine  nach  ß  zu,  der  andere  von  (5  abwärts,  also  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Linie  I),  und  von  39',  i8,  in  Entfernungen,  die 
gegen  die  unendlich  grossen  iö'ß,  33,  S  unendlich  klein,  und  mithin 
an  sich  von  endlicher  Grösse  sind. 

Es  liegen  drittens  T)',  5),  in  den  Geraden  d'T),  (E,T),  beide  nach 
T)  zu  oder  von  T)  abwärts,  und  von  (E',  ß,  in  Entfernungen,  die 
gegen  die  unendlich  grossen  (5'3),  (5/'X)  unendlich  klein  von  der 
zweiten  Ordnung,  und  folglich  an  sich  unendlich  klein  von  der  ersten 
Ordnung  sind;  u.  s.  w. 

§.  91.  Wenn  von  zwei  in  endlicher  Entfernung  von  einander 
gelegenen  Puncten  M  und  iV,  und  so  auch  von  der  diese  Puncte 
verbindenden  Geraden  ein  dritter  Punct  A  um  ein  Unendlich- 
grosses der  ersten  (wten)  Ordnung  absteht,  und  wenn  ein  vierter 
Punct  B,  in  A3I  liegend,  von  A  um  ein  Endliches  oder  Unend- 
lichkleines der  ersten,  zweiten,  etc.  {nten)  Ordnung  entfernt  ist,  so 
ist  derselbe  Punct  B,  folglich  auch  eine  durch  ihn  mit  AN  ge- 
zogene Parallele,  von  AN  um  ein  Unendlichkleines  der  ersten, 
zweiten,  dritten  etc.  [(m-f-w)ten]  Ordnung  entfernt. 

Mit  AnAvendung  dieses  Satzes  und  mit  der  Bemerkung,  dass  die 
unendlichen  Aeste  der  Linien  II),  III),  ...  im  Unendlichen  selbst  als 
Parallelen  mit  der  Geraden  9139,  gelegt  durch  S'  und  (5,,  durch  X)' 
und  ®,,  u.  s.  w.  angesehen  werden  können,  ergiebt  sich  nun  Fol- 
gendes : 

1)  Jede  der  Linien  I),  II),  III),  ...  (Fig.  20)  hat  wegen  des,  in 
der  Coefficientensumme  ihres  Ausdrucks  enthaltenen  Factors  v  —  v' 
zwei  nach  entgegengesetzten  Richtungen  in  das  Unendliche  sich  er- 
streckende Aeste. 

2)  Je  zwei  dieser  Linien  dienen  sich  gegenseitig  zu  Asym- 
ptoten, indem  ihre  Aeste,  je  weiter  sie  verlängert  werden,  sich  desto 
mehr  und   über  jeden   angebbaren  Abstand  hinaus  einander  nähern. 

3)  In  solch  einer  unendlichen  Entfernung,  in  welcher  der  gegen- 
seitige Abstand  der  Linien  I)  und  II)  als  unendlich  klein  von  der 
ersten  Ordnung  betrachtet  werden  kann,  ist  der  Abstand  der  Linien 
II)  und  ni)  von  der  zweiten  Ordnung;  der  Abstand  der  Linien  III) 
und  IV)  von  der  dritten;  u.  s.  w.  Wir  können  dieses  so  ausdrücken: 
die  Asymptosis  der  Linie  I)  mit  II),  und  folglich  auch  mit  III), 
IV) ,  ...  ist  von  der  ersten  Ordnung ;  die  Asymptosis  der  Linie  II) 
mit  in),  IV),  ...  von  der  zweiten;  u.  s.  w. :  so  dass  nämlich  überhaupt 
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die  Ordnungszahl  der  Asymptosis  gleich  ist  der  Ordnungszahl  der 
unendlich  grossen  Entfernung,  in  welcher  man  eine  Linie  mit  der 
ihr  sich  asymptotisch  nähernden  vergleicht,  dividirt  in  die  Ordnungs- 
zahl des  unendlich  kleinen,  in  jener  Entfernung  stattfindenden, 
gegenseitigen  Abstandes  der  beiden  Linien. 

4)  Hieraus  folgt  weiter,  dass  von  den  Aesten,  welche  sich  nach 
einer  und  derselben  Richtung  erstrecken,  jeder  Ast  alle  folgenden, 
d.  h.  die  Aeste  aller  Linien  von  höherer  Ordnung,  auf  einer  und 
derselben  Seite  von  sich  liegen  hat. 

5)  Es  liegen  ferner  die  beiden  Aeste  der  Linie  II)  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  der  Linie  I),  d.  h.  der  eine  oberhalb,  der  andere 
unterhalb  dieser  Linie;  die  beiden  Aeste  der  Linie  III)  auf  einerlei 
Seite  der  Aeste  von  11),  d.  h.  beide  oberhalb,  oder  beide  unterhalb 
der  Aeste  von  11) ;  die  Aeste  von  TV)  wiederum  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  Aeste  von  III);  und  so  fort  abwechselnd. 

6)  Ueberhaupt  also  liegen  bei  einer  Asymptosis  von  gerader  Ord- 
nung irgend  zweier  Linien  die  beiden  Aeste  der  einen  auf  einerlei 
Seite,  und  wenn  die  Ordnung  ungerade  ist,  auf  entgegengesetzten 
Seiten  der  anderen  Linie. 

§.  92.  Dies  sind  die  gegenseitigen  Lagen,  welche  bei  den  sich 
asymptotisch  nähernden  Aesten  zAveier  Linien  für  gewöhnlich  statt- 
finden. Eben  so  aber,  wie  bei  den  Berührungen  im  endlichen  Räume, 
giebt  es  auch  hier,  theüs  den  merkwürdigen  Puncten  analoge,  theils 
noch  andere  Fälle,  welche  von  den  gewöhnlichen  abweichen  und 
daher  eine  besondere  Untersuchung  nöthig  machen. 

Um  nur  einige  dieser  Fälle  zu  erörtern,  so  sei  erstlich  nächst 
a  =  0  zugleich  cö  =  0,  wie  in  §.  78,  und  man  erhält: 

^'=a%  -\-hm,     ^,=  an  —  lu'iö, 

'T)'=  t>S3'-h  c«-D,  3^,=  b^,-|-  ii^^. 


Fig.  21. 


Hier  liegen  also  die  Puncte  S3',  Sd,  (Fig.  21)  eben  so  wie  vorhin, 
von  ihnen  aber  1^',  ^D,  zugleich  nach  T)  hin  oder  von  X)  abwärts, 
also  immer  auf  einerlei  Seite  der  Geraden  'äSß,  und  von  Sß',  Sd,  in 
Abständen,    die  gegen  SÖ'l^,   >8,X)   unendlich  klein  von   der  zweiten 

Möbius  Werke  I.  c 
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Ordnung  sind.  Die  Curve  durch  1)'  und  Xi,  hat  demnach  zwei  un- 
endliche Aeste,  die  zwar  ebenfalls  nach  entgegengesetzten  Rich- 
tungen laufen,  aber  auf  ein  und  derselben  Seite  ihrer  geradlinigen 
Asymptote  5t  35  liegen  und  mit  dieser  eine  Asymptosis  der  zweiten 
Ordnung  bilden. 

Sei  zweitens  a  :=  0    und   nächstdem  t»:^  ==  0,    wie   in  §.  79.     In 

diesem  Falle  kommt: 

S'=e,=  a3(-f-ce^S, 
®'=  c(5'+  CfT) ,     T),=  cß'—  tiX). 
Man  ziehe  daher  durch  S  (Fig.  22)  eine  Gerade,  parallel  mit  der 
durch  %  bestimmten  Richtung,    so  fallen  darin   die  Puncte  S',  ß,  in 

einen  zusammen,  der  um  ein  Unendlich- 

/©  grosses    der    zweiten    Ordnung    entfernt 

,.--''  liegt.      Von    diesem    Puncte    stehen    die 

y'^  ®.      Puncte  T)',  T),,  der  eine  nach  IX)  zu,  der 

y^'Si^       andere  von  ©  abwärts,  in  Entfernungen, 

p.    ^,  die  gegen  S'®    unendlich  klein  von  der 

ersten  Ordnung,  also  an  sich  unendlich 
gross  von  der  ersten  Ordnung  sind.  Die  Abstände  der  Puncte  X)', 
X),  von  31 S  sind  folglich  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung. 
Die  Curve  hat  hiernach  die  %^  zur  geradlinigen  Asymptote,  er- 
streckt sich  zu  beiden  Seiten  derselben  und  nach  einer  und  der- 
selben Richtung  in  das  Unendliche,  und  die  Asymptosis  ist  von  der 
Ordnung  \. 

Wenn  drittens  a  =  0,  biß  =  0  und,  wie  in  §.  80,  noch  cX)  =  0 
ist,  so  wird: 

r  =  e(5'-f-  f ^•^g,     %=  e(5'—  \i'^. 
In   der   Geraden  21 S   (Fig.  23)   liegt  demnach  der  Punct  (E'  um 
ein  Unendlichgrosses  der  zweiten  Ordnung  entfernt;  in  der  Geraden 

(5' (5   steht   der  Punct  (i'  von    S'    um 
,--'"  ein  gegen  S'G  Unendlichkleines   der 

zweiten    Ordnung    ab,     und    in    der 
^/^^^'.......  Geraden  (S'^^  die    Puncte  g*',  §,  von 

(§'  zu    beiden    Seiten    um    ein   gegen 

j.-    23  Ordnung.      Wie    hieraus    ersichtlich, 

hat   also   die  Curve   zwei  unendliche 

Aeste,    die  nach  einerlei  Richtung   sich  erstrecken    und   auf  einerlei 

Seite  ihrer  geradlinigen  Asymptote  31  ß  liegen.    Die  Asymptosis  aber 

ist  von  der  ersten  Ordnung. 
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§.  93.  In  den  beiden  letzteren  Fällen,  avo  a  und  b^  zugleich 
gleich  0  sind,  kann  die  Summe  der  Coefficienten,  p -\- q -{- r,  nicht 
den  blossen  Factor  v  —  v'  haben,  sondern  muss  das  Quadrat  des- 
selben enthalten.  Kommt  aber  der  Factor  v  —  v'  quadratisch  vor, 
so  ist  im  Allgemeinen  nur  a  =  0  und  6  =  0,  nicht  auch  b  iö  =  0, 
sondern  SQ  ein  unendlich  entfernter  Funct,  folglich  die  Asymptote 
21  iÖ  eine  unendlich  entfernte  Gerade,  und  daher  nicht  construirbar. 
Um  aber  auch  hier  zu  finden,  wie  sich  die  Curve  in  das  Unend- 
liche ausdehnt,  setze  man: 

b^  +  c/S=  Q',    bS3  — c^•(S=  Q,, 
so  Avird,  weil  b  =  0: 

(E'=  a%  H-  ce"-  Q',    (5,=  a%  +  c«^  Q,. 

Hiernach  sind  Q'  und    Q,  (Fig.  24)   zwei  Puncto,    die   unendlich 
entfernt   nach    entgegengesetzten   Richtungen  in  ^(E    liegen    (§.  90). 
Denkt  man  sich  ferner  durch  Q' 
und  Q,  zwei  Parallelen  nach  der     (?A 
durch    %    bestimmten    Richtung        ' 
gezogen,    so  liegen  in  diesen  die 
Puncto    (£'    und   (5,    von    Q'   und 
Q,  in  unendlichen  Entfernungen 
der  zweiten  Ordnung   und   nach 
einerlei  Seite  zu.    Die  Curve  IT), 
und  so  auch  jede  der  folgenden, 
hat  daher  zwei  unendliche  Aeste, 
die    nach    einer    und    derselben, 
durch    2(   bestimmten,    Richtung 
fortgehen   und  sich  dabei  immer 
weiter    von    einander    entfernen, 
so    dass ,    wenn    ihre    Länge    ein  Fig.  94. 

Unendliches     der    zweiten    Ord- 
nung geworden  ist,   ihr   gegenseitiger  Abstand   ein  Unendliches    der 
ersten  Ordnung  beträgt. 

Nennen  wir  nun,  wie  gewöhnlich,  unter  allen  den  Linien,  welche 
sich  einer  vorgegebenen  Linie  asymptotisch  nähern,  die  einfachste 
vorzugsweise  die  Asymptote,  so  ist  es  im  gegenwärtigen  Falle  die 
Linie  der  zweiten  Ordnung: 

0^^(-fb.r©-hC.r^(5. 

Weil  a  und  b  =  0  sind,  so  ist  in  ihrem  Ausdrucke  die  Summe  der 
Coefficienten  gleich  cx^,  und  folglich  sie  selbst  eine  Parabel.  Vergl. 
§.  62  und  63. 

8* 
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§.94.  Schon  aus  der  Erläuterung  dieser  wenigen  Fälle  wird 
man  hinreichend  abnehmen  können,  wie  man  in  allen  anderen  zu 
verfahren  hat.  Ich  begnüge  mich  daher,  folgende  allgemeine  Resul- 
tate noch  beizufügen. 

1)  Jeder  reelle  Werth  der  Veränderlichen,  durch  welchen  die 
Summe  der  Coefficienten  null  wird,  giebt  ein  Paar  unendliche  Aeste 
zu  erkennen.  Eine  Curve  hat  demnach  so  viel  dieser  Paare,  als  ^^^e 
viel  reelle  und  ungleiche  Factoren  in  der  Coefficientensumme  ent- 
halten sind. 

2)  Die  zwei  Aeste  eines  Paares  erstrecken  sich  entweder  nach 
entgegengesetzten  Richtungen,  oder  nach  einer  und  derselben,  je 
nachdem  die  Potenz  des  ihnen  zugehörigen  Factors  ungerade  oder 
gerade  ist. 

3)  Um  für  eines  dieser  Paare  den  Ausdi'uck  der  Asymptote  zu 
erhalten,  substituire  man,  wenn  {v  —  f')'"  der  zugehörige  Factor  ist, 
X  -\-  v'  für  V  in  dem  Ausdrucke  der  Curve,  und  unterdrücke  sodann 
alle  Potenzen  von  x,  welche  die  mte  übertreffen.  Die  Coefficienten- 
summe im  Ausdrucke  der  Asymptote  ist  hiernach  gleich  .r"*  in  eine 
Constante  multiplicirt ,  und  folglich  die  Asymptote  im  Allgemeinen 
eine  Linie  der  mten  Ordnung,  d.  h.  ihre  Ordnung  ist  dem  Expo- 
nenten des  zugehörigen  Factors  gleich.  Auch  kann  sie  nicht  mehr 
als  ein  Paar  unendKcher  Aeste  haben,  weil  ihre  Coefficientensumme 
nur  den  Factor  .r,  und  keinen  anderen  enthält. 


Siebentes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  krummer  Linien  im  Baume. 


§.  95.     Die   allgemeine  Form   des  Ausdrucks   für  eine  Linie  im 
Räume  ist: 

pA  +  qB  +  rC+sD, 

Avo    die   Coefficienten  /j,  q,  r,  s   Functionen    einer   Veränderlichen  r 
sind.     Vergl.  §.  33  und  §.  57. 

Die  in  §.  66  gemachten  Annahmen,  dass  die  Coefficienten  ganze 
rationale   Functionen   von  v  seien,    dass   sie  keinen   ihnen   allen   ge- 
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meinschaftliclieii  Factor  haben,  und  dass  der  höchste  Grad,  in 
welchem  die  Potenzen  von  v  im  Ausdrucke  vorkommen,  durch  Ein- 
führung einer  anderen  Veränderlichen  auf  keinen  niedrigeren  ge- 
bracht werden  könne,  wollen  mr  auch  hier  festsetzen,  und  eben  so 
wie  dort  die  Linien  nach  der  höchsten  Potenz  von  r  in  Ordnungen 
eintheilen. 

Bei  den  Linien  der  ersten  Ordnung  sind  also  p,  q,  r,  s  bloss 
lineare  Functionen  von  v,  und  folglich  die  Linien  selbst  Gerade 
{§•  45). 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ist: 

(«  -{-  a'v  4-  a"v-)  A-{-{b-\-b'v-\-  b"v^)  B  +  [c -{-  cv  -f  c"v^)  C 

Zu  diesen  Coefficienten  kommen  bei  Linien  der  dritten  Ordnung 
resp.  die  Glieder  a"v^,  b"'v^,  c"v^,  d"''c^  hinzu;  u.  s.  f.  bei  Linien 
noch  höherer  Ordnungen. 

Zusätze.  «)  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  einer  Linie  der  7iien 
Ordnung  den  einen  der  vier  Coefficienten,  z.  B.  s,  gleich  0,  und 
substituirt  die  daraus  für  v  hervorgehenden  Werthe,  deren  Anzahl 
höchstens  gleich  n  sein  kann,  der  Reihe  nach  in  den  drei  übrigen 
Coefficienten  p^  q,  r,  so  erhält  man  die  Durchschnitte  der  Linie  mit 
der  Fundamentalebene  ABC.  Eine  Linie  der  nten  Ordnung  kann 
demnach  von  einer  der  Fundamentalebenen,  und  so  auch  von  jeder 
anderen  Ebene,  in  höchstens  w  Puncten  geschnitten  werden.  Denn 
durch  Veränderung  der  Fundamentalpuncte  kann  man  jede  beliebige 
Ebene  zu  einer  Fundamentalebene  machen,  und  man  begreift  eben 
so  leicht,  wie  in  §.  67,  dass  auch  hier  bei  Annahme  anderer  Funda- 
mentalpuncte die  Ordnung  der  Linie  ungeändert  bleibt. 

b)  So  wie  überhaupt  eine  Gerade,  welche  durch  den  Punct 
2)A-]-qB-\-rC-{-sD 
und  einen   der  Fundamentalpuncte,    z.  B.  A,   gelegt   wird,    die    ent- 
gegenstehende Fundamentalebene  B  CD  im  Puncto 

qB-\-rC-}-sI) 
trifft ,    so   wird   hier,    avo  j),  q,  r,  s   Functionen   einer  Veränderlichen 
sind,  die  Kegelfläche,  deren  leitende  Linie 

pA  +  qB  -i-rC-^-sD, 
und  deren  Spitze  A  ist,  die  Ebene  BCD  in  der  Curve 

qB  +  rC+sD 
schneiden.      Und    umgekehrt,    beschreibt    man    in  den   vier   Funda- 
mentalebenen die  Curven 

qB  +  rC+sD,     rC+sD-\-pA,  ..., 
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so  kann  man  sich  die  Curve 

pA  +  qB  +  rC+sD 

als  den  Durchschnitt  je  zweier  der  vier  Kegelflächen  vorstellen,  deren 
leitende  Linien  jene  Curven  in  den  Fundamentalebenen ,  und  deren 
Spitzen  die  entgegenstehenden  Fundamentalpuncte  sind. 

§.  96.  Ganz  auf  die  Weise,  wie  in  §.  61  und  §.  71,  lässt  sich 
der  Ausdruck  einer  Linie  im  Räume  durch  Zusammennähme  der- 
jenigen Glieder,  in  welchen  v  in  derselben  Potenz  vorkommt,  in  eine 
Reihe  umgestalten,  deren  Gliederzahl  der  um  die  Einheit  vermehrten 
Ordnungszahl  der  Linie  gleich  ist.     Setzt  man  nämlich: 

aA-\'hB  +cC  +  dD  =  a,A,, 
a'A  +  b'B+cC+  d'D  =  b,B,, 
a"A  +  b"B  ^-c"C-\-  d"D  -=  c,C„ 

u.  s.  w. ,   so  wird  der  Ausdruck  für  die  Linien   der  ersten  Ordnung: 

a,A,-\r  h,vB,, 
der  zweiten  Ordnung: 

a,A,-\-  b,vB,-\-  r,v^  C,, 

der  dritten  Ordnung: 

a,A,-\-  b,v B,+  c,v-  C,-[-  d,v^  D,, 

der  vierten  Ordnung: 

a,A,-{-  ...-\-d, v' D,  +  e, c* E, 
u.  s.  w. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Linien  nicht  nur  der  ersten,  son- 
dern auch  der  zweiten  Ordnung  im  Räume,  mit  den  Linien  der- 
selben Ordnungen  in  einer  Ebene  einerlei  sind,  indem  auch  hier 
eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ganz  in  einer  Ebene,  in  der  durch 
A,,  B,,  C,  gehenden,  enthalten  ist.  Erst  die  Linien  der  dritten  und 
höherer  Ordnungen  liegen  im  Allgemeinen  nicht  mehr  in  einer 
Ebene. 

Der  letztgefundene  Ausdruck  für  die  Linien  der  dritten  Ordnung 

a,  A,-{-h,  V  B,  +  c,  ü«  C,  -f-  d,  v'  D, 

zeichnet  sich  vor  den  folgenden  höherer  Ordnungen  dadurch  aus, 
dass  man  die  vier  in  ihm  vorkommenden  Puncte  zugleich  als  die 
vier  Fundamentalpuncte  des  Raums  nehmen  kann.  Er  ist  daher  zu- 
gleich der  allgemeine  und  einfachste  Ausdruck  für  die  Linien  der 
dritten  Ordnung  auf  die  vier  Fundamentalpuncte  bezogen.  Nach 
§.  95,  b    kann    man   sich    diese   Curve    als    den    Durchschnitt    zweier 
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Kegelflächen  denken,    deren   leitende  Linien    die  Linien  der  zweiten 
Ordnung 

a,A,+  h,üB,+  c,v-C,  und   h,B,-\- c,cC,+ d,v^ D,, 

und  deren  Spitzen  resp.  D,  und  A,  sind. 

Uebrigens  können  alle  diese  xlusdrücke  in  Reihenform  voll- 
kommen so,  wie  in  §.  71  gezeigt  wurde,  auch,  dazu  benutzt  werden, 
um  die  ihnen  zugehörigen  Curven,  und  mithin  sämmtliche  Curven, 
mit  denen  wir  es  hier  zu  thun  haben,  durch  blosses  Ziehen  gerader 
Linien  zu  construiren.  Denn  offenbar  ist  die  dortige  Annahme,  dass 
die  Puncte  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer  Ebene  liegen,  nicht  wesentlich 
nothwendig. 

§.97.  Eben  so  kann  die  Lehre  von  den  Berührungen,  merk- 
würdigen Puncten  und  unendlichen  Aesten  krummer  Linien  im 
Räume  ganz  auf  dieselbe  Art  behandelt  werden,  wie  dies  im  vorigen 
Capitel  bei  krummen  Linien  in  einer  Ebene  geschah.  Ist  nämlich, 
wie  dort,  für  den  Punct,  bei  welchem  der  Gang  der  Curve  unter- 
sucht werden  soll,  v  =  v',  und  setzt  man  demgemäss  das  veränder- 
liche c  =  c'-\-x,  wodurch 

,  .    dp'  d'j)' 

P  =  P  +  ih^  +  ^A   'i^   +  ••• 

^  =  ^^  +  di""+2d7^-"  +••• 

_    dr'     ^    dV     ,    , 
r  =  r  -\-  -^-fX  -f-      ,    ,^x-  4-  •  •  • 
av  2 du  * 

,       ds  d-s'     ., 

wird;  setzt  man  ferner 

p'A  +  q'B-^r'C+s'D  =  a3(, 

av  Q.V  av  0.Ü 


Idv'^       '    2dü'*       '    2dv''-       '    2dy' 
u.  s.  w.,  so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  der  Curve 

pA-\-qB  +  rC-\-sD 
in  die  nämliche  Reihe,  wie  in  §.73: 

Insbesondere  geht  daraus  hervor,  dass  alles,  was  dort  von  den 
berührenden  Linien  der  ersten  und  zweiten  Ordnung,  so  wie  von 
den   merkwürdigen  Puncten  gesagt   wurde,    als   wobei   nur   die   zwei 
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oder  drei  ersten  Glieder  der  Reihe  zu  berücksichtigen  waren,  hier 
wörtliche  Anwendung  findet.  Denn  die  diesen  zwei  oder  drei  Glie- 
dern zugehörigen  Puncte  sind,  wie  immer,  in  einer  Geraden  oder  in 
einer  Ebene  enthalten. 

§.98.  Der  Ausdruck  für  die  geradlinige  Tangente  an  eine 
Curve  im  Räume  ist  daher  a2l  +  b.^^,  und  wenn  man  darin  für  a2( 
und  6^  ihre  Werthe  substituirt: 

{p'+%^)A  +  W+  %^)B  +  (/+  ^.)C  +  {s'+  ^,)D. 

Eben  so  ist 

der  Ausdruck  für  die  Linie  der  zweiten  Ordnung,  welche  mit  der 
Curve  eine  Berührung  der  zweiten  Ordnung  bildet,  d.  h.  drei  auf 
einander  folgende  Puncte  mit  der  Curve  gemein  hat  (§.  83).  Das- 
selbe wird  folglich  auch  von  der  Ebene  2(i8(i  gelten,  in  welcher 
diese  Linie  enthalten  ist.  Unter  allen  durch  ?(iö  gelegten  und  mit- 
hin die  Curve  berührenden  Ebenen  ist  daher  die  Ebene  3(^(E  die- 
jenio-e,  Avelche  sich  der  Curve  am  meisten  anschliesst.  Denn  sie 
geht  durch  drei  auf  einander  folgende  Puncte  der  Curve,  während 
jede  andere  Ebene  durch  3(S  nur  zwei  auf  einander  folgende  Puncte, 
und  jede  der  übrigen  durch  %  gelegten  Ebenen  nur  den  einen  Punct 
2(  mit  der  Curve  gemein  hat. 

Man  nennt  diese  Ebene  3(i8(E  die  Krümmun^sebene.  Da 
sie  erhalten  wird,  indem  drei  Durchschnittspuncte  der  Curve  mit 
einer  Ebene  sich  bis  zum  Zusammenfallen  einander  nähern,  so  er- 
hellet eben  so,  wie  in  §.  85,  dass  die  Curve  sich  von  der  einen  Seite 
dieser  Ebene  auf  die  andere  wendet,  während  sie  bei  bloss  berühren- 
den Ebenen  auf  einerlei  Seite  bleibt. 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmungsebene  ist 

oder    wenn   man   für   xH,   ^,   Q.   die   ihnen   proportionalen   Ausdrücke 

SGtzt  * 

Beispiel.     Machen  wir  hiervon  eine  Anwendung  auf  den  oben 
gefundenen  Ausdruck  für  die  Linien  der  dritten  Ordnung: 
aA-\-hvB-\-  rr^  C  +  dv^ D. 


I 


§.  98. 
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Die  Tangente  derselben  in  dem  Puncte,  wo  v  =  v'  ist,  hat  den 
Ausdruck : 

aA  +  h (ü'+  x)B  +  c (r'-^  +  2 v'x)  C  +  d{v'^  +  3  y'- x)  D. 

Für  den  Punct,  wo  diese  Tangente  die  Fundamentalebene  ABC 
schneidet,  ist  der  Coefficient  von  D  gleich  0,  also  x  =  — ^v\  folg- 
lich der  Punct  selbst: 

Sein  Ort  ist  demnach  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung.  —  Für 
den  Durchschnitt  der  Tangente  mit  der  Fundamentalebene  B  CD  ist 
X  =  oo  zu  setzen,  und  daher  dieser  Punct 

[L')  hB-\-1cv'C+'6dv'^D, 

also  gleichfalls  in  einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  begriffen. 
Dies  giebt  uns,  wenn  wir  die  Linien 

aA  +  bcB-\-cv^C  und  bB -{- cvC -^  dv^D 
kürzlich  mit  /£"  und  L  bezeichnen,  folgenden  Satz: 

Seien  K  und  L  (Fig.  25)  zivei  Linien  der  zweiten  Ordnung^  welche 
in  zwei  verschiedenen  Ebenen  liegen^  aber  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gente habetij  welche  die  Linie  K  im 
Puncte  C,  und  L  in  B  berühre. 
Man  ziehe  von  B  noch  eine  zrceite 
Tangente,  BA,  an  K,  und  vo7i  Cnoch 
eine  zweite ,  CL> ,  an  L,  tvo  A  imd 
D  die  resp.  Berilhrungspuncte  sind. 
Lässt  man  mm  zivei  Kegelfl'dchen  ent- 
stehen., icelche  D  und  A  zu  Spitzen^ 
K  und  L  aber  zu  leitenden  Liniefi 
haben,  so  icird  eine  an  die  Durch- 
schnittscurve  dieser  Kegelfl'dchen  be- 
rührend gelegte  und  daran  fortbeicegte  Gerade  in  den  Ebenen  ABC 
und  BCD  loiederum  zwei  Linien  der  zioeiten  Ordnung  K'  und  U 
beschreiben,  icelche,  eben  so  icie  K  und  L,  die  AB,  BC  in  A,  C  und 
die  BC.   CD  i?z  B,  D  berühren. 

Auch  findet  dabei  noch  die  Merkwürdigkeit  statt,  dass  die  Linie  K'  bloss 
von  K  abhängig  ist,  also  dieselbe  bleibt,  wie  auch  die  Gestalt  und  Ebene  der 
die  BC  in  B  berührenden  Linie  der  zweiten  Ordnung  L  geändert  werden  mag, 
und  dass  eben  so  L'  allein  durch  L,  nicht  durch  K,  bestimmt  wird. 

Der  Ausdruck  für  die  Krümmungsebene  an  die  Curve 

aA  +  ..-^dv^D 
findet  sich 

aA  +  b {ü'^  x)B-\-c [v"'  +  2 v'x  -\-2y)C+  d{v'-'  +  3 v'^ x  +  ^  v'y) D. 


Fig.  25. 
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Setzt  man  hierin  den  Coefficient  von  D  gleich  0,  und  eliminirt 
damit  y  aus  dem  Coefficienten  von  C\  so  kommt  der  Ausdruck  für 
die  Durchschnittslinie  der  Krümmungsebene  mit  ABC. 

ciA  +  h{c'+  x)B-\-c{^v^  +  v'xC), 

oder,  wenn  man  x  =  ^z  —  \v'  setzt: 

3«^  +  2  J(y'+  z)B  +  c(ü'2  +  2v'z)  C. 

Um  den  Durchschnitt  der  Krümmungsebene  mit  BCD  zu  fin- 
den, hat  man  im  Ausdrucke  derselben  x  und  y  =  oo  zu  setzen. 
Hierdurch  verschwinden   alle    von  x  und  y  freien   Glieder,    und   es 

kommt,  wenn  man  -^  zur  Veränderlichen  nimmt  und  gleich  z  setzt: 

bB  +  2e(ü'+  z) C'-H  3</{ü'^  -h  1v'z)D. 

Man  bemerkt  leicht,  dass  diese  Ausdrücke  für  die  Durchschnitts- 
linien zugleich  die  Ausdrücke  für  die  an  die  Linien  K'  und  L'  ge- 
zogenen Tangenten  sind.  Der  geometrische  Grund  hiervon  liegt 
darin,  dass  die  Krümmungsebene  durch  drei  auf  einander  folgende 
Puncte  und  mithin  durch  zwei  aufeinander  folgende  Tangenten  geht, 
dass  also  ihr  Durchschnitt  mit  irgend  einer  anderen  Ebene  immer 
die  Linie  berührt,  welche  die  an  der  Curve  sich  fortbewegende  Tan- 
gente in  dieser  anderen  Ebene  beschreibt. 

§.  99.  Curven  im  Räume  sind  im  Allgemeinen  von  doppelter 
Krümmung.  Die  eine  Krümmung  besteht,  wie  bei  Curven  in  einer 
Ebene,  darin,  dass  die  durch  je  zwei  auf  einander  folgende  Puncte 
der  Curve  gezogene  Gorade,  die  Tangente,  ihre  Lage  fortwährend 
ändert.  Die  andere  offenbart  sich  dadurch,  dass  die  durch  je  drei 
folgende  Puncte  der  Curve  gelegte  Ebene,  die  Krümmungsebene,  für 
jeden  Punct  der  Curve  eine  andere  ist. 

Eben  so  aber,  wie  bei  Curven  in  einer  Ebene  es  Stellen  giebt, 
wo  die  Tangente  für  zwei  oder  mehrere  auf  einander  folgende  Puncte 
dieselbe  bleibt,  so  können  auch  bei  Curven  im  Räume  nicht  allein 
in  Bezug  auf  die  Tangente,  sondern  auch  rücksichtlich  der  Krüm- 
mungsebene dergleichen  Stellen  vorkommen,  Stellen  also,  wo  vier 
oder  noch  mehrere  Puncte  hinter  einander  in  einer  und  derselben 
Ebene  liegen.  Dies  wird  der  Fall  sein,  wenn  in  der  Reihe  [N]  das 
Glied  b3)  oder  noch  mehrere  der  unmittelbar  darauf  folgenden 
Glieder  wegfallen. 

Um  nur  den  einfachsten  dieser  Fälle  zu  betrachten,  so  sei  für 
einen  gewissen  Werth  von  v\  bX)  =  0,  also 

cPp'=  d^q'=  d^r'=  dW=  0. 
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Bedienen   wir  uns  Aviederum  der  in   §.  84  ff.  angeAvendeten  Methode, 
so  ergiebt  sich  %',  %"  wie  dort,  und 

%'"=  an  +  hi">8  +  ci"{t'—  ^■)(S. 
Mithin  ist  noch  dieser  Punct  in  der  Ebene  2liö(S  oder  5t3('2r 
enthalten.  Ursprünglich  Avird  also  hier  die  Curve  in  vier  Puncten 
hintereinander  von  der  Ebene  geschnitten,  und  der  vorangehende 
und  nachfolgende  Theil  der  Curve  liegen  mithin  auf  einerlei  Seite 
soAvohl  dieser  als  auch  der  nachherigen  Krümmungsebene.  In  Monge 
Application  de  V Analyse  ä  la  Geometrie,  partie  II  pag.  363  heisst 
eine  solche  Stelle  der  Curve  point  de  simple  inßexion. 
Wenn  cS  =  0,  also 

d''p'=d^'=d^r'=d^s'=0 
ist,  so  liegen,  Avie  in  §.  86,  die  drei  Puncto  5(,  21',  21"  in  einer  Ge- 
raden (2(iö),  folglich  ebenfalls  die  A'ier  Puncte  2(,  ..,  %'"  in  einer 
Ebene  (2(SX^).  Da  hiermit  beide  Krümmungen  der  Curve  zugleich 
wegfallen,  so  nennt  Monge  a.  a.  O.  einen  solchen  Punct  point  de 
double  inflexion.  Auch  hier  Avird  übrigens  die  Curve  auf  derselben 
Seite  der  Krümmungsebene  bleiben. 

§.  100.  Rücksichtlich  der  unendlichen  Aeste  haben  AAar  bei 
Curven  im  Räume  zu  dem,  Avas  von  §.  89  bis  94  bei  Curven  in  einer 
Ebene  darüber  gesagt  Avurde,  und  Avelches  auch  hier  vollkommene 
AnAvendung  findet,  noch  Folgendes  hinzuzufügen.  Je  Aveiter  sich  eine 
Curve  in  das  Unendliche  erstreckt,  desto  mehr  AA'ird  sie  zugleich 
ihrer  Asymptote  parallel,  so  dass  in  dem  Unendlichen  selbst  Curve 
und  Asymptote  als  zAvei  Parallelen  angesehen  werden  können.  Bei 
Linien  von  doppelter  Krümmung  kann  man  daher  noch  die  Ebene 
dieser  zAvei  Parallelen  zu  Avissen  A^erlangen.  Offenbar  ist  diese  Ebene 
keine  andere,  als  die  dortige  Krümmungsebene  der  Curve,  und  man 
erhält  folglich  ihren  Ausdruck,  Avenn  man  für  den  Werth  von  r, 
Avelcher  den  unendlich  entfernten  Punct  giebt,  den  Ausdruck  der 
Krümmungsebene  2(iBS  entAA^ckelt. 

Denken  Avir  uns  demnach  die  Ebene  2[iB(S  für  den  unendlich 
entfernten  Punct  2(,  so  Kegen  in  derselben  die  in  §.  90  mit  53',  ^, 
und  d',  ß,  bezeichneten  Puncte;  ausserhalb  aber  die  Puncte 

2^'=  be'-h  fc^'D,    ®,=  b(S,+  bt'^®, 
und   diesen  Ausdrücken  zufolge   beide   auf  einerlei  Seite  der  Ebene; 
woraus  Avir  nachstehenden  Schluss  ziehen; 

Je  mehr  zwei  zusammengehörige  Aeste  einer  Linie  von  doppelter 
Krümmung  sich  ihrer  Asymptote  nähern,  desto  mehr  nähern  sie  sich 
zugleich  einer  durch  die  Asymptote  gehenden  Ebene  dergestalt,  dass 
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im  gewöhnlichen  Falle  beide  Aeste  auf  einerlei  Seite  dieser  Ebene 
liegen,  und  von  ihr  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten  Ordnung 
abstehen,  Avenn  sie  von  der  Asymptote  selbst  um  ein  Unendlich- 
kleines der  ersten  Ordnung  entfernt  sind. 

So  wie  endlich  die  geradlinige  Asymptote  für  Aeste,  welche 
durch  einen  quadratischen  oder  einen  noch  höheren  Factor  in  der 
Coefficientensumme  angezeigt  werden,  im  Allgemeinen  unendlich  ent- 
fernt liegt  und  daher  nicht  construirbar  ist  (§.  93):  eben  so  kann 
auch  die  asymptotische  Krümmungsebene  nicht  construirt  werden, 
wenn  der  den  Aesten  zugehörige  Factor  in  der  dritten  oder  einer 
noch  höheren  Potenz  vorkommt.  Denn  alsdann  sind  mit  a  zugleich 
B  und  c  =  0 ,  folglich  nächst  %  zugleich  ^  und  (2  unendlich  ent- 
fernte Puncte. 


Achtes  Capitel. 

Von  Ausdrücken  für  krumme  Flächen. 


§.  101.     Der  Ausdruck 

pA-{-qB-{-rC-{-sI) 

gehört  im  Allgemeinen  einer  Fläche  an,  wenn  seine  Coefficieiiten 
Functionen  zweier  Veränderlichen  ?•  und  w  sind.  In  der  That,  giebt 
man  der  einen  Veränderlichen  w  irgend  einen  bestimmten  Werth, 
so  erhält  man  den  Ausdruck  für  eine  Linie.  Alle  die  Linien  aber, 
welche  entstehen,  indem  man  dem  7ü  nach  und  nach  alle  möglichen 
Werthe  beilegt,  bilden  im  Allgemeinen  eine  Fläche.  —  Ich  sage: 
im  Allgemeinen.  Denn  lassen  sich  die  Coefficienten  als  Functionen 
einer  und  derselben  Function  zweier  Veränderlichen  darstellen,  so 
gehört  der  Ausdruck  offenbar  einer  Linie  und  nur  scheinbar  einer 
Fläche  an.     So  verwandelt  sich  z.  B.  der  Ausdruck: 


r 
wenn  man  —  =  x  setzt,  ni 
w 


10^ A  4-  10^  V  B  -f-  tc  c'  C+v^D. 
!t,  in: 
A  +  xB  +  x-C  +  x'D. 
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Ein  Beispiel  fiir  den  Ausdruck  einer  Fläche  haben  wir  an  dem 
bereits  in  §.  49  gefundenen  Ausdrucke  fiir  die  Ebene,  wo  die  Coeffi- 
cienten  lineare  Functionen  von  v  und  tu  sind.  Kommen  höhere 
Potenzen  der  Veränderlichen  vor,  so  wird  der  Ausdruck  im  Allge- 
meinen für  eine  krumme  Fläche  gelten. 

§.  102.  Die  Flächen,  in  deren  Ausdrücken  die  Coefficienten 
ganze  rationale  Functionen  von  i*  und  iv  sind,  kann  man,  gleich  den 
Linien  (§.  66  und  §.  95),  nach  den  höchsten  in  den  Coefficienten 
vorkommenden  Dimensionen  von  v  und  w  in  Ordnungen  eintheilen. 
Es  wird  dabei,  wie  dort,  vorausgesetzt,  dass  die  Coefficienten  keinen 
ihnen  allen  gemeinschaftlichen  Factor  haben,  dass  die  höchste  Di- 
mension der  Veränderlichen  durch  Einführung  anderer  Veränder- 
lichen nicht  auf  einen  niedrigeren  Grad  gebracht  werden  kann,  und 
dass  überdies  die  Coefficienten  nicht  Functionen  von  einer  und  der- 
selben Function  der  beiden  Veränderhchen  sind.  Doch  vnW  ich 
mich  gegenwärtig  bei  dieser  Eintheilung  der  Flächen  in  Ordnungen 
nicht  aufhalten  und  nur  bemerken,  dass  die  Ordnung,  welche  einer 
Fläche  ihrem  Ausdrucke  nach  zukommt,  im  Allgemeinen  niedriger 
ist,  als  diejenige,  zu  Avelcher  sie  ihrer  Gleichung  nach  gehört. 
Wir  werden  dieses  sogleich  bei  den  Ausdrücken  für  die  Flächen  der 
zweiten  Ordnung  zu  sehen  Gelegenheit  haben,  wo 

a  -|-  a'v  +  «"«•  -|-  a"v-  -\-  a^^'  vtc  -\-  a^io^ 

die  allgemeine  Form  der  Coefficienten  ist. 

§.  103.  Zusätze,  a)  Wenn  man  in  dem  Ausdrucke  für  eine 
Fläche  den  Coefficienten  des  einen  der  vier  Fundamentalpuncte 
gleich  0  setzt,  und  mittelst  dieser  Gleichung  die  eine  der  beiden 
Veränderlichen  aus  den  drei  übrigen  Coefficienten  eliminirt,  so  er- 
hält man  den  Ausdruck  für  die  Linie,  in  welcher  die  Fläche  von 
der  durch  die  drei  übrigen  Fundamentalpuncte  gehenden  Funda- 
mentalebene geschnitten  wird.  Sei  z.  B.  der  Ausdruck  für  die  Fläche 
der  zweiten  Ordnung  gegeben: 

(A)  A-\-vB-\-  V  w  C  +  [v-^  —  w)  D , 

und    Averde   der   Durchschnitt    dieser    Fläche    mit  der  Fundamental- 
ebene ABC  verlangt.  —  Man  setze  den  Coefficienten  von  Z>, 

v''  —  zc  =  0, 
also  10  =  vi^',  und  man  erhält: 

A  +  vB-\-tc^C, 
als  den  Ausdruck   für  die  gesuchte  Linie,    welche   hiernach  von  der 
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dritten  Ordnung  auch  im  gewöhnlichen  Sinne  ist  (§.  70  zu  Ende). 
Da  aber  der  Schnitt  einer  Ebene  mit  einer  Fläche  der  zweiten  Ord- 
nung im  gewöhnlichen  Sinne  immer  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung 
hervorbringt,  so  muss  jene  Fläche,  die  ihrem  Ausdrucke  nach  von 
der  zweiten  Ordnung  war,  ihrer  Gleichung  nach  zu  einer  höheren 
zu  zählen  sein. 

b)  Um  die  Puncte  zu  finden,  in  denen  eine  der  Fundamental- 
linien von  einer  Fläche  geschnitten  wird,  setze  man  in  dem  Aus- 
drucke der  letzteren  die  Coefficienten  der  beiden  anderen  nicht  in 
jener  Fundamentallinie  liegenden  Fundamentalpuncte,  jeden  für  sich, 
gleich  0,  und  substituire  die  aus  diesen  zwei  Gleichungen  hervor- 
gehenden Werthe  der  beiden  Veränderlichen  in  dem  Ausdrucke. 

c)  Setzt  man  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte,  jeden 
für  sich,  gleich  0,  und  kann  man  für  v  und  w  Werthe  finden,  welche 
diesen  drei  Gleichungen  zugleich  Genüge  leisten,  oder,  was  dasselbe 
ist,  gelangt  man  durch  Elimination  von  v  und  n:  aus  diesen  Glei- 
chungen zu  einer  identischen  Gleichung,  so  geht  die  Fläche  durch 
den  vierten  Fundamentalpunct. 

d)  Sind  zwei  der  vier  Coefficienten,  z.  B.  q  und  r,  Functionen 
der  beiden  Veränderlichen,  und  die  beiden  anderen  constant,  hat 
also  der  Ausdruck  die  Form: 

ciA  +  qB  +  rC+dD, 

so  kann  man  q  und  ;•  für  die  beiden  Veränderlichen  selbst  nehmen, 
und  der  Ausdruck  gehört  einer  durch  die  Fundamentallinie  B  C  und 
den  Punct  aA-\-dD  gelegten  Ebene  an,  was  auch  q  und  ;•  für 
Functionen  von  v  und  iv  sein  mögen. 

e)  Wenn  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte  Functionen 
von  der  einen  Veränderlichen  allein  sind,  so  kann  man  den  Coeffi- 
cienten des  vierten  Fundamentalpunctes  für  die  andere  Veränderliche 
selbst  nehmen,  und  der  Ausdruck  bezieht  sich  auf  eine  Kegelfläche, 
deren  Spitze  der  vierte  Fundamentalpunct  ist,  und  deren  leitende 
Linie  das  Aggregat  der  drei  ersteren  Fundamentalpuncte  mit  ihren 
Coefficienten  zum  Ausdrucke  hat. 

f)  Haben  die  Coefficienten  zAveier  Fundamentalpuncte  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  so  ist  daraus  zu  schliessen,  dass  die  Funda- 
mentallinie, welche  die  beiden  anderen  Fundamentalpuncte  verbindet, 
in  der  Fläche  selbst  enthalten  ist.  Denn  setzt  man  diesen  gemein- 
schaftlichen Factor  gleich  0,  und  eliminirt  damit  die  eine  der  beiden 
Veränderlichen,  so  erhält  man  den  Ausdruck  für  die  gedachte  Funda- 
mentallinie. 

So    haben   z.  B.   in    dem  Ausdrucke   [A)    sowohl   der   Coefficient 
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von  B,  als  der  von  C  den  Factor  v.    Annullirt  man  diesen,  so  kommt: 
A  —  toD.     Dividirt   man   ferner   den  Ausdruck    durch   w,   und   setzt 

1  •   . 

—  =  t,  so  wu-d  er : 

IV 

tA-\-tvB-^vC-\-{vH.  —  l)I), 

und  reducirt  sich,  für  ^  =  0,  auf  vC — D.  Die  beiden  Funda- 
mentallinien AD  und  CD  liegen  demnach  in  der  Fläche  {A)  selbst. 
g)  Haben  die  Coefficienten  dreier  Fundamentalpuncte  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  so  reducirt  sich  durch  Nullsetzung  dieses 
Factors  der  Ausdruck  auf  den  vierten  Fundamentalpunct ,  und  die 
Fläche  bildet  daselbst  eine  Art  von  Kegelspitze. 


Yon  der  Berührung  der  Fläclien. 

§.  104.  Nach  demselben  Verfahren,  Avelches  im  Vorigen  bei 
Ausdrücken  für  Linien  angewendet  wurde,  lässt  sich  auch  der  Aus- 
druck für  eine  Fläche  in  eine  Reihe  entwickeln,  deren  erstes  GKed 
ii-gend  ein  gegebener,  in  der  Fläche  selbst  liegender  Punct  ist,  und 
deren  folgende  Glieder  nach  den  Potenzen  der  beiden  Veränderlichen 
und  den  Producten  aus  diesen  Potenzen  geordnet  sind.  Alsdann  wird 
sich  auf  ähnhche  Weise,  wie  bei  den  Linien,  darthun  lassen,  dass 
der  Anfang  dieser  Reihe  bis  mit  den  Gliedern  von  der  mten  Ord- 
nung den  Ausdruck  für  eine  zweite  Fläche  darstellt,  welche  im  All- 
gemeinen von  der  t?i ten  Ordnung  ist,  und  mit  der  ersten  Fläche  an 
jenem  in  ihr  gelegenen  Puncte  eine  Berührung  der  jnteii  Ordnung 
bildet. 

Ohne  aber  die  Entwickelung  dieser  Reihe  vorzunehmen,  und 
noch  weniger  die  gegenseitige  Lage  aller  der  sich  berührenden 
Flächen  in  Untersuchung  zu  ziehen,  als  wo  mit  steigender  Ordnung 
eine  immer  grössere  Anzahl  zu  unterscheidender  Fälle  sich  darbietet, 
will  ich  mich  nur  auf  die  Berührung  der  ersten  Ordnung,  d.  i.  auf 
die  Berührung  mit  einer  Ebene,  beschränken,  und  zur  Bestimmung 
dieser  Ebene  von  dem  Satze  ausgehen:  dass  jeder  dem  Berührungs- 
puncte  unendlich  nahe  liegende  Punct  der  Fläche  sich  auch  in  der 
berührenden  Ebene  befindet  (oder  vielmehr  von  dieser  um  ein  Un- 
endlichkleines einer  höheren  Ordnung  entfernt  ist). 

§.  105.     Sei  demnach 

pA  +  qB  +  rC-\-sD 
der  Ausdruck  der  Fläche,  und  für  den  Punct  derselben,  an  welchen 
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die  berührende  Ebene   gelegt  werden  soll,    sei  v  =  v  ,   w  =  w',   also 
der  Punct  selbst: 

'ä=p'A-\-  q'£  +  r'C-i-s'D, 
wenn   p',  q',  r' ,  s    dieselben    Functionen    von    v'   und  ^v    vorstellen, 
welche  ja,  q,  i\  s  von  v  und  tc  sind. 

Bezeichnen  ferner  x  und  y  zwei  unendlich  kleine,  von  einander 
unabhängige  Grössen,  so  wird  man  den  Ausdruck  irgend  eines  dem 
31  unendlich  nahen  Punctes  %'  der  Fläche  erhalten,  wenn  man  in 
dem  vorigen  für  v',  v'-{-x-,  und  für  w',  w'-\- y  substituirt.  Hierdurch 
verwandelt  sich  ^j'  in 

,  ^Ap'      ^  dp' 
^        dv'  dtü^ 

u.  s.  w.,  und  der  Ausdruck  für  %'  wird: 

Nimmt  man  nun  x  und  y  nicht  bloss  unendlich  klein,  sondern 
überhaupt  als  zwei  von  einander  unabhängige,  veränderliche  Grössen, 
so  ist  dieser  Ausdruck  der  Ausdruck  einer  Ebene,  in  welcher  2t  und 
alle  jene  dem  3(  unendlich  nahen  Puncto  W  begriffen  sind,  folglich 
der  Ausdruck  der  die  Fläche  in  2(  berührenden  Ebene. 

§.  106.  Zusätze,  a)  Soll  die  Fläche  von  einer  der  Funda- 
mentalebenen, z.  B.  von  ABC,  berührt  werden,  so  muss  für  geAvisse 
Werthe  von  v  und  tv,  welche  Aviederum  v'  und  ?r'  heissen,  in  dem 
Ausdrucke  der  Berührungsebene  der  Coefficient  von  D  immer  gleich  0 
sein,   was   auch   den  Veränderlichen  x  und  y  für   Werthe   beigelegt 

werden;    es   müssen  folgrlich  s',   -r— r,    -^ — ;  zugleich  gleich  0  sein. 
"  dv       diu 

Man  setze  daher  s,  als  eine  Function,  die  für  v  =  r'  und  w  =  lo' 

verschwinden  soll, 

=  b{v  —  v')  -\-  c{tv  —  lo'), 

wo   b   und  c    (eben   so    wie    die    nachherigen  d,    e,  ...,  //)    beliebige 

Functionen  von  v  und  w  vorstellen ,    die  für   v  =  v'  und  w  =  w'  im 

Allgemeinen  endliche  Werthe  erhalten.     Hiernach  wird 

dv  dv  dv 

die  diu    '        '    \  (\_io 
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Da  nun   -r—  und   -j—     für    v  =  c'    und    ^c  =  w'    ebenfalls    null 
d  c  d  w 

werden  sollen,  so  müssen  b  und  c  selbst,  als  worauf  sich  dann  diese 

Differentialquotienten  reduciren,  von  der  Form 

b  {v  —  v')  +  c  {w  —  rv) , 
und  folglich  s  von  der  Form 

f{v  —  i-y-  +  9  {v  —  v)  {to  —  w']  +  h  {w  —  w'Y 
sein. 

b)  Soll  der  Berührungspunct  der  Fläche  mit  der  Fundamental- 
ebene ^^C  der  Fundamentalpunct  ^  selbst  sein,  so  müssen  in  dem 
Ausdrucke  der  Fläche,  für  v  =  v'  und  lo  =  ic\  nächst  dem  Coeffi- 
cienten  von  D  auch  die  Coefficienten  von  B  und  C  verschwinden, 
also  letztere  beide  von  der  Form 

b  [-0  —  v')  +  c  [v-  —  id) 
sein. 

Der  allgemeine  Ausdruck  für  eine  Fläche,  welche  durch  den 
Fundamentalpunct  ^  geht  und  daselbst  die  Fundamentalebene  ^i?C' 
zur  berührenden  hat,  ist  folglich: 

aA-\-\l,{v  —  v)  +  c (^^  —  id)'\B  +  \d{x>  —  v')  -\-e{iü  —  ic')] C 
H-  [/(«  —  vT  -hgiv  —  f')  [y-  —  -w)  +  h  [iv  —  lüf]  D , 
wo  noch  der  Gleichförmigkeit  Avillen  a  für  yj  geschrieben  ist. 

§.  107.  Die  Berührung  einer  Fläche  mit  einer  Ebene  ist  im 
Allgemeinen  von  doppelter  Beschaffenheit.  Um  diese  zu  untersuchen, 
wollen  wir  die  Fundamentalpyramide,  deren  Lage  stets  willkürlich 
ist,  so  gestellt  annehmen,  dass,  wie  zu  Ende  des  vorigen  §.,  ABC 
eine  Berührungsebene  und  A  der  Berührungspunct  ist.  Da  nun 
gegenwärtig  bloss  der  bei  A  unmittelbar  gelegene  Theil  der  Fläche 
in  Betracht  kommt,  für  A  aber  v  =  v'  und  w  =  tv'  ist,  so  nehmen 
Avir  V  —  v'  und  w  —  iv'  als  unendlich  klein ,  und  lassen  demzufolge 
im  letztgefundenen  Ausdrucke  der  Fläche  die  Buchstaben  a,  b,  . . . ,  k 
die  Constanten  selbst  bedeuten,  in  welche  die  vorhin  damit  bezeich- 
neten Functionen  für  v  =  r'  und  iv  =  iv  übergehen.  Werden  jetzt, 
noch  grösserer  Kürze  willen,  die  Coefficienten  von  B  und  C,  jeder 
durch  a  dividirt,  zu  den  beiden  Veränderlichen  erwählt  und  resp. 
gleich  t  und  u  gesetzt,  wo  daher  t  und  u  ebenfalls  nur  unendlich 
klein  zu  nehmen  sind,  so  reducirt  sich  der  Coefficient  von  D  auf 
die  Form 

if-  +  ktu  -\-  hr, 

und  der  Ausdruck  wird 

A-\-tB-\-uC-{-  {if  +  kfu-\-  hl") D. 

Möbius  Werke  I.  9 
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Man  setze  nun: 

A  +  tB  +  uC=  Q  und  Q  +  {ii^  +  kiu  -\-  lu^)D  =  P, 
so  ist  Q  ein  dem  Berührungspuncte  A  in  der  Berührungsebene  ABC 
unendlich  nahe  liegender  Punct,  und  P  ein  Punct  der  Fläche  selbst, 
der  von  Q  und  mithin  von  der  Berührungsebene  um  ein  Unendlich- 
kleines der  zweiten  Ordnung  nach  D  zu,  oder  von  D  abwärts  liegt, 
je  nachdem 

it-  -{-  ktu  -\-  lu^ 
positiv  oder  negativ  ist. 

Hiernach  sind  im  Allgemeinen  zwei  Fälle  zu  unterscheiden, 
nachdem  nämlich  das  Trinomium 

it-  -\-htu-\-lu^ 

zwei  imaginäre  oder  reelle  Factoren  hat. 

Im  ersten  Falle,  wo  also  Z;- ><[  4^7,  behält  das  Trinomium  stets 
einerlei  Zeichen,  und  die  Fläche  ist  folglich  in  der  Nähe  des  Be- 
rührungspunctes  ganz  auf  einerlei  Seite  der  Berührungsebene  ent- 
halten. 

Im  zweiten  Falle,  wo  /^■^>4i7,  wechselt  das  Zeichen  des  Tri- 
nomiums,  und  die  Fläche  liegt  zum  Theil  auf  der  einen,  zum  Theil 
auf  der  anderen  Seite  der  Berührungsebene,  wird  also  von  dieser 
zugleich  geschnitten.  Es  geschieht  dieses  in  zwei  durch  A  gehenden 
Linien,  wovon  man  die  Ausdrücke,  oder  vielmehr  die  Ausdrücke  für 
die  an  diese  Linien  durch  A  gelegten  Tangenten,  erhält,  wenn  man 
die  zwei  Factoren  des  Trinomiums  hintereinander  gleich  0  setzt. 
Durch  diese  zwei  Linien  wird  die  Berührungsebene  um  A  herum  in 
vier  Theile  getheilt,  über  und  unter  Avelchen  die  Fläche  abwechselnd 
befindlich  ist. 

Als  Beispiel  einer  solchen  Fläche  dient  eine  Revolutionsfläche,  bei  welcher 
die  erzeugende  Linie  ihre  erhabene  Seite  der  Axe  zukehrt.  Denn  man  denke 
sich  die  erzeugende  Linie  in  irgend  einer  ihrer  Lagen,  und  durch  irgend  einen 
ihrer  Puncto  den  Kreis  gezogen,  -welchen  der  Punct  bei  der  Umdrehung  be- 
schreibt. Beide  Linien,  die  erzeugende  und  der  Kreis,  sind  in  der  Fläche 
selbst  begriffen,  und  folglich  die  Ebene  durch  die  zwei  Tangenten,  welche 
in  dem  gedachten  Puncte  an  die  zwei  Linien  gezogen  werden,  die  Berührungs- 
ebene in  diesem  Puncte.  Nun  liegt  aber  der  Kreis  von  seiner  Tangente  nach 
der  Axe  zu ,  und  die  erzeugende  Linie  von  der  ihrigen  auf  der  von  der  Axe 
abwärts  gekehrten  Seite.  Folglich  wird  auch  die  Fläche  zum  Theil  auf  der 
einen  und  zum  Theil  auf  der  anderen  Seite  der  Berührungsebene  liegen, 
also  von  letzterer  geschnitten  werden. 

Ausser  diesen  zwei  Hauptarten  der  Berührung  giebt  es  noch 
eine  specielle  dritte:  wenn  nämlich  die  zwei  Factoren  des  Trino- 
miums einander  gleich  sind,  also  Ir  =^  'iil  ist.    In  diesem  Falle  liegt 
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zwar  eben  so,  wie  im  ersten,  die  Fläche  nur  auf  einer  Seite  der 
Ebene,  weil  der  Coefficient  von  D  für  alle  Werthe  von  t  und  u 
einerlei  Zeichen  hat;  allein  die  Berührung  geschieht  nicht  bloss  in 
A,  sondern  in  einer  durch  A  gehenden  Linie,  deren  Tangente,  wie 
im  zweiten  Falle,  durch  Nullsetzung  des  quadratischen  Trinomiums 
erhalten  wird.  —  Wenn  diese  Art  der  Berührung  nicht  bloss  an 
einzelnen  Stellen,  sondern  überall  auf  der  Fläche  stattfindet,  so  sind 
die  Berührungslinien  Gerade,  die  Fläche  selbst  aber  ist  einerlei  mit 
den  sogenannten  abwickelbaren,  wovon  der  Kegel  und  der  Cylinder 
besondere  Arten  sind. 

§.  108.  Um  in  das  Wesen  der  Berührung  krummer  Flächen 
mit  Ebenen  eine  noch  vollkommenere  Einsicht  zu  erlangen,  wollen 
wir  uns  die  berührende  Ebene  parallel  mit  sich  fortbewegt  vorstellen, 
und  nun  die  Curve  betrachten,  in  welcher  sie  unmittelbar  vor  oder 
nach  der  Berührung  die  Fläche  schneidet.  Der  Ausdruck  für  diese 
Curve  muss  sich  offenbar  aus  dem  obigen  Ausdrucke  der  Fläche 
herleiten  lassen.  Indess  wird  die  Untersuchung  leichter  von  Statten 
gehen,  wenn  wir  an  der  Stelle  der  Fundamentalpuncte  und  der 
barycentrischen  Ausdrücke  ein  System  rechtwinkliger  Coordinaten 
X,  y,  z  anwenden,  und  die  Fläche  durch  eine  Gleichung  zwischen 
X,  y,  z  gegeben  sein  lassen. 

Sei  daher  die  Ebene  der  x,  y  die  berührende,  und  der  Anfangs- 

punct  der  Coordinaten  der  Berührungspunct,    so  muss  z  eine  solche 

Function  von  x  und  y  sein,    dass  für  x  =  0  und  y  =  Q  nicht  allein 

(Hz  ciz 

z,    sondern  auch  -^j—  und   ^j—  =  0  werden.    Durch  ähnliche  Schlüsse, 
da:  dy 

wie  in  §.  106  angewendet  wurden,  findet  sich  hiernach 

z  =  ax"-  -{-  bxy  -\-  cy^, 

wo  a,  b,  c  Functionen  von  x  und  y  sind,  die  für  x  =  0  und  y  =  0 
endliche  Werthe  erhalten,  und  welche  Werthe  wir  jetzt,  wo  es  bloss 
auf  den  in  unmittelbarer  Nähe  des  Berührungspunctes  befindlichen 
Theil  der  Curve  ankommt,  für  diese  Functionen  selbst  nehmen. 

Hieraus  fliesst  nun  zuerst,  eben  so  wie  im  vorigen  §.,  dass  die 
Berührung  nur  in  einem  Puncto  geschieht  und  die  Fläche  auf 
einerlei  Seite  der  Berührungsebene  liegt,  oder  dass  die  Fläche  von 
der  Ebene  zugleich  geschnitten  wird,  oder  dass  sie  von  der  Ebene 
in  einer  Linie  berührt  wird,  nachdem  b^  kleiner  oder  grösser  oder 
gleich  Aac  ist. 

Heisse  ferner  A  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  oder  der 
Berührungspunct,    und  werde  durch  einen  dem  A  in  der  Axe  der  z 


^ 
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unendlich  nahen  Punct  A'  eine  mit  der  Ebene  der  x,  y  parallele 
Ebene  gelegt.  Die  Gleichung  für  dieselbe  ist,  wenn  wir  AA'^=  i 
setzen:  z  =  i\  und  folglich  die  Gleichung  für  die  Durchschnittslinie 
der  Ebene  mit  der  Fläche: 

ax^  -\-  hxy  -\-  cy'^=  i. 

Wir  schliessen  hieraus:  Die  Linie,  in  welcher  eine  krumme  Fläche 
von  einer  daran  gelegten  Berühr ungseheyie  geschnitten  zu  werden  an- 
fängt, wenn  diese  parallel  mit  sich  fortbeivegt  tcird,  ist  im  Allgemeinen 
ein  Kegelschnitt,  ivelcher  [A'  d.  h.)  die  Projection  des  Berährungs- 
pimctes  auf  die  schneidende  Ebene  zum  Mittelpuncte  hat,  und  eine 
Ellipse  oder  Hyperbel  ist  {nachdem  b-<^  oder  ^4«o,  d.  h.),  nach- 
dem die  Fläche  f?iit  der  berührenden  Ebene  bloss  den  Berührungspunct  ^ 
gemein  hat,   oder  'con  dieser  zugleich  geschnitten  wird. 

Nur  muss  im  ersten  Falle,  wo  das  Trinomium  ax* -\- . .  für  alle 
Werthe    von  x  und   y  einerlei   Zeichen   hat,    die  Bewegung   der   Be-      '  "m 

rührungsebene  nach  der  Seite  zu  geschehen,  auf  Avelcher  i  das  näm- 
liche Zeichen  bekommt. 

Im  zweiten  Falle  wird  die  Ebene  sowohl  vor  als  nach  der  Be- 
rührung die  Fläche  schneiden.  Nimmt  man  dabei  an,  dass  die 
beidesmaligen  Durchschnittspuncte  der  Ebene  mit  der  Axe  der  z 
von  A  gleichweit  abstehen,  so  sind  die  Gleichungen  der  Durch- 
schnitte mit  der  Fläche: 

^/.r-  -\~bxy  -\-  cy^-  =  i  und  ax-  -\-  bxy  -\-  cy-=  —  /, 
also  die  Durchschnitte  selbst  zwei  Hyperbeln,  die,  wenn  man  sie  auf 
die  Ebene  der  x,  y  projicirt,  zwei  conjugirte  Hyperbeln  Averden.    Die 
Gleichung   für   die   gemeinschaftlichen  Asymptoten  dieser  projicirten 
Hyperbeln  ist: 

«.r-  +  bxy  -\-cy'=  0; 

folglich  sind  die  Asymptoten  zugleich  die  Linien ,  in  denen  die 
Fläche  von  der  Berührungsebene  geschnitten  wird. 

§.  109.  Die  betrachteten  Durchschnitte  einer  kvunnnen  Fläche 
mit  einer  der  berührenden  unendlich  nahe  liegenden  Ebene  sind 
ganz  vorzüglich  geschickt  zur  Entwickclung  der  merkwürdigen  Sätze, 
welche  rücksichtlich  der  Krünnnungshalbmesser  und  unendlicli  naher 
Normalen  einer  Fläche  stattfinden.  Wiewohl  nun  eigentlich  von 
diesen  Gegenständen  hier  eben  so  wenig,  als  früher  bei  der  Lelire 
von  der  Berührung  krummer  Linien,  die  Rede  sein  kann,  indem  der 
dabei  zum  Grunde  liegende  Begriff  des  rechten  Winkels,  so  wie  der 
Begriff  des  Yerliältnisses  zweier  Winkel  überhaupt,  von  den  Unter- 
suchungen,   denen   die  vorliegende    Sclnift    gewidmet  ist.    völlig  aus- 
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geschlossen  bleibt,  so  kann  ich  doch  nicht  umhin,  angesehen  die 
besondere  Anschaulichkeit,  welche  die  gedachten  Gegenstände  durch 
die  folgende  Darstellungsart  ge-vNdnnen,  die  hier  vorgesteckten  Grenzen 
einmal  zu  überschreiten. 

Sei  (Fig.  26)  die  Ebene  des  Papiers  die  berührende,  und  in  der- 
selben A  der  Berührungspunct  und  PRQS  die  Projection  der  Ellipse, 
in  welcher  die  Fläche  von  einer  mit 
der  berührenden  parallelen  und  ihr 
unendlich  nahen  Ebene  im  ersten 
Falle  geschnitten  wird.  Diese  Pro- 
jection wird  eine  der  ersteren  gleiche 
Ellipse  und  Ä  ihr  Mittelpunct  sein. 
Der  gegenseitige  Abstand  der  beiden 
Ebenen  heisse  i,    wie    vorhin;    er    ist 

von  der  zweiten  Ordnung,  wenn  die  Durchmesser  der  Ellipse  als 
unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung  betrachtet  werden.  Sei 
nun  TAU  die  Projection  irgend  einer  durch  den  Berührungspunct 
A  auf  der  Fläche  gezogenen  Curve.  Der  innerhalb  der  Ellipse 
liegende  Theil  dieser  Projection,  TU,  wird  wegen  der  unendlichen 
Kleinheit  der  Ellipse  als  geradlinig  angesehen  werden  können;  der 
Theil  der  Curve  selbst  aber,  welcher  dem  Theil  A  T  oder  A  U  der 
Projection  zugehört,  wird,  als  Kreisbogen  betrachtet,  das  noch  un- 
endlich  kleinere  i  zu   seinem   Quersinus    haben.     Der  Krümmungs- 

AT^ 


halbmesser  dieser  Curve   in  A  ist  daher   = 


2^• 


also    dem    Qua- 


drate  des   Durchmessers    proportional,    in   welchem    die   Ellipse   von 
der  Curve  geschnitten  wird. 

Aus  der  Natur  der  Ellipse  folgt  nun  sogleich,  dass  unter  allen 
den  Krümmungshalbmessern,  welche  die  auf  der  Fläche  durch  einen 
Punct  A  derselben  gezogenen  Curven  in  diesem  Puncto  A  haben, 
der  grösste  und  kleinste  zweien  Curven  angehören,  die  sich  in  A 
unter  rechten  Winkeln  schneiden.  Es  sind  nämlich  diejenigen 
Curven,  welche  bei  A  mit  der  grossen  und  kleinen  Axe  der  Ellipse, 
PQ  und  ^<S',  zusammenfallen. 

Man  setze  den  Winkel  FAT  =  (f ,  so  sind,  PQ  und  und  PS 
zu  den  Axen  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  genommen, 
die  Coordinaten  von   T: 

AT  cos  (f,   AT  sin  ff ; 
und  aus   der  bekannten  Gleichung  zwischen   diesen  Coordinaten   er- 
giebt  sich: 


1 
AT*- 


cos  f/)^         sin  r/)' 


AP" 


4- 


AB* 
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Heissen   nuu  die   Krümmungshalbmesser  der  Curven  PQ 
TU  resp.  r,  r',  q,  so  verhalten  sich 

r  :r'  :  q  =  AP'-  :  AP^  :  AT\ 
und  die  vorige  Gleichung  wird: 

1  cos  ff^ 


PS, 


+ 


sin  rp" 


die  bekannte  Relation  zwischen  dem  grössten  r,  dem  kleinsten  r\ 
und  irgend  einem  anderen  Krümmungshalbmesser  q,  dessen  Curve 
die  dem  grössten  zugehörige  unter  dem  Winkel  rp  schneidet. 

Werde  endlich  in  einem  beliebigen  Puncte  der  kleinen  Ellipse 
eine  Normale  auf  der  Fläche  errichtet.  Da  die  Ellipse  in  der  Fläche 
selbst  liegt,  so  wird  diese  Normale  auch  die  Peripherie  der  Ellipse 
unter  rechten  Winkeln  treffen,  und  folglich  die  rechtwinklige  Pro- 
jection  der  Normale  auf  die  Berührungsebene  zugleich  eine  Normale 
der  auf  diese  Ebene  projicirten  Elhpse  sein,  wie  z.  B.  TN.  Die 
Normale  der  Fläche  in  dem  Berührungspuncte  steht  senkrecht  auf 
der  berührenden  Ebene,  und  ihre  rechtwinklige  Projection  ist  daher 
der  Punct  A  selbst.  Da  nun  unter  allen  Normalen  einer  Ellipse 
nur  diejenigen  auf  den  Mittelpunct  stossen,  welche  durch  die  End- 
puncte  der  grossen  und  kleinen  Axe  geführt  werden,  so  folgt,  dass, 
wenn  man  durch  einen  Punct  A  der  Fläche  eine  Normale  legt, 
unter  allen  anderen  unendlich  nahen  Normalen  nur  diejenigen  die 
erstere  schneiden,  welche  in  den  durch  A  gehenden  Curven  der 
grössten  und  kleinsten  Krümmung  auf  der  Fläche  errichtet  werden. 
Ganz  ähnliche  Betrachtungen  lassen  sich  bei  dem  zweiten  Falle 
anstellen,    wo    die   Fläche    von    der   sie   berührenden   Ebene   zugleich 

geschnitten  wird.  Seien  Aviederum 
(Fig.  27)  die  Ebene  des  Papiers  die 
berührende,  A  der  Berührungs- 
punct  und  KL,  31 N  die  Durch- 
schnittslinien der  Fläche  mit  der 
Berührungsebene.  Letztere  sind, 
wie  bereits  erinnert,  die  gemein- 
schaftlichen Asymptoten  von  den 
Projectionen  der  zwei  Hyperbeln, 
in  denen  die  sich  parallel  fort- 
bewegende Berührungsebene  unmittelbar  vor  und  nach  der  Berüh- 
rung die  Fläche  schneidet.  Seien  KPX .  .  MQL,  KPM..XSL 
diese  Projectionen,  von  denen  die  erstere  der  über,  die  letztere  der 
unter  der  berührenden  Ebene  liegenden  Hyperbel,  in  dem  Abstände 
±  i,    angehöre.     Alsdann  ist  klar,    dass   von    allen    auf   der  Fläche 


Fig.  27. 
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durch  A  gezogenen  Curven  diejenigen,  welche  innerhalb  der  Winkel 
MAL,  KAN  hegen,  bei  A  ihre  hohle  Seite  und  Krümmungshalb- 
messer nach  oben,  und  diejenigen,  welche  innerhalb  der  Winkel 
KAM,  NAL  enthalten  sind,  ihre  hohle  Seite  und  Krümmungs- 
halbmesser nach  unten  zu  kehren;  dass  folglich,  die  Krümmungs- 
halbmesser der  ersteren  Curven  positiv  gesetzt,  die  der  letzteren 
negativ,  dagegen  die  Krümmungshalbmesser  der  Curven,  welche  mit 
den  Asymptoten  zusammenfallen,  unendlich  sind. 

Schneidet  eine  durch  A  gelegte  Curve  die  eine  der  beiden 
Hyperbeln  in  7",  so  ist  ihr  Krümmungshalbmesser,  absolut  genommen, 

AT"^ 

=         .  ,    und    mithin    desto    kleiner,    je    kleiner    der    Winkel    ist, 

welchen  die  Curve  mit  der  Hauptaxe  PQ  (oder  HS),  der  von  ihr 
geschnittenen  Hyperbel  macht.  Die  grösste  Krümmung  haben  folg- 
lich unter  den  ihnen  zunächst  liegenden  diejenigen  zwei  Curven, 
welche  mit  den  Hauptaxen  selbst  zusammenfallen.  Sie  schneiden 
sich  daher  unter  rechten  Winkeln,  und  ihre  Krümmungshalbmesser 
haben  entgegengesetzte  Zeichen. 

Bezeichnet  man  die  absoluten  Werthe  dieser  Krümmungshalb- 
messer von  PQ,  PS  durch  r,  r',  und  den  irgend  einer  anderen 
durch  A  gehenden  Curve  T  U,  welche  mit  P  Q  einen  Winkel 
gleich  (f  macht,  durch  q,  so  lässt  sich  auf  dieselbe  Weise  aus  der 
Gleichung  für  die  Hyperbel,  wie  vorhin  aus  der  Gleichung  für  die 
Ellipse,  darthun,  dass 

1  cos  q)^         sin  cp- 

Q  r  r 

Auch  erhellet  eben  so  wie  vorhin,  dass  unter  allen  Normalen, 
welche  durch  dem  A  unendlich  nahe  liegende  Puncto  der  Fläche 
geführt  werden,  nur  diejenigen  die  in  A  errichtete  Normale  schnei- 
den, deren  Puncto  in  den  Curven  der  grössten  Krümmung  liegen. 

Was  zuletzt  den  Fall  betrifft,  wo 

ax-  -{-hxy  -\-  cy- 

ein  Quadrat  ist,  und  die  Fläche  von  der  Ebene  in  einer  Linie  be- 
rührt wird,  so  ergiebt  sich  durch  ein  ganz  analoges  Verfahren,  dass, 
wenn  die  berührende  Ebene  um  ein  Unendlichkleines  der  zweiten 
Ordnung  nach  der  Seite,  wo  die  Fläche  liegt,  parallel  fortgeführt 
wird,  sie  die  Fläche  in  zwei  Parallellinien  schneidet,  welche  um  ein 
Unendlichkleines  der  ersten  Ordnung  von  einander  abstehen,  und 
zwischen  welchen  der  Berührungspunct  mitten  inne  liegt.  Hieraus 
ist  weiter  zu  schliessen,  dass  unter  allen  Curven  durch  den  Be- 
rührungspunct diejenige,    welche  mit   jenen  Parallelen   parallel  geht, 
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gar  keine  Krümmung,  diejenige  aber,  welche  die  Parallelen  recht- 
winklig schneidet,  die  grösste  Krümmung  hat,  —  dass,  wenn  man 
den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  gleich  r  setzt,  mit  Beibe- 
haltung der  vorigen  Bezeichnungen 

1  cos  (JP* 

ist,  und  dass  endlich  nur  diejenigen  Normalen  die  Normale  durch 
den  Berührungspunct  schneiden,  welche  durch  Puncte  der  Curve 
von  der  grössten  Krümmung  gezogen  werden,  die  Normalen  aber 
durch  Puncte  der  Curve  von  keiner  Krümmung  mit  der  gedachten 
Normale  parallel  laufen. 


Von  den  Fläclien  der  zweiten  Ordnung. 

§.  110.  Der  in  §.  107  in  Betrachtung  gezogene  Ausdruck  der 
zweiten  Ordnung: 

ist,  wenn  t  und  u  nicht  bloss,  wie  dort,  unendlichklein,  sondern  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  genommen  Averden,  der  Ausdruck  einer 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  auch  im  gewöhnlichen  Sinne.  Der 
Beweis  dafür  wird  in  dem  folgenden  Capitel  (§.  134,  1)  gegeben 
werden.  Diesen  aber  vorausgesetzt,  lassen  sich  schon  jetzt  die  Merk- 
male bestimmen,  aus  denen  die  Art  einer  solchen  Fläche  erkannt 
werden  kann. 

Zu  diesem  Ende  haben  wir  fürs  erste  die  Coefficientensumme 
des  Ausdrucks  näher  zu  untersuchen,  welche,  nach  u  geordnet  und 
mit  s  bezeichnet,  sich  also  schreiben  lässt: 

So  wie  nun  allgemein 

1 

ax^'  -\-  bx  -}-  c  =  -—  (v-  H-  d) , 

4  d 


wo 

so  wird 

wo 


V  =  2ax  -^  b  und  d  =  Aac  —  b-, 


s  =  lj{v^  +  d), 


V  =  2lu-\-kt-\-l 
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und 


wo 


und 


Hiermit  wird 


e  =  4(4?7— Ä-*)(4/— 1)  — 4(2?— Äf 
=  1 6  /(4e7  —  k-—  i  +  k  —  l). 


_  J_r  ,    1        w^  +  e    1^ 

^~  All"   ~^  4{iil  —  /c')y 


wo  V  und  IV  lineare  Functionen  von  t  und  u  sind. 

Nun  giebt  es  3  Hauptarten  von  Flächen  der  zweiten  Ordnung: 
das  Ellipsoid,  welches  auf  einen  endlichen  Raum  beschränkt  ist, 
und  zwei,  sich  in  das  Unendliche  erstreckende,  Hyperboloide, 
das  elliptische  und  das  hyperbolische,  von  denen  das  erstere 
ganz  auf  einerlei  Seite  jeder  Berührungsebene  liegt,  das  letztere 
aber  von  einer  solchen  zugleich  geschnitten  wird. 

Sind  die  Hyperboloide  zugleich  E.evolutionsflächen,  so  entsteht  das  ellip- 
tische durch  Umdrehung  einer  Hyperbel  um  die  Hauptaxe,  das  hyperbolische 
durch  Umdrehung  um  die  zugeordnete  Axe. 

Die  durch  den  Ausdruck  dargestellte  Fläche  ist  demnach  ein 
Ellipsoid,  wenn  5  niemals  gleich  0  Averden  kann,  also  wenn  4^7  —  k- 
und  e  positiv  sind,  d.  h.  wenn 

4^7  >>  k-  und  4il  —  k-  —  i -{- /c  —  / 
mit  /  und  folglich   auch   mit  i  einerlei  Zeichen  hat.     Denn  wegen 
4^7^^•^  müssen  ^  und  l  einerlei  Zeichen  haben. 

Die  Fläche  ist  zweitens  ein  elli23tisches  Hyperboloid,  Avenn  s  =  0 
werden  kann,  und  Ail^k'^  ist  (§.  107),  folglich  wenn  Ail^k'-  ist, 
und 

das  entgegengesetzte  Zeichen  von  i  und  l  hat. 

Endlich  wird  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  sein, 
wenn  427<^>^-  ist,  mag  e  das  positive  oder  negative  Zeichen  haben. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo 

Ail  —  k^—i  +  k  —  l=  0, 

ist  die  Fläche  ein  Paraboloid,  und  zwar  wiederum  ein  ellip- 
tisches oder  hyperbolisches,  nachdem  Ail'^  oder  <^k-.  Bei 
ersterem   ist   daher  s  der  Summe   zweier  Quadrate   gleich   und   kann 
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nur,  wenn  v  und  tv  zugleich  gleich  0  sind,  verschwinden,  so  dass 
sich  das  elliptische  Paraboloid  nur  nach  der  einzigen  durch  v  =  0 
und  w  =  0  bestimmten  Richtung  in  das  Unendliche  ausdehnt.  Bei 
dem  hyperbolischen  Paraboloid  wird  s  der  Differenz  zweier  Quadrate 
gleich,  folglich  in  zwei  Factoren  auflösbar,  und  kann  daher  für  un- 
endlich viel  zusammengehörige  Werthe  der  Veränderlichen  gleich  null 
werden. 

Ein  noch  speciellerer  Fall  ist  der,  wo 
4il  —  k-  =  0, 
und  mithin  die  Berührung  in  einer  geraden  Linie  geschieht.    In  der 

That  wird  der  Coefficient  von  D   alsdann  -r^,  wo 

V  =  2lu  -\-  kt, 
und  der  Ausdruck  reducixt  sich  auf 

4lA-{-4:lfB-]-2(v  —  ki)C+  v-D, 
gehört  also  einer  Kegel  fläche  an,  deren  leitende  Linie 

4:lA-\-2vC+v^D  =  lA  +  xC-^z^I>,  für  ü  =  2x, 

und  deren  Spitze  21 B  —  kC  ist. 

Wenn  endlich  nicht  nur  4{l  —  k-,  sondern  auch 
4il  —  k-  —  i  -{-  k  —  l  =  0 
ist,  so  findet  sich 

/c  =  2i=  21, 
und    die   Spitze    jener   Kegellläche   wird    ^B — C,    also    unendlich 
entfernt;    d.  h.    der    vorige    Kegel    geht    in    einen    Cy linder    über, 
dessen   leitende   Linie  dieselbe   ist,    wie    die    des  Kegels,    und   dessen 
erzeugende  Linie  sich  parallel  mit  der  Fundamentallinie  B  C  bewegt. 

§.  111.  Der  Ausdruck  für  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung: 
A-\-tB-\-tiC-{-{it^-\-  ktu  +  liC-) D 
lässt  sich  in  dem  Falle,  wo  der  trinomische  Coefficient  von  D  in 
zwei  Factoren  aufgelöst  werden  kann,  und  mithin  die  zugehörige 
Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid  ist,  auf  eine  sehr  einfache 
Form  bringen.     Denn  seien  diese  Factoren: 

i t^-{-  au  =  X,    t  -\-  bu  =  y, 
also 

it'^  -\-  ,,  =  xy, 

so  kann  man  umgekehrt  t  und  u  als  Kneäre  Functionen  von  x  und 
y  darstellen,  und  der  Ausdruck  wird,  wenn  man  x  und  y  als  Ver- 
änderliche einführt,  die  Form  erhalten: 

A-\-{cx-{-  dy)B  -h  [ex  +fy)  C+xyD. 
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Wird  nun  noch 

cB-\-eC  =  ßB  und   dB  +fC  =yC 
gesetzt,   und  nimmt  man  B,,   C,  statt  B,   C  zu  Fundamentalpuncten, 
so  kommt  der  Ausdruck: 

A  +  ßxB,+  '/yC,-\-xyD, 

X  11 

oder   noch   etwas   einfacher,    -wenn   man    für  x   und   y,    — -    und    — 

1 
schreibt,    -r—  =  d   setzt,    und  an  B  und  C  die  nicht  mehr  nöthigen 

Accente  weglässt: 

I)  A-^xB-^yC-\-6xyD. 

Die  berührende  Fundamentalebene  und  der  Berührungspunct  A 
sind  hierbei  unverändert  geblieben:  dagegen  sind  die  jetzigen  Funda- 
mentallinien AB  und  AC  zugleich  diejenigen,  in  denen  die  Fläche 
von  der  an  A  gelegten  Berührungsebene  geschnitten  wird.  Denn 
für  y  =  0  reducirt  sich  der  Ausdruck  auf  A-\-xB,  und  für  .r  ^  0 
auf  A-\-  yC.  Die  zwei  Durchschnitte  der  Fläche  mit  der  Be- 
rührungsebene in  A  sind  folglich  Gerade. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  jeder  anderen  Berührungsebene. 
Denn  seien  für  irgend  einen  Punct  der  Fläche :  x  =  x',  y  =  y'\  so 
kommt,  wenn  man  in  dem  Ausdrucke  der  Fläche  das  einemal  x  =  x' 
setzt,  und  y  als  Veränderliche  beibehält,  das  anderemal  y  z=  y'  setzt, 
und  X  veränderlich  lässt: 

1)  A  +  x'B  +  yC  +  dx'yD, 

2)  A  +  xB  +y'C+dy'xD, 

die  Ausdrücke  zweier  durch  jenen  Punct  gehender  und  m  der  Fläche 
selbst  liegender  gerader  Linien.  Da  nun  die  Ebene  durch  die 
Tangenten,  welche  an  zwei  auf  einer  Fläche  gezogene  Linien  in 
ihrem  Durchschnittspuncte  gelegt  werden,  die  Berührungsebene  der 
Fläche  in  diesem  Puncte  ist,  eine  Gerade  aber  in  jedem  ihrer  Puncto 
sich  selbst  zur  Tangente  hat,  so  wird  die  durch  die  Geraden  1)  und 
2)  gelegte  Ebene  die  berührende  in  jenem  Puncte  sein,  und  mithin 
die  Fläche  in  diesen  zwei  Geraden  schneiden*). 


*)    In   der  That  findet  sieh   auch  nach  §.  105   der  Ausdruck   der  Berührungs- 
ebene in  dem  Puncte,  für  welchen  x  =  x'  und  y  =  y'  ist : 

A  +  'x'-\-  v]  B  -f  'y'+  IC)  C'+  cf  'x'y'-ir  y'v  +  x'iv  D, 
oder  einfacher,  "wenn  man  x'+  t',    y'+  tc  zu  den  Veränderlichen  nimmt  und  gleich 
X,  y  setzt: 

A-\-  xB  -\-  yC  -\-  6  y'x  -{-  x'y  —  x'y']  D , 

ein  Ausdruck,  der  sich  für  x  =  x'  auf  V ,  und  für  y  ■=■  y'  auf  2;  reducirt. 
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Durch  Jeden  Punct  des  hyperbolischen  Hyperboloids  können  also 
zicei  in  der  Fläche  selbst  liegende  Gerade  gezogen  werden.  Alle  diese 
Geraden  aber  bilden  zicei  Systeme  von  der  Beschaffenheit  ^  dass  jede 
Gerade  des  einen  Systetns  jede  Gerade  des  andereti  schneidet.  Das 
Hyperboloid  han7i  daher  immer  durch  die  Bewegung  einer  Geraden., 
und  ziL'ar  auf  doppelte   Weise,   erzeugt  icerden. 

Aber  auch  umgekehrt:  Hat  man  drei  Gerade,  von  denen  keine 
zwei  in  einer  Bbene  liegeti,  so  xcird  eine  vierte  Gerade .,  dergestalt  be- 
tcegt,  dass  sie  die  drei  erster en  fortw'dhrejid  schneidet,  ein  hyperbo- 
lisches Htjperboloid  erzeugen. 

Denn  seien  AB  und  CD  zwei  jener  drei  Geraden.  Eine  sie 
schneidende  Gerade  hat  den  Ausdruck  (§.  56,1,  1): 

[A)  }nxA^zB-\-nC-{-D, 

wo  m  und  ti  noch  unbestimmte  Constanten  sind,  die  wir  jetzt  so 
bestimmen  wollen,  dass  die  Gerade  [A)  durch  einen  bestimmten 
Punct  P  der  Geraden 

(B)  {a+a'y)A  +  {b-\-b'y)B-\-yC+D 

gehe.  Für  den  bestimmten  Werth,  den  die  Veränderliche  y  im  Aus- 
drucke [B]  für  P  hat,  muss  daher  sein: 

n  =  y.    mx  =  a-\-  a'y,    z  ■=  b  -\-  b'y, 


also 


m 


a  +  «V 


b  +  b'y 

Substituirt  man  diese  "NYerthe  für  m  und  n  im  Ausdrucke  (^), 
und  nimmt,  der  Einfachheit  willen,  statt  x  eine  andere  Veränder- 
liche z,  so  ^ass 

x  =  [b-^b'y)z, 

so  erhält   man   den  Ausdruck   für  die  gesuchte  Gerade,    welche  AB 
und  CD  schneidet  und  durch  P  geht: 

[a  +  a'y)zA  -\- [b -\-  b'y)zB  -\-yC+D. 

Lässt  man  nun  y  nicht  mehr  einen  bestimmten  Werth  haben, 
sondern  veränderlich  sein,  so  umfasst  der  gefundene  Ausdruck  alle 
durch  AB,  CD  und  {B)  zugleich  gehenden  Geraden,  ist  folglich 
der  Ausdruck  der  Fläche,  welche  durch  die  Bewegung  einer  Geraden 
erzeugt  wird,  deren  leitende  Linien  die  drei  Geraden  AB,  CD  und 
{B)  sind. 

Es  reducirt  sich  aber  der  Ausdruck,  wenn  man  Z),  C.  aA-\-bB 
und  a  A  -j-  b' B  zu  Fundamentalpuncten  nimmt ,  auf  die  Form  des 
Ausdrucks  I) ;  mithin  ist  die  ihm  zugehörige  Fläche  ein  hyperbo- 
Ksches  Hyperboloid. 
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§.  112.  Das  hyperbolische  Paraboloid  ist  als  eine  besondere 
Art  des  hyperbolischen  Hyperboloids  zu  betrachten,  indem  ersteres 
aus  letzterem  entsteht,  wenn  die  Summe  der  Coefficienten  im  Aus- 
drucke des  letzteren  in  zwei  Factoren  auflösbar  wird,  also  bei  dem 
vereinfachten  Ausdrucke  I),  wenn  (5^1  wird.  Der  Ausdruck  für 
das  hyperbolische  Paraboloid  ist  daher: 

11)  A-{-xB  +  yC+xyD. 

Auch  bei  dieser  Fläche  lassen  sich  durch  jeden  ihrer  Puncte 
zwei  in  ihr  selbst  begriffene  Gerade  ziehen: 

A  +  xB+y'C+tj'xD, 
A-\-x'B  +  yC  +  x'yD. 

Die  erstere  derselben  schneidet  die  Fundamentallinien  AC  und 
BD,  und  liegt  in  einer  mit  AB  und  CD  parallelen  Ebene;  die 
letztere  schneidet  AB  und  CD,  und  liegt  in  einer  Ebene,  welche 
mit  AC  und  BD  parallel  ist.     Vergl.  §.  56  zu  Ende. 

Das  liyperholisclie  Paraboloid  enthalt  demnach  zwei  Systeme  ge- 
rader Linien  voti  derselben  Beschaffenheit  ^  wie  bei  dem  Hyperboloid, 
nur  mit  dem  Zusätze,  dass  die  Geraden  eines  jeden  Systems  mit  einer 
Ebene  parallel  sind,  oder,  was  auf  dasselbe  hiyiaushommt ,  dass  sie 
drei  mit  einer  Ebene  parallele  [zum  anderen  System  gehörige)  Gerade 
schneiden. 

Dass  auch  umgehehrt  ein  hyperbolisches  Paraboloid  immer  er- 
zeugt werde,  loenn  eine  Gerade  mit  einer  gegebenen  Ebene  parallel 
bewegt  wird,  und  dabei  durch  zwei  gegebene  Gerade  geht,  oder  wenn 
sie  drei,  mit  einer  und  derselben  Ebeiie  parcdlele  Gerade  zu  leitendeti 
Linien  hat,  wird  man  leicht  selbst  finden. 

Aus  diesen  Eigenschaften  des  hyperbolischen  Hyperboloids  und 
hyperbolischen  Paraboloids   ziehen  wir  zum  Schlüsse  noch  den  Satz: 

Hat  man  drei  Gerade  a,  b,  c,  von  denen  keine  zioei  in  einer 
Ebetie  liege7i ,  und  vier  oder  mehrere  andere  Gerade  a,  ß,  y,  d,  ..., 
deren  jede  von  a,  b,  c  zugleich  geschnitten  wird,  so  wird  jede  Gerade 
d,  welche  von  den  Geraden  a,  ß,  y,  d,  ...  irgend  drei  a,  ß,  y  schneidet, 
auch  alle  übrigefi  d,  ...  schneiden.  —  Sind  dabei  a,  b.  c  mit  einer 
Ebene  parallel,  so  wird  mit  derselben  Ebene  auch  d  parallel  laufen, 
und  die  Geraden  a,  ß,  y,  ö,  ...  werden  ebenfalls  mit  einer  Ebene 
parallel  sein. 
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Von  abwickelbaren  Fläclien. 

§.  113.     Der  Ausdruck 

(A)  {pv-\-q)^  +  {f'v-\-s)B-{-vC-\-D 

ist,  wenn  p,  q,  r,  s  constant  und  v  veränderlich  genommen  werden, 
der  allgemeine  Ausdruck  einer  geraden  Linie  (§.  47).  Lässt  man 
aber  p,  q,  r,  s  beliebige  Functionen  einer  zweiten,  von  v  unabhän- 
gigen Veränderlichen  w  sein,  so  wird  {A)  der  allgemeine  Ausdruck 
einer  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugten  Fläche.  Vergl. 
§.  101. 

Der  obige  Ausdruck  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  giebt 
hierzu  ein  Beispiel  ab.  Für  diese  Fläche  sind  p,  q,  r,  s  lineare 
Functionen  von  w,  und  folglich  der  Ausdruck  [A]  auch  dann  einer 
Geraden  angehörig,  wenn  v  constant  und  w  veränderlich  genommen 
wird;  daher  diese  Fläche  auf  doppelte  Weise  von  einer  Geraden 
beschrieben  werden  kann.  Auch  sieht  man  leicht,  wie  dann  der 
Ausdruck  [A)  durch  Annahme  anderer  Fundamentalpuncte  auf  die 
einfache  Form  I)  in  §.111   sich  zurückführen  lässt. 

§.  114.     Die  bei  Erzeugung  der  Fläche  [A)  auf  die  Gerade 

[pv  +  q)A  +  {rv  +  s)B-{-vC^D 

nächstfolgende  Gerade  ist: 

[{p  ^dp)x-i-q-\-  dq]A  +  [{r  +  dr)x  +  5  +  d«]^  +  xC-\-D. 

Zwei  solcher  nächstfolgender  Geraden  schneiden  im  Allgemeinen 
einander  nicht.  Geschieht  dieses  aber  irgend  einmal,  so  hat  man 
für  den  Durchschnittpunct  (§.  48)  v  =  x,  und: 

vd2)-\-dq  =  0,     vdr-\-ds  =  0, 
also 

d^;  :  d^  =  dr  :  ds, 

woraus  sich  die  dem  Durchschnitte  zugehörigen  Werthe  von  v  und 
u-  bestimmen  lassen. 

Sollen  daher  stets  je  zwei  auf  einander  folgende  Lagen  der  er- 
zeugenden Linie  einander  schneiden,  oder  überhaupt  in  einer  Ebene 
liegen,  so  muss,  unabhängig  von  einem  bestimmten  Werthe  für  w, 
zwischen  den  Differentialen  der  vier  Functionen  p,  q,  i\  s  eine  geo- 
metrische Proportion  stattfinden. 

In  diesem  Falle  kann  man  sich  die  ganze  Fläche  aus  ebenen 
Elementen  zusammengesetzt  vorstellen,  welche  von  unbegrenzter 
Länge,    aber  unendlich  kleiner  Breite   sind    und    mit   ihren    langen 
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Seiten  an  einander  grenzen.  Denkt  maii  sich  das  erste  dieser  Ele- 
mente um  seine  gerade  Durchsclinittslinie  mit  dem  zweiten  gedreht, 
bis  es  in  die  Ebene  des  zweiten  fällt;  hierauf  die  zwei  ersten  Ele- 
mente zusammen  um  den  Durchschnitt  des  zweiten  und  dritten,  bis 
sie  in  die  Ebene  des  dritten  fallen,  u.  s.  w. :  so  -sWrd  die  Fläche  nach 
und  nach  abgewickelt  und  in  eine  Ebene  ausgebreitet.  Man  nennt 
daher  Flächen  dieser  Art  abwickelbare  Flächen. 

Um  den  allgemeinen  Ausdruck  derselben  zu  erhalten,  setze  man 
zufolge  der  obigen  Proportion: 

d^  dq 

■d^""d^~''' 
und  es  wird 

p  =fzdi',     q  =  fzds\ 
folglich  wenn  man  diese  Integrale  für  p  und  q  in  dem  Ausdrucke  [A) 
substituirt : 

I)        [vfzdr  +fzds)A-\-  [rv  -\-s)B  +  r  C-H  D, 
wo  ?',  Sj  z  beliebige  Functionen  der  Veränderlichen  lo  sind. 

§.  115.  Der  Ausdruck  einer  abwickelbaren  Fläche  lässt  sich 
noch  unter  einigen  anderen  Formen  darstellen,  die  sowohl  durch 
geometrische  Betrachtungen,  als  auch  durch  analytische  Umformungen 
des  Ausdrucks  I)  gefunden  werden  können. 

Zuerst  kann  man  sich  alle  die  verschiedenen  Ebenen,  in  welchen 
die  ebenen  Elemente  der  Fläche  enthalten  sind,  als  die  Lagen  einer 
nach  einem  gewissen  Gesetze  bewegten  Ebene  denken,  und  mithin 
die  Lagen  der  erzeugenden  Linie  als  die  Durchschnitte  je  zweier 
nächstfolgenden  Lagen  der  bewegten  Ebene  ansehen. 

Sei  nun  der  Ausdruck  dieser  Ebene  (§.  51): 
[B]  {u+tx  +  zy)A  +  yB-\-xC+D, 

wo  t,  w,  z  für  dieselbe  Ebene  constant,  von  einer  zur  anderen  aber 
veränderlich  sind.  Nimmt  man  daher  t,  u,  z  als  beliebige  Functionen 
einer  Veränderlichen  tv,  so  ist  die  nächstfolgende  Ebene: 

[ii  +  d^^  +  {t.  +  dt)x  -{-{z-\-  dz)y]A  +  yB-{-xC+D, 
und  für  den  Durchschnitt  derselben  mit  der  vorigen  (§.  53): 

dii -\- x(\.t-\- ydz  ^=  0. 

Hiermit  das  y  aus  dem  einen  oder  anderen  Ausdrucke  eliminirt, 
ergiebt  sich  der  Ausdruck  der  Durchschnittslinie  oder  der  erzeugen- 
den Geraden,  also  auch  der  erzeugten  abwickelbaren  Fläche: 
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Man  bemerke  dabei  noch,  dass  die  Ebene  {B)  in  jeder  ihrer 
Lagen  die  Fläche  II)  berührt,  und  die  Fläche  selbst  die  einhüllende 
Fläche  des  von  der  Ebene  durchlaufenen  Raums  ist. 


§.  116.  Alle  die  Puncte,  in  denen  sich  je  zwei  nächstfolgende 
Lagen  der  eine  abwickelbare  Fläche  erzeugenden  geraden  Linie 
schneiden,  bilden  eine  Linie  von  doppelter  Krümmung,  die  soge- 
nannte Wendungscurve  der  Fläche  {arete  de  rebroussemenf) ,  von 
welcher  die  Geraden  selbst  die  Tangenten  sind.  Denn  in  jeder 
dieser  Geraden  liegen  ZAvei  auf  einander  folgende  Puncte  der  €urve, 
der  eine,  in  welchem  die  Gerade  von  der  nächstvorhergehenden,  der 
andere,  in  welchem  sie  von  der  nächstfolgenden  Geraden  geschnitten 
wird.  Man  kann  sich  daher  eine  abwickelbare  Fläche  auch  durch 
Fortbewegung  einer  Tangente  an  einer  Linie  von  doppelter  Krüm- 
mung erzeugt  vorstellen  und  dadurch  noch  auf  folgende  Weise  zu 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  dieser  Flächen  gelangen. 

Sei  der  Ausdruck  der  Wendungscurve 

(C)  tA-\-uB^zC+D, 

wo  t,  II,  z  beliebige  Functionen  einer  Veränderlichen  iv,  folglich  auch 
t  und  t(  Functionen  von  z  sind.  Hiernach  ist  für  ein  bestimmtes 
z  der  Ausdruck  der  an  die  Curve  gelegten  Tangente: 

III)     [t  +  x^^^A  +  (e^  +  .r^)5  +  {z  +  cc)  6'+  D, 

und  dieser  folglich  der  Ausdruck  einer  abwickelbaren  Fläche,  sobald 
man  nächst  x  auch  z  veränderlich  nimmt. 

§.  117.  Ich  will  nun  noch  zeigen,  Avie  sich  die  Ausdrücke  II) 
und  III)  aus  I)  auch  durch  analytische  Operationen  ableiten  lassen. 
Zu  dem  Ende  setze  ich  zuerst 

rd^  = 
und  es  Avird: 


d^. 

sd^ 

= 

—  du, 

d^ 
d^' 

s 

= 

du 
~dz' 
dt 

p  =/~dr  =  zr  —frdz  =  —  z^^-^  t, 

q  =fzds  =  zs  — fsdz  =  —  z^ \-  u. 

Die  Substitution  dieser  Werthe  in  dem  Ausdrucke  I)  giebt  aber 
den  Ausdruck  II). 
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"Weil  es  ferner  nur  darauf  ankommt,  dass  die  Differentiale  der 
vier  Functionen  p^  q,  r,  s  in  einer  geometrischen  Proportion  stehen, 
so  muss,  wenn  der  Ausdruck 

{2yv  +  q)A  +  {rv  +  s)B-\-.. 
einer   abwickelbaren  Fläche  angehört,   dasselbe    auch   mit  dem  Aus- 
drucke 

{p+rv)A-\-  {q  +  sv)B-^vC-{-  D 
der  Fall   sein.     Substituirt   man  nun  im  letzteren  Ausdrucke  die  für 
jo,  q,  r,  s  bemerkten  Werthe,  so  kommt: 

welcher  Ausdruck  sich  auf  III)  reducirt,  wenn  man  z  -\-  v  statt  v  zur 
Veränderlichen  nimmt,  und  hierauf  z  negativ  setzt. 


Neuntes  Capitel. 


Verwandlung  barycentrischer  Ausdrücke 

in  Gleichungen  zwischen  parallelen  Coordinaten 

und  umgekehrt. 


§.  118.  Aufgabe.  Von  den  Puncten  A^  B,  C,  D,  . .  sind  in 
Bezug  auf  ein  beliebiges  System  dreier  Axen  X,  Y,  Z  die  Coordi- 
naten gegeben.  In  Bezug  auf  dasselbe  Axensystem  die  Coordinaten 
des  Punctes 

P  =  pA-i-qB-{-rC-{-sD  +  ... 
zu  finden. 

Auflösung.  Heissen  die  gegebenen  Coordinaten  von  A,  B,  C,  ... 
resp. :  et,  a,  a  \  h,  h' ,  b"\  c,  c',  c";  u.  s.  w.,  und  die  von  P  gesuchten : 
X,  y,  z.     Nun  bedeutet  nach  §.13  und  §.  8  der  Ausdruck 

P^.pA^qB-\-  ... 

nichts  anderes,  als  dass,  wenn  man  durch  die  Puncte  P,  A,  B,  C\  ... 

nach    einer  beliebigen   Richtung   Parallelen  zieht,    und   diese   durch 

eine  willkürlich  gelegte  Ebene  in  P',  A' ,  B' ,   C ,  ...  schneidet. 

p  .  AA'-\-  q  .  BB'+  r  .  CC"+  ..  =  (p -\- q  +  r  +  .  )PP' 

Mob  ins  Werke  I.  10 
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ist.  Man  gebe  daher  erstlich  den  Parallelen  die  Richtung  der  Axe  X, 
und  nehme  zu  der  schneidenden  Ebene  die  Ebene  YZ,  so  sind  jene 
Abschnitte  die  mit  X  parallelen  Coordinaten  selbst,  also  AA'=  a, 
BB'=  h,   CC'=  c,  u.  s.  w.,  und  PP'=  x,  folglich 

p a  -{-  qh  -\-  r c  -{-  . . .  =  {p  -\-  q  -\-  r  -\-  . .  .)x 
und 

pa-\-qh-\-rc-{-... 

~      p-\rq  +  r-\- ... 

Auf  eben  die  Art  findet  sich,  -wenn  man  die  Parallelen  parallel 
mit  der  Axe  Y  oder  Z  nimmt,  und  zur  schneidenden  Ebene  die 
Ebene  Z  X  oder  X  Y  wählt ; 

pa'-{- qb'-{- 7'c-\- ...  pd'A-  qb"-\-rc" -{-  ... 

y  =  - r^— : ,        2—^ 


P  +  q  +  r+  ...  p  +  q  +  r+  ... 

§.  119.  Zusatz.  Sind  die  Puncte  A,  B,  C,  ...  und  mithin 
auch  P  in  einer  und  derselben  Ebene  enthalten,  so  hat  man,  wenn 
diese  Ebene  zur  Ebene  XY  genommen  wird,  a",  b",  c",  ...  s  =  0, 
und  der  Punct  P  ist  schon  durch  die  Coordinaten 

pa -\- qb -\- rc -{- ...  pa'-{- qb'-{- rc'-\~  ... 

^  ~      p-\-q-{-r-\-  ...     '      ^  ~~      p-i-q-{-r-^  ... 
bestimmt. 

Liegen  aber   sämmtliche   Puncte    in    einer    geraden    Linie,    und 

nimmt  man   dieselbe   zur   Axe    X,  so   sind   nicht   nur   a",    b",   c",   ..., 

2  =  0,  sondern  auch  a',  b',  c',   ...,  y  =  0,    und  P  wird   allein  durch 

die  Gleichung 

pa-\-qb-\-rc-\-... 

X  — 

p-hq  +  r-{-  ... 

gefunden,  wo  a,  b,  c,  ...,  x  die  Abstände  der  Puncte  A,  B,  C,  ....  P 
von  einem  in  der  Linie  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  bezeichnen. 

§.  120.  Aufgabe.  Ein  Punct  P  in  einer  geraden  Linie  ist 
durch  seinen  Abstand  x  von  einem  beliebigen  Anfangspuncte  der 
Linie  gegeben.  Den  Ausdruck  von  P  in  Bezug  auf  zwei,  in  der- 
selben Linie  enthaltene  und  durch  ihre  Abstände  a,  b  vom  Anfangs- 
puncte ebenfalls  gegebene  Fundamentalpuncte  A,  B  za  finden. 

Auflösung.     Man  setze 

P  =  pAJrqB, 
so  ist  nach  dem  Vorigen: 

_  pa-\-qb 

p  +  q 
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folglich 


und 
folglich 


p{x~a)-]rq{x  —  l)  =  0, 
p  :  q  =  X  —  h  :  —  [x  —  a) , 
P~{x  —  h)Ä  —  {x  —  a)B. 


§.  121.     Zusätze,     a)  Weü 

AP  =  X  —  a  und  BP=x  —  h, 
so  verhält  sich 

AP  :  PB  =  x  —  a:  —  {x  —  h), 
woraus  nach  §.  22,  h  derselbe  Ausdruck  für  P  hervorgeht. 

h)  Nimmt  man  den  einen  der  beiden  Fundamentalpuncte,  z.  B. 
B ,  selbst  zum  Anfangspuncte ,  so  ist  5  =  0,  a  =  BA,  und  die 
Formeln  werden: 

XV  P  •  BA  X       ,  X 

§.  122.  Aufgabe.  Von  einem  Puncte  P  in  einer  Ebene  und 
von  drei  in  derselben  liegenden  Fundamentalpuncten  A^  B,  C  seien 
die  Coordinaten  auf  ein  beliebiges  in  der  Ebene  enthaltenes  System 
zweier  Axen  bezogen:  x,  y\  a,  a\  h,  1/ ;  c,  c.  Den  Ausdruck  von 
P  durch  A,  B,   C  zu  finden. 

Auflösung.     Man  setze 

P=pA-{-qB-\-rC, 
so  ist  nach  §.  119: 

p{x  —  a)  -\-q{x  —  h)  -\-r{x  —  c)  =  0 , 
P{y  —  ci')+q{y—h')-{-r{y  —  c')  =  0. 
Hieraus  folgt: 

p  :  q  :  r  =  {x  —  b){y  —  c')  —  {x  —  c){y  —  b')  : 

{x  —  c){y  —  a)  —  {x  —  a)[y  —  c)  :{x  —  a){y  —  b')  —  {x  —  b){y  —  a), 

und  es  ist  nur  noch  übrig,  diese  den  p,  q^  r  proportionalen  Grössen 

in  dem  für   P  angenommenen   Ausdrucke  pA-{-qB-\-rC  zu   sub- 

stituiren. 

§.  123.  Zusätze,  a)  Es  ist  in  §.  23  bewiesen  worden,  dass 
die  Coefficienten  p,  q,  r  den  Dreiecken  PBC\  PCA,  PAB  pro- 
portional sind.  Dasselbe  zeigt  sich  auch  hier,  indem  durch  die  dem 
p  proportionale  Grösse :  {x  —  b)  {y  —  c)  —  {x  —  c)  {y  —  b') ,  wenn  die 
Axen  sich  rechtwinklig  schneiden,  das  Doppelte  des  Dreiecks  PBC 
ausgedrückt  wird.    Schneiden  sich  aber  die  Axen  unter  irgend  einem 

10* 
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anderen  Winkel,    so    ist   jene   Grösse   dem   Doppelten   des  Dreiecks 
PBC\  dividirt  durch  den  Sinus  des  Axenwinkels,  gleich. 

h)  Um  die  Formeln  einfacher,  und  dadurch  zu  den  künftigen 
Anwendungen  geschickter  zu  machen,  wollen  wir  zwei  der  drei 
Fundamentallinien  selbst,  z.  B.  CA  und  CB,  zu  den  Axen  X  und 
Y  nehmen.  Alsdann  sind:  c,  c',  a',  S  =  0,  a  =  CA,  h'  ■=  CB,  und 
es  werden: 

TTx  p^CA.  q .  CB 


p-[-q-\-r'     ^        p-\-q-\-r' 

X        y      A       ^        y 

^■^•^■~■^■c^ß■        'cÄ~'cB 

c)  Ohne  zu  der  eigentlichen  Bedeutung  eines  barycentrischen 
Ausdrucks  zurückzukehren,  kann  man  diese  letzteren  Formeln  auch 
folgendergestalt  herleiten.  —  Man  lege  durch  P  eine  Parallele  mit 
CB,  welche  CA  in  M  schneide;  so  ist  CM  =  x,  und  es  verhält  sich: 

CM :  CA  =  x:  CA=  CMB  :  CAB 
(§.  18,  h). 

Weil  aber  M  und  P  in  einer  Parallele  mit  CB  liegen,  so  ist 
C3IB  =  CPB  =  PB  C,   und  daher 

X  :  CA  =  PBC  :  ABC  =  p  :  p-{-q-{-r' 
(§.  23). 

Eben  so  findet  sich,  wenn  man  durch  P  eine  Parallele  mit  CA 
legt,   der  obige  Werth  für  die  Coordinate  ?/. 

§.  124,  Aufgabe.  Ein  Punct  P  im  Räume  ist  durch  drei 
Coordinaten  x,  y,  z  in  Bezug  auf  ein  beliebiges  System  dreier  Axen 
gegeben;  eben  so  vier  Fundamentalpuncte  A,  B,  C,  D  in  Bezug  auf 
dasselbe  System  durch  ihre  Coordinaten:  a,  a' ,  a" ;  b,  b' ,  b" ;  c,  c,  c": 
d,  d' ,  d'.  Den  Ausdruck  von  P  durch  A,  B,  C  D  zu  finden. 
Auflösung.     Man  setze 

P  =  pA  +  qB  +  rC+sD, 
so  ist  nach  §.  118: 

p{x  —  a)  +  q{x  —  b)  -\-  r{x  —  r)  -\-  s(x  —  d)  =  0, 
P{y~^n-^9{y  —  b')  +  r{y  —  c')  +  s(y  —  d')  =  0, 
p  [z  —  «.")  -\-q[z  —  b")  -{-r{z  —  c")  +  5 (z  —  d')  =  (I . 
woraus   sich   das  gegenseitige   Verhältniss   von  p.  q,  r,  s    bestimmen 
lässt.    Bezeichnet  man  nämlich  mit  [irr/1  eine  Function,  die  eben  so 
aus  X  —  b,   X  —  r,   x  —  d,  y  —  b' ,    ...  zusammengesetzt  ist,    als  es  in 
§.  50,  r?  bei   einer  ganz   ähnlichen   Rechnung,   (bcd)   aus  b.   c,  d.  b' . 
c  ,   ...  war,   u.  s.  m. :  so  verhalten  sich: 

p  :  q  :  r  .  s  =  [bcd]  :  —  [cda]  :  [dab]  :  —  [abc]. 
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§.  125.  Zusätze,  a)  Nach  §.  25  verhalten  sich  die  Coefii- 
cienten  p  :  q  .  r  :  s  ■wie  die  Pyramiden 

PBCD  :  —PC DA  :  PDAB  :  —PABC. 
Uebereinstimmend  damit  ist  hier  die  Function  [hcd]  bei  einem  recht- 
winkligen Axensystem  dem  Sechsfachen  der  Pyramide  PB  CD  gleich ; 
bei  einem  schiefwinkligen  aber  dem  Sechsfachen  der  Pyramide  P5  C'Z>, 
dividirt  durch  das  Product  aus  dem  Sinus  des  Winkels  irgend  zweier 
der  drei  Axen  in  den  Sinus  des  Winkels,  welchen  die  dritte  Axe 
mit  der  Ebene  der  beiden  ersteren  bildet*). 

l)  Zu  ganz  einfachen  Formeln  gelangt  man,  wenn  man  drei  der 
Fundamentallinien,  z.  B.  DA,  DB.  DC,  zu  den  Axen  X,  Y.  Z 
nimmt.  Hierdurch  werden;  d,  d' ,  d'\  a,  a",  h,  b",  c,  c'=  0, 
a  =  DA,  b' =  DB,  c"=  DC,  und  es  ergiebt  sich: 

p  +  q-\-r-{-s'  ^       p-\-q-\-r  +  s'  p  -\'  q  -\-  r  -\r  s' 

X  y  z  X  y  z 

P     9  ^  ^'  ^  =  ^TÄ      DB      'DC  DÄ~  'DB  ~  Wc' 

c)  Man  lege  durch  P  eine  Ebene  parallel  mit  BCD,  welche 
DA  in  M  schneide,  so  ist  DM ^  x,  und  es  verhält  sich: 

DM.  DA  =  x:  DA  =  DMBC  :  DABC 
(§.  20,  b). 

Es  liegen  aber  P  und  M  in  einer  mit  BCD  parallelen  Ebene; 
folglich  ist  DMCB=  DPBC,  und 

X  :  DA  =  PBCD  :  ABCD=p  :  p  +  q -\- r -^  s 
(§.  25),    wie  vorhin.     Auf  eben  die  Art   lassen  sich  auch  die  Werthe 
von   y  und  z   unabhängig    von   den   allgemeinen   Formeln   in   §.   118 
finden. 

§.  126.  Sämmthche  Formeln,  durch  welche  die  barycentrische 
Bestimmungsart  eines  Punctes  auf  die  gewöhnliche  Bestimmung 
durch  Coordinaten  reducirt  wird,  lassen  sich  noch  etwas  einfacher 
darstellen,  wenn  man  zuvor  jeden  Coefficienten  des  Ausdrucks  durch 


*;  Dieses  Product  kann  -wiederum  als  das  Sechsfache  einer  Pyramide  be- 
trachtet werden,  deren  eine  Spitze  der  Anfangspunct  der  Coordinaten  ist,  und 
deren  drei  übrige  Spitzen  in  den  Axen  selbst  liegen  ,  jede  vom  Anfangspuncte  um 
die  zur  Einheit  angenommene  Länge  entfernt.  —  Bezeichnet  man  die  drei  Winkel, 
welche  die  drei  Axen  mit  einander  bilden,  durch  a,  ,5,  /,  so  erhält  das  Product 
den  symmetrischen  Ausdruck: 


1^1  -f-  2  cos«  C03/3  cosy  —  cos«^  —  coSjf-  —  cosy^ 
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§.  126. 


die  Summe   aller  dividirt.      Denn   heissen   die   dadurch   entstehenden 
neuen  Coefficienten  ^,  c\,  X,  ...,  so  dass: 


q  = 


p-hq  -hr  -{- 


r  = 


p  +  q-\-r  + 


p  +  q-\-r-]- 

u.  s.  Av.,  also 

|)  +  q  +  t+--  =  1  und  P=  p^  +  qj8  +  rC'+.., 
so  verschwindet    in   den   Formeln    für  die   Coordinaten   der  Nenner. 
Insbesondere  werden  dadurch  die  Formeln  I),  IE),  DI): 


wo 


wo 


wo 


P=  p^4-q5; 
II)  x  =  )f.CA,y  =  ^.  CB, 

ni)  x  =  ^.])A,  y  =  ;:^.DB,  z  =  x.DC, 

P=  \^A  +  ;:^B  +  xC+<iD\ 


oder  geradezu: 

I) 

n) 
ni) 


p; 


^  =  ^.  y  =  ^-  z  =  x: 
wenn  man  zur  positiven  Masseinhoit  jeder  Coordinatc  die  Entfernung 
nimmt,  um  welche  von  dem  zum  Anfangspunct  gewählten  Funda- 
mentalpuncte  der  andere  Fundamentalpunct  absteht,  welcher  in  der 
der  Coordinate  parallelen  Axe  liegt,  und  wenn  man  somit  die  Rich- 
tung einer  jeden  Axe  von  dem  ersteren  Fundamentalpuncte  nach 
dem  letzteren  hin  als  die  positive  festsetzt.  Bei  diesen  Annahmen 
sind  daher  die  Coordinaten  den  Coefficienten  selbst  gleich. 
So  wie  nun,  Avenn 

P=  \^A  +  ;\B  +  xC 
ist,  und  CA,  CB  als  die  Axen  genommen  Averden,  ^>.  q  die 
Coordinaten  von  P  sind :  eben  so  sind  q ,  v  die  Coordinaten  des- 
selben Punctes,  Avenn  man  AB,  AC  zu  Axen  nimmt:  und  r,  p 
die  Coordinaten  für  BC,  BA  als  Axensystem.  Ein  jeder  drei- 
gliedrige .Ausdruck  für  einen  Punct  in  einer  Ebene  lässt  sich  dem- 
nach als  eine  Zusammenstellung  dreier  Coordinatensysteme  be- 
trachten, von  denen  je  ZAvei  eine  Axe  gemeinschaftlich  haben,  und 
deren  drei  Avesentlich  verschiedene  Axen  das  Fundamcntaldreieck 
bilden. 

Auf    gleiche    Art  sind    die   Coefficienten    in    dem    vicrglietlrigen 
Ausdrucke  für  einen   Punct  im  Räume,  nach  vorangegangener  Divi- 
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siou  durch  die  Summe  der  Coefficienten.  nichts  Anderes,  als  die 
Coordinaten  des  Punctes  auf  vier  verschiedene  Systeme  bezogen, 
deren  Anfangspuncte  die  Spitzen,  und  deren  Axen  die  Kanten  der 
Fundamentalpyramide  sind. 

Handelt  es  sich  endlich  um  einen  in  einer  Geraden  liegenden 
Punct 

so  ist  p  oder  q  die  Abscisse  von  P.  je  nachdem  man  B  oder  A  zum 
Anfangspunct  nimmt. 

§.  127.  Die  im  Vorigen  gemachten  Annahmen,  dass  die  Funda- 
mentallinien zu  Axen  genommen,  und  die  zu  verschiedenen  Axen 
gehörigen  Coordinaten  durch  verschiedene  Längeneinheiten  gemessen 
Averden.  jede  Coordinate  nämlich  durch  den  gegenseitigen  Abstand 
der  z"wei  in  der  ihr  zugehörigen  Axe  liegenden  Fundamentalpuncte, 
diese  Annahmen  sollen,  der  einfachem  Rechnung  wegen,  auch  bei 
den  nun  folgenden  An^vendungen  geltend  bleiben.  So  v,ie  aber  bis- 
her die  gegenseitigen  Abstände  der  Fundamentalpuncte  unbeachtet 
gelassen  wurden,  so  werden  auch  nunmehr  nicht  bloss  die  Axen- 
winkel,  sondern  auch  dass  Verhältniss  der  Einheiten,  womit  die 
Coordinaten  der  verschiedenen  Axen  gemessen  Averden,  unbestimmt 
bleiben.  Die  grössere  Allgemeinheit,  welche  damit  die  gewöhnliche 
Bestimmung  durch  Coordinaten  erlangt,  wird  späterhin  den  Gegen- 
stand einer  besonderen  Untersuchung  ausmachen.  Gegenwärtig  werde 
nur  noch  bemerkt,  dass,  indem  man  die  gegenseitigen  Abstände  der 
Fundamentalpuncte,  oder  vielmehr  das  gegenseitige  Verhältniss  dieser 
Abstände  unbestimmt  lässt,  auch  die  "Winkel  des  Fundamental- 
dreiecks und  der  Fundamentalpyramide,  und  damit  alle  Winkel  einer 
darauf  bezogenen  Figur,  so  wie  alle  anderen  von  "SVinkelfunctionen 
abhängigen  A^'erhältnisse  unbestimmt  bleiben,  zu  welchen  letzteren 
z.  B.  das  Verhältniss  zweier  Geraden  gehört,  die  nicht  Theile  einer 
und  derselben  Geraden  sind. 

§.  128.  Nur  dadurch,  dass  man  die  Abstände  der  Funda- 
mentalpuncte mit  berücksichtigt  und  dieselben  in  die  Coefficienten 
der  Fundamentalpuncte  einführt,  ist  man  vermögend.  Puncto,  Linien, 
etc.  auszudrücken,  deren  Lage  gegen  die  Fundamentalpuncte  durch 
Winkelfunctionen  bestimmt  ist.  So  findet  sich  z.  B.,  wenn  man  die 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  BC.  CA,  AB,  resp.  mit  a,  b,  c 
bezeichnet , 

P=aA-{-bB-\-cC 
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als  der  ^littelpimct  des  in  das  Dreieck  ABC  beschriebenen  Kreises. 
Denn  ist  P  der  gedachte  Punct,  so  sind  die  Dreiecke  PBC,  PCA, 
PAß  den  halben  Producten  aus  a,  h,  c  in  den  Halbmesser  des 
Kreises  gleich  und  verhalten  sich  folghch  wie  a  :  h  :  c.  Dasselbe 
Yerhältniss  giebt  aber  auch  der  Ausdruck  zu  erkennen. 

Eben  so  wird  man  ohne  Schwierigkeit  finden,  dass,  wenn  man 
den  Punct,  in  welchem  sich  die  drei  von  den  Spitzen  auf  die  gegen- 
überstehenden Seiten    des  Dreiecks  gefällten   Perpendikel   schneiden, 

Q=fA  +  gB  +  hC 
setzt,  der  Mittelpunct  des  umschriebenen  Kreises 

R  =  [9-{-  h)A-\-  [h  -hßB-\-  if+ff)  C 
ist,    und,    a,  b,  c   in   der  vorigen   Bedeutung   genommen,    sich   ver- 
halten muss  : 

f  7  =  1  1  1 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner  sehr  leicht: 

Q-{-2E  =  A-\-B-{-  C=dS, 

woraus  der  bekannte  Satz  fliesst,  dass  in  jedem  Dreiecke  der  ge- 
meinschaftliche Durchschnitt  der  Perpendikel  von  den  Spitzen  auf 
die  gegenüberstehenden  Seiten,  Q,  der  Mittelpunct  des  umschriebe- 
nen Kreises,  P,  und  der  Schwerpunct  des  Dreiecks,  S,  in  einer  ge- 
raden Linie  liegen,  und  dass  SQ  ^=  2  RS  ist. 

Doch  will  ich  mich  hierbei  nicht  länger  aufhalten,  da  der- 
gleichen Ausdrücke  so  -s^ie  bisher  auch  in  der  Folge  nicht  vorkommen 
werden. 


§.  129.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  einer  Curve  in  einer 
Ebene  die  Gleichung  der  Curve  zwischen  parallelen  Coordinaten  zu 
finden,  und  umgekehrt  aus  der  Gleichung  den  Ausdruck  herzuleiten. 

Auflösung.     Sei  der  Ausdruck  für  die  Curve: 

pA  +  qB  +  ra 
wo  p,  q,  r    gegebene   Functionen    einer   Veränderlichen  v    sind,    so 
findet    sich,    CA   und    CB    zu   Axen    und    resp.  Längenmassen    ge- 
nommen, die  gesuchte  Gleichung  zwischen  x  und  y.  wenn  man  aus 
den  Gleichungen 

{P  +  q-i-  r)  X  =  ih     [p-\-q^  r)y  =  q 
V  eliminirt.    —    Für   den  umgekehrten  Fall  suche  man  x  und  y  als, 
wo  möglich  rationale,  Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  v  dar- 
zustellen,    welche     der    gegebenen    Gleichung    zwischen    x    und    y 
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Genüge  leisten.     Diese  Functionen   für  .r  und  y  in 

n*)  xA^yB  ^[\—x  —  y]C 

substituirt,  erhält  man  den  gesuchten  Ausdruck  (§.  123,  h). 

§.  130.  Beispiele.  1)  Es  ist  in  §.61  bewiesen  worden,  dass 
jeder  Ausdruck  für  eine  Curve  der  zweiten  Ordnung  durch  Ver- 
änderung der  Fundamentalpuncte  auf  die  einfache  Form : 

zurückgeführt  werden  kann.  Um  nun  die  dieser  Curve  entsprechende 
Gleichung  zu  finden,  setze  man  dem  Vorigen  gemäss: 

(«  +  i"  +  l•').^'  =  a,      (a  -|-  f  -|-  f^)?/  =  v. 
Hieraus  folgt  sogleich 

V  =  a  — , 

X 

und  wenn  man  damit  t  aus  der  einen  oder  anderen  dieser  Glei- 
chungen eliminirt: 

x^'^xy  -\-\(iy^=x, 

die  Gleichung  für  eine  Linie  der  zweiten  Ordnung  auch  im  gewöhn- 
lichen Sinne .  d.  h.  für  einen  Kegelschnitt.  "Wie  schon  in  §.  63  an- 
gedeutet wurde,  so  erhellet  auch  aus  dieser  Gleichung,  dass  die 
Linie  eine  Ellipse,  Hyperbel  oder  Parabel  ist,  je  nachdem  a  grösser, 
kleiner,   gleich  \  genommen  wird. 

Setzt  man  die  Längen  CA  und  CB,  nach  einem  und  demselben 
Massstab  gemessen,  resp.  gleich  a  und  5,  so  hat  man,  wenn  in  der 
Gleichung  die    Coordinaten    durch    denselben  Massstab    ausgedrückt 

X  11 

werden  sollen,   für  x  und  y  nur  —   und   -4-     zu     substituiren,     und 

^  a  h 

man  erhält ; 

lrx''--\-  ahxy  -{-  ua-y-=  ah-x. 

Das  Kennzeichen,  zu  welcher  Axi  von  Kegelschnitten  die  Gleichung 
gehöre  (a  grösser,  kleiner,   gleich  \),    wird  hierdurch  nicht  geändert. 

2)  Sei  folgender  Ausdruck  für  eine  Linie  der  dritten  Ordnung 
gegeben : 

A  +  vB-\-vW, 
so  ist : 

y 
folglich  V  =  ^-~ ,  und  wenn  man  damit  v  eliminirt : 
x 

x^-\-  x-y  -\-  y^=  x"^. 

Die  Linie  ist  also  auch  ihrer  Gleichung  nach  von  der  dritten 
Ordnung. 
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§.  130. 


Die  Fig.  28   giebt  eine   Abbildung   dieser  Curve.      Sie    hat   (§.  78)    bei  A 

einen  Wendungspunct  und  AB  zur  Tangente.     Setzt  man  sodann  v  =  — ,    so 

w 


wird  der  Ausdruck: 


Fig.  28. 


w^'A  +  to'B  +  C, 
und  es  erhellet  aus  §.  79,  dass  die  Curve  bei  C  eine 
Spitze  der   ersten  Art  bildet  und  von   CB  berührt 
wird.    Endlich  giebt  der  einzige  in  der  Coefficienten- 
summe  enthaltene  Factor, 

v+ (0,68232  =  a), 
zu  erkennen,    dass  die  Curve  zwei,    nach   entgegen- 
gesetzten Richtungen  sich  erstreckende,   unendliche 
Aeste  mit   einer  geradlinigen  Asymptote  hat  (§.  94). 
Um  letztere  zu  finden,  setze  man  jenen  Factor 

substituire  z  —  a  für  v  im  Ausdrucke  der  Curve  und 
behalte  bloss  die  erste  Potenz  von  z  bei.  Dies  giebt 
den  Ausdruck  der  Asymptote: 

A+  [z  —  a)B-\-  ['ia'z  —  a^)C. 
Die    Durchschnitte    derselben    mit   den    Funda- 
mentallinien sind  daher: 

J5-f3a2c,     2a3C-i-^,     A  —  ^aB, 
oder 

^+ 1,307  C,     C-i- 1,574^,    ^  —  0,455^, 
wonach  man  die  Asymptote  leicht  construiren  kann. 


3)  Die  Gleichung  für  die  Hyperbel  zwischen  ihren  Asym- 
ptoten ist; 

xy  =  k. 

Um    diese    Gleichung    in   einen   Ausdruck    umzuwandeln,    setze 

man  x  =  v  und  mithin  t/  = Substituirt  man   diese  Werthe  in 

II*),  so  kommt  nach  Wegschaffung  der  Brüche: 

v-A  -\-kB  +  {v  —  v''—  Ä-) C, 

der  Ausdruck  für  eine  Hyperbel,  von  welcher  CA  und  CB,  als  die 
Axen  des  vorigen  Coordinatensystems,  die  Asymptoten  sind. 

Etwas  einfacher  wird  der  Ausdruck,  wenn  man  zur  dritten 
Fundamentallinie  AB,  eine  Tangente  der  Hyperbel  nimmt.  Nach 
§.  63,  2  muss  alsdann  der  Coefficient  von  C  ein  Quadrat,  folglich 
k  ==  ^  sein,  und  der  Ausdruck  wird : 

v^A  +  \B-{o-^fC, 


oder 


wenn  man 


id'A-^rB—^w-l-lfC, 


w 


^.  130.  Cap.  9,     Verwandlung  barycentrisclier  Ausdrücke.  155 

setzt:  der  Ausdruck  für  eine  Hyperbel,  wo  CA  und  CB  die  Asym- 
ptoten, und  AB  irgend  eine  Tangente  ist.  Für  den  Berührungs- 
punct  der  letzteren  ist  v  =  ^  oder  w  =  —  1,  und  folglich  dieser 
Punct  selbst  ^  A  -\-  B,  wonach,  wie  schon  sonst  bekannt,  der 
zwischen  den  Asymptoten  enthaltene  Theil  einer  Tangente  in  dem 
Berührungspuncte  halbirt  wird. 

Für  k  =  ^  wird  die  Gleichung  der  Hyperbel:  xy  ==  ^,  die  zu- 
folge des  Vorigen  von  der  Beschaffenheit  sein  muss,  dass  die  Gerade 
durch  die  beiden  Puncte  A,  B,  welche  in  den  Asymptoten  oder  Axen 
von  dem  Anfangspuncte  C  um  die  resp.  Längeneinheiten  abstehen, 
die  Hyperbel  berührt.  In  der  That  ist  die  Gleichung  dieser  Ge- 
raden : 

x-i-ij  =  \, 

sie  selbst  aber  eine  die  Hyperbel  im  Puncte  (-^  =  ^ ,.  y  =  i)  be- 
rührende. 

Nachträglich  muss  ich  hier  eine  Erinnerung,  die  Summe  der 
Coefficienten  betreifend,  beifügen.  Diese  Summe  ist  im  vorliegenden 
Beispiele  gleich  v,  indem  sich  die  Quadrate  von  v  gegenseitig  auf- 
heben: und  es  scheint  hiernach,  als  ob  die  Curve  bloss  einen  un- 
endlich entfernten  Punct,  den  Punct  B —  C  für  v  =  0,  und  mithin 
nur  eine  Asymptote  BO  hätte.  Man  bemerke  aber,  dass,  so  oft  in 
der  Summe  der  Coefficienten  eines  Ausdrucks  die  höchsten  Potenzen 
der  Veränderlichen  v  sich  aufheben,  die  Summe  auch  für  t-  =  oo 
als  in  Null  übergehend  betrachtet  werden  muss,  indem  für  ü  =  oo 
alle  niedi-igeren  Potenzen  von  v  gegen  die  höchste  nicht  mehr  in 
Betracht  kommen.  —  So  reducirt  sich  unser  Ausdruck  der  Hyperbel, 
Avenn  nur  die  Quadrate  von  v  beibehalten  werden,  auf  v-A — v-C, 
und  giebt  dadurch  das  Dasein  noch  einer  zweiten  Asymptote  AC 
zu  erkennen.  —  AVill  man  das  Unendliche  nicht  zu  Hülfe  nehmen, 
so  substituire  man,  vor  der  Summirung  der  Coefficienten,  für  v 
irgend  eine  gebrochene  Function,  und  es  wird  nach  Wegschaffung 
der  Brüche  die  Summe  der  Coefficienten  auch  den  Nenner  der 
Function  als  Factor  enthalten,  und  folglich  durch  AnnuUirunor  des- 
selben,  als  wodurch  r  =  oo  wird,  ebenfalls  gleich  0  werden.  —  Setzt 
man  z.  B. 

_  1  ^4-  1 

so  Avird 

1 


und  hierdurch  der  vorige  Ausdruck: 

{z-i-Vr-A-^[z-]y'B  —  -iC, 
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Avo  die  Summe  der  Coefficienten  gleich  2  {z^ — 1),  für  z=±]  null 
wird.  Es  giebt  aber  z  =  1  die  Asymptote  A  C,  und  z  =  —  1  die 
Asymptote  B  C. 

4)    Sei  die   Gleichung    für   eine   Ellipse    zwischen    zusammenge- 
hörigen Durchmessern  2a  und  2b: 

f-  —  =  1 

in  einen  Ausdruck  zu  verwandeln.  Um  fürs  erste  x  und  y  als  ratio- 
nale Functionen  einer  dritten  Veränderlichen  darzustellen,  setze  man 


0  ^  a'-  a 

und  man  erhält  nach  gehöriger  Entwickelung: 

2av  h{\—'o^ 


y 


Diese  Werthe  in  II*)  substituirt,   geben: 

2avA  +  5{i— t;'-)j5-}-[l  — J  — 2aü-f(l  -}- J)f']C', 
den  Ausdruck  einer  Ellipse,  deren  Mittelpunct  (7,  und  von  welcher 
zwei  zusammengehörige  Durchmesser  2a  und  2h  in  die  Fundamental- 
linien CA  und  CB  fallen.  2a  und  2b  sind  daher  in  dem  Ausdrucke 
als  die  Zahlenwerthe  dieser  Linien,  erstere  durch  CA  und  letztere 
durch  GB  als  Einheit  gemessen,  zu  betrachten.  Setzt  man  folglich 
«  =  1,  d.  i.  =  CA,  so  Avird  A  der  Endpunct  eines  Durchmessers, 
und  es  kommt  der  Ausdruck: 

2vA^b[\~v^)B-^\{\  —vf~b[\  —  ?^")]e, 
wo,   wie  gehörig  (§.  63,  3),   die  Coefficienten  von  B  und  C  einen  ge- 
meinschaftlichen Factor,  1  — v,  haben.     Setzt  man  noch  J  =  1,  d.  i. 
gleich  CB,   so  geht   die   Ellipse   auch   durch  B,    und   der  Ausdruck 
wird : 

2vA^[\—v^)B  —  2v[\  —v)C, 

in  welchem  auch  die  Coefficienten  von  B  und  C  einen  Factor,  v, 
gemein  haben.  Es  ist  dies  also  der  Ausdruck  einer  Ellipse,  von 
welcher  die  Fundamentalseiten  CA  und  CB  ihrer  Lage  und  Grösse 
nach  zwei  zusammengehörige  Halbmesser  sind. 

§.  131.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  für  eine  Curve  im 
Räume  die  beiden  Gleichungen  der  Curve,  und  umgekehrt  aus  den 
Gleichungen  derselben  den  Ausdruck  zu  finden. 

Auflösung.     Der  Ausdruck  für  die  Curve  sei: 
2)A-\-qB-\-rC-{-sD, 


^.  132.  Cap.  9.     Verwandlung  barycentrischer  Ausdrücke.  157 

Avo  demnach  p^  q,  r.  s  gegebene  Functionen  einer  Veränderlichen  v 
sind.  Durch  Elimination  dieses  v  aus  den  drei  Gleichungen: 
[p-{-q-\-r-\-s)x=p,  {p-\-q  +  r  +  s)y  =  q,  [p -{- q  +  r  +  s)z  =  r, 
erhält  man  zwei  Gleichungen  zwischen  den  den  Fundamentallinien 
DA.  DB.  DC  parallelen  Coordinaten  x,  y,  z,  welche  Gleichungen 
die  gesuchten  für  die  Curve  sein  werden. 

Sind  umgekehrt  die  zwei  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z  gegeben, 
so  suche  man  drei,  wo  möglich  rationale  Functionen  einer  Veränder- 
lichen V  zu  erhalten ,  die ,  resp.  für  x,  y,  z  in  die  Gleichungen  ge- 
setzt,   ihnen  Genüge  leisten.     Die  Substitution  dieser  Functionen  in 

m*)       xA-\-yB  +  zC-\-{l—x  —  y  —  z)D 
giebt  den  gesuchten  Ausdruck  (§.  1 25,  b). 

§.  132.  Beispiele.  1)  Der  allgemeine  Ausdruck  für  die  Linien 
der  dritten  Ordnung  im  Räume  lässt  sich  (§.  96)  durch  Veränderung 
der  Fundamentalpuncte  immer  auf  die  einfache  Form: 

aA  -\-  bvB  -j-  cv-C-\-dvW 
reduciren.     Man  setze  nun: 

a  -{-  b  V  -\-  c  V-  -{-  dv^  =  t , 
so  ist: 

1)  tx  ■=^  a^ 

2)  ty  =  bv, 

3)  tz  =  cü-, 
woraus  sich  sogleich 

4)  b'^xz  =  acy^ 

als  die  eine  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  ergiebt.     Ferner  ist: 
t{x -\- y -\- z)  =  a -\- bv -{- cv^=  t  —  dv^, 

und  wenn  man  darin  für  v^  den  aus  2)  und  3)  hervorgehenden  Werth 

b    z''       ^    .     . 
-^t-—  substituirt: 

5)  c'.y^x-r.-y-z)  =  bdz'-, 

die  andere  Gleichung  für  die  Curve. 

2)  Seien  die  zwei  Gleichungen  für  eine  Curve  im  Räume  ge- 
geben : 

yz -\- zx -\- xy  =  (i,     xyz=l. 

Hieraus  z  eliminirt,  erhält  man: 

,r  +  yJ^x'y''=(). 
Man    setze    nun    y  =  vx.     so    wird    letztere    Gleichung    nach    ge- 
schehener Division  mit  x: 
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1  ^v-{-v^x^=  0, 


woraus 


folgt.  Hiermit  sind  nun  zwar  x,  y,  z  als  Functionen  einer  vierten 
Veränderlichen  dargestellt,  aber  als  irrationale  Functionen  derselben, 
die  sich  auch  durch  kein  Mittel  in  rationale  verwandeln  lassen.  Man 
kann  daher  nichts  weiter  thun,  als  diese  irrationalen  Werthe  für 
a:,  y,  z  im  Ausdrucke  III*)  substituiren. 

§.  133.  Aufgabe.  Aus  dem  Ausdrucke  einer  Fläche  die 
Gleichung  derselben,  und  umgehrt  aus  der  Gleichung  den  Ausdruck 
zu  finden. 

Auflösung.     Der  Ausdruck  für  die  Fläche  sei: 

wo  p,  q,  r,  s  gegebene  Functionen  zweier  Veränderlichen  v  und  v) 
sind.     Eliminirt  man  diese  beide  aus   den  drei  Gleichungen: 

{p-{-q-\-r-\-s)x=p,  {p-\-q-\-r  +  6)y  =  q,  [p -\- q  +  r -\- s)z  =  r, 

so  ist  die  resultirende  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  die  gesuchte  für 
die  Fläche. 

Ist  dagegen  die  Gleichung  zwischen  x,  y,  z  gegeben,  so  suche 
man  jede  dieser  drei  Veränderlichen  als  eine  wo  möglich  rationale 
Function  zweier  anderer  v  und  iv  auf  eine  die  Gleichung  befrie- 
digende Weise  darzustellen,  und  man  erhält  durch  Substitution  dieser 
Functionen  in 

m*)       xA-^yB-{-zC-^{^  —x  —  y  —  z)D 

den  gesuchten  Ausdruck. 

§.  134.     Beispiele.     1)  Die  Fläche,  deren  Ausdruck 

A-{-tB  +  uC-{-{it'-i-  /ctu-}-Iu')D 

(§.  110),  gehört  auch  ihrer  Gleichung  nach  zu  der  zweiten  Ordnung. 
Um  dieses  darzuthun,  setze  man  die  Summe  der  Coefficienten : 

1  -\-  t  -}-  u  -^  it^ -\-  ktu  -{-  lu-  =  o, 
und  es  wird:    ax  =  \,   ay  :^  t,  az  =  u,  mithin 

_   J_  y_  _   z^ 

X  ^  .r  '  .r  ' 

und  wenn  man  diese  Werthe  in  der  Gleichung  für  g  substituirt  und 
dann  eehöriar  ordnet: 
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x{\  —x  —  y  —  z)  =  iy^-^-hyz  +  lz", 
die  gesuchte  Gleichung  von  der  zweiten  Ordnung. 

2)  Die  Gleichung  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  ist,  wenn 
man  drei  zusammengehörige  Durchmesser  zu  den  Axen  X,  Y,  Z, 
und  die  Hälften  derselben  resp.  zu  den  Längenmassen  der  ihnen 
parallelen  Coordinaten  nimmt: 

x^  -\-  y"-  —  z^=  1 . 
Um  nun  a*,  t/,  z  als  rationale  Functionen  ZM'eier  Veränderlichen 
auszudrücken,  gebe  man  der  Gleichung  die  Form: 

(y  +  ^)(y  — ^)  =  {i  -Vx)[\—x). 

Setzt  man  demnach 

y-\-z  =  \c[\  +a;), 
so  ist 

y  —  Z  =  —[\—x), 

woraus  in  Verbindung 

"ly  =  w{]  ^x)-{-—{l—x),    2z  =  w{l  -J^x)—  —  {l—x) 

folgt.  Man  substituire  diese  Werthe  für  y  und  z  in  HI*),  und  man 
bekommt  für  das  Hyperboloid  den  Ausdruck; 

2wxA  -\-[w^l  -^  x)  +  i  —  x]B  -\-  [vß  (l-irx)  —  l-\-x]C 
-{-2w[l—x  —  w{l  +x)]D, 

nach  welchem  die  Fläche  der  dritten  Ordnung  anzugehören  scheint. 
Allein  man  wird  bald  gewahr,  dass  sich  der  Ausdruck  auf  die  zweite 
Ordnung  bringen  lässt,  Avenn  man  ihn  mit  l  -\-  x  dividirt  und  hierauf 

1 X 

- — ; —  =  u    statt    X    für    die    eine    Veränderliche    nimmt:    hierdurch 

1  -{-X 

wird  er: 

(1  —  u)  10  A  +  [lo^  -^u)B  +  [iv"-  —u)C-\-2iü{u  —  zv)  D. 

Noch  etw^as  einfacher  erhält  man  den  Ausdruck,  wenn  man 
u  =  viü  setzt,  und  ihn  somit  durch  w  theilbar  macht: 

(1  —  viü)A  +  [lü  4-  v)B  +  [lo  —  v)C—2iü{i  —  v)D, 

der  Ausdruck  für  das  hyperbolische  Hyperboloid  (§.  113),  von  welchem 
Z)  der  Mittelpunct,  un^  DA,  DB,  DC,  ihrer  Lage  und  Grösse  nach, 
drei  zusammengehörige  Halbmesser,  die  zwei  ersteren  reell,  der  dritte 
imaginär  sind. 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  die  Coefficienten  von  C,  B,  A 
der  Reihe  nach  gleich  0,  so  bekommt  man  die  Durchschnitte  der 
Fläche  mit  den  Coordinatenebenen  DAB,  DAC,  DBC: 
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(l  —  v^)A  -^  2 c B  —  2v{l  —  v)D ,  für  tv  =  v: 
(1  -i-v^)A  —  2vC-^2v{l  —  v)D,  für  tv  =  —  v; 

{1  -{-  ■v')B  +  {l  —  v^)0  —2{l  —  v)D,  für  iü=—, 

1  +w 

oder  wenn  man  v  =  ;; setzt: 

1  — u 

(1  +zi'')B—2uC+2u{l—u)D. 

Der  erste  dieser  drei  Ausdrücke  entspricht  der  Gleichung 

und  gehört  demnach  einer  Ellipse,  von  welcher  DA  und  DB  zu- 
sammengehörige Halbmesser  sind  (§.  130,4).  Der  zweite  entspricht 
der  Gleichung 

x'^  —  z'-=  1 . 

und  gilt  daher  für  eine  Hyperbel,  von  welcher  DA  ein  reeller  und 
DC  der  zugehörige  imaginäre  Halbmesser  ist.  Eben  so  bezieht  sich 
der  dritte  Ausdruck,  dem  die  Gleichung 

zukommt,  auf  eine  Hyperbel  mit  DB  als  reellem  und  DC  als  ima- 
ginärem Halbmesser. 

Setzt  man  endlich  in  dem  Ausdrucke  des  Hyperboloids  den 
Coefficienten  von  Z>  =  0,  also  w  =  0,  oder  v  =  1,  so  ergiebt  sich  der 
Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  ABC.  Es  kommt  aber  für 
ZV  =  0  die  Linie 

A  +  vB  —  vC. 

d.  h.  eine  durch  A  mit  BC  gezogene  Parallele;  für  v  =  l   die  Linie 

(1  —  w)A  4-  (1  +  iü)B  —  (l  —  tu)  C, 
d.  h.  eine  Parallele  mit  AC  durch  B.  Heisst  daher  E  der  Durch- 
schnitt der  beiden  Parallelen,  so  ist  BCAE  ein  Parallelogramm, 
dessen  Ebene  das  Hyperboloid  in  den  Seiten  AE,  BE  schneidet 
und  folglich  in  E  berührt  (§.  111).  Dies  liefert  uns  folgenden  Satz: 
Construirt  man  eiti  Octaeder,  dessen  sechs  Spitzen  die  Endpuncte 
drei  zusammengeliöriger  Durchmesser  eines  hyperholiscJien  Hyperboloids 
sind,  so  wird  jede  der  acht  Seitenflächen  des  Octaeders  das  Hyperboloid 
berühren.,  dergestalt,  dass  der  Berührwigspunct  einer  Seitenfläche.,  mit 
den  drei  darin  liegenden  Endpimcten  der  Durchmesser  ein  Parallelo- 
gramm bildet,  von  icelchem  die  Linie  durch  die  Endpuncte  der  beiden 
reellen  Durchmesser  die  eine  Diagonale  ist,  tmd  dass  die  in  dem  Be- 
rührung spmicte  zusammenstossenden  Seiten  des  Parallelogramms  die  zwei 
Geraden  sind,  in  denen  das  Hyperboloid  von  der  Ebene  des  Parallelo- 
gramms zugleich  geschnitten  wird. 
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§.  135.  Wenn  wir  uns  bisher  nur  mit  solchen  Ausdrücken  für 
Linien  und  Flächen  beschäftigten,  deren  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen der  Veränderlichen  waren,  und  in  den  eben  vorgelegten  Auf- 
gaben bei  Verwandlung  der  Gleichungen  in  Ausdrücke  die  Forderung 
machten,  für  letztere  wo  möglich  rationale  Coefficienten  zu  erhalten 
zu  suchen,  so  geschah  dieses  aus  dem  Grunde,  weil  sich  aus  solchen 
Ausdrücken  die  Eigenschaften  der  durch  sie  dargestellten  Linien 
und  Flächen  am  leichtesten  herleiten  lassen.  Offenbar  aber  ist  die 
Bedingung  der  Rationalität  nichts  wesentlich  Nothwendiges ,  und 
man  sieht  bald,  dass  es  unendlich  mehr  algebraische  Linien  und 
Flächen  giebt,  welche  durch  Ausdrücke  mit  rationalen  Coefficienten 
nicht  dargestellt  werden  können,  als  solche,  bei  denen  dieses  mög- 
lich ist,  und  dass  hinwiederum  nur  bei  einem  sehr  kleinen  Theile 
der  ersteren  die  Veränderlichen  der  Gleichung  durch  irrationale 
Functionen  darstellbar  sind,  wie  in  §.  132,2,  während  bei  dem  un- 
gleich grösseren  Theile  derselben,  wegen  der  Unvollkommenheit  der 
Algebra,  eine  gesonderte  Darstellung  der  Veränderlichen  nicht  ein- 
mal mit  Anwendung  irrationaler  Formen  möglich  ist.  Alsdann  bleibt 
nichts  übrig,  als  dem  Ausdrucke  seine  allgemeine  Form  II*)  oder 
III*)  zu  lassen,  und  die  eine  oder  zwei  gegebene  Gleichungen 
zwischen  x,  y  oder  rr,  y,  z  darunter  zu  schreiben. 

"Weil  aber  die  rationalen  Ausdrücke  wegen  der  Leichtigkeit  ihrer 
Behandlung  den  übrigen  Ausdrücken  immer  vorzuziehen  sind,  und 
es  auch  in  rein  analytischer  Hinsicht  interessant  ist,  zu  wissen, 
wenn  die  Veränderlichen  einer  Gleichung  als  rationale  Functionen 
einer  anderen  Veränderlichen  angegeben  w^erden  können,  so  wollen 
wir  gegenwärtig  den  Zusammenhang  zwischen  rationalen  Ausdrücken 
und  Gleichungen,  und  den  üebergang  von  den  einen  zu  den  anderen 
etwas  allgemeiner  untersuchen,  dabei  aber,  um  nicht  zu  weitläufig 
zu  werden,  und  nicht  zu  vielen  Schwierigkeiten  zu  begegnen,  bei 
Ausdrücken  und  Gleichungen^  bloss  für  Linien  in  Ebenen  stehen 
bleiben. 

§.  136.  Um  mit  dem  Leichtesten  den  Anfang  zu  machen,  so 
betrachten  wir  zuerst  den  Ausdruck  für  eine  Linie  der  ersten  Ord- 
nung. Sei  der  Coefficient  von  A  =  a-{-  av ,  der  Coefficient  von 
B  =  b-^b'v,  und  die  Summe  aller  drei  Coefficienten  =  e -\- e'v, 
so  ergiebt  sich  die  Gleichung  für  die  Linie  durch  Elimination  von 
V  aus   den  zwei  Gleichungen: 

. ,  a  +  a'v 

e  -\-  ev 

MöbiUB  Werke  I.  H 
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b  -\-  b'v 


2)  y  = 


e  -\~  e'v 


Nun  findet  sich  für  einen  bestimmten  Werth  von  x  aus  1)  ein 
bestimmter  Werth  von  v,  und  für  diesen  aus  2)  ein  bestimmter  Werth 
von  y,  so  dass  also  jedem  Werthe  von  x  nur  einer  von  y,  und  so 
auch  jedem  von  y  nur  einer  von  x  entspricht.  Man  setze  daher, 
um  diesem  Verhalten  auf  das  Allgemeinste  Genüge  zu  leisten: 

3*)  0  =  l  -{-ax-{-ßy-{-yxy. 

Gebraucht  man   aber   statt   x   und  y  zwei  andere  Veränderliche 

t  und  u,  .welche  beide   von  der  linearen  Form.  f-\~  gx -\- hy    sind, 

so  sieht  man   leicht,   dass,    wegen   der  gleichen  Nenner   {e -\- e'v)   in 

1)  und  2),    t  und  u  durch   v   ausgedrückt,    ebenfalls   von  der  Form 

k  -4-  Iv 

— ; — 7-  sein  müssen,  und  mithin  iedem  Werthe  von  t  nur  ein  Werth 

e  -{-ev  '  •' 

von  w,    und   umgekehrt,    entsprechen  kann.     Wenn  man   dagegen  t 

und  u   statt  x  und  y  va.    3*)    einführt,    so    erhält    man    wegen    des 

Gliedes  yxy  auch  noch   die  Quadrate  von  t  und  w,   und  es  würden 

hiernach  auf  jeden  Werth  von  t  zwei  Werthe  von  w,  und  umgekehrt, 

kommen,   welches   dem  Ersteren  widerspricht;   folglich  muss   y  =  0 

sein.     Man  setze  also: 

3)  0  =  \  +UX  +  ßy. 

Hierin  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2)  substituirt,  erhält 
man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

4)  o  =  a  +  Bü, 

wo  a  und  6  gegebene  Functionen  von  a,  a,  h,  b',  e,  e,  a,  ß  sind. 
Es  muss  aber  diese  Gleichung  für  jeden  Werth  von  v  bestehen; 
folglich  muss  0  =  0  und  6  =  0  sein.  Aus  diesen  zwei  Gleichungen 
lassen  sich  nun  die  Werthe  der  zwei  noch  Unbekannten  a  und  ß 
entwickeln;  und  diese  in  3)  substituirt,  erhält  man  die  dem  gegebe- 
nen Ausdrucke  entsprechende  Gleichung  für  die  Linie,  die  folglich 
auch  ihrer  Gleichung  nach  zu  der  ersten  Ordnung  gehört. 

Ganz  dasselbe  Verfahren  lässt  sich  mit  Erfolg  auch  bei  den 
Ausdrücken  von  der  zweiten  Ordnung  anwenden.  Sei  hier  der  Coeffi- 
cient  von  A  =  a -\-  a'v-\-a"v^,  der  Coefficient  von  B  =  b  -\-  b'v  -\-  b"v^, 
und  die  Summe  aller  drei  Coefficienten  =  e  -\-  e'v  -\-  e'V,  so  sind 

a  V  -\-  a  v^ 

1}  X 


e  -\-  e'v  -\-  e"v^ 

2)  b 


j^^  _  b-\-b'v  -{-  b"v'- 
e  -\-  e'v  -\-  e"^/' 
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die  beiden  Gleichungen,  aus  denen  durch  Elimination  von  v  die 
Gleichung  zwischen  x  und  y  hervorgeht.  Jedem  Werthe  von  x  ent- 
sprechen hiemach  zwei  "Werthe  von  v^  und  jedem  der  beiden  letz- 
teren, wenn  er  in  2)  substituirt  -wird,  ein  Werth  von  y,  also  jedem 
Werthe  von  x  zwei  Werthe  von  y^  und  eben  so  jedem  y  zwei  x. 
Die  gesuchte  Gleichung  muss  demnach  rücksichtlich  jeder  der  beiden 
Veränderlichen  x  und  y  vom  zweiten  Gerade  sein,  und  würde  folg- 
lich im  Allgemeinen  die  Form  haben: 

0  =  \  +  cix  -\-  ßy  -\-  yx'^  -\-  dxy  -{-  ey*  -f-  ^x^y  +  iqxy^  -f-  d-x^y"^. 

Auf  ähnliche  Art  Avie  vorhin  zeigt  sich  aber  auch  hier,  dass,  wegen 
der  gleichen  Nenner  e  -{-  e  v  -{-  e" v^  in  1)  und  2),  alle  Glieder,  in 
denen  die  Summe  der  Exponenten  von  x  und  y  grösser  als  2  ist, 
wegfallen  müssen.     Man  setze  daher: 

3)  0  =  \  -\-ax-\- ßy-{-yx'' -\-dxy -{-ey'^, 

und  substituire  darin  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2);  so 
kommt  nach  gehöriger  Reduction  eine  Gleichung  von  der  Form: 

wo  a,  6,  c,  b,  e  gegebene  Functionen  von  a,  b,  e,  «',  b' ,  ...  und  a,  ß, 
y,  8,  £  sind.  Da  nun  der  Gleichung  4)  jeder  beliebige  Werth  von 
V  Genüge  leisten  muss,  so  hat  man  die  fünf  Gleichungen:  a  ^  0, 
6  =  0,  ...,  e  =  0,  aus  denen  die  Werthe  der  eben  so  viel  Unbe- 
kannten a,  ß,  ...,  £,  durch  a,  b,  e,  a,  b',  ...  ausgedrückt,  gefunden 
werden  können.  Und  somit  ist  der  allgemeine  Ausdruck  für  eine 
Linie  der  zweiten  Ordnung  in  eine  Gleichung  verwandelt",  die  von 
der  ebensovielten  Ordnung  ist. 

§.  137.  Nach  derselben  Methode  wollen  ^Yh:  nunmehr  auch 
die  Ausdrücke  höherer  Ordnungen  zu  behandeln  versuchen.  —  Um 
die  dem  allgemeinen  Ausdrucke  einer  Linie  von  der  dritten  Ordnung 
entsprechende  Gleichung  zu  finden,  hat  man  aus  zwei  Gleichungen 
von  der  Form: 

a  +  a'v  +  a"v^  -{-  a'v^ 


1) 

2)  y  = 


e  -h  e'zj  +  e"v^  -[-  e"v^ ' 
b^b'v-{-  b"v^  +  b"'v' 


e  ü  -\-  e  v^  -\-  e   v' 

V  zu  eliminiren.  Mittelst  ähnlicher  Schlüsse  wie  im  vorigen  §.  zeigt 
sich,  dass  hier  zu  jedem  Werthe  der  einen  der  beiden  Veränderlichen 
X  und  y  drei  Werthe  der  anderen  gehören.    Dem  gemäss  setze  man: 

3)     0  =  1  ^ax-{-ßy-{~yx^-\-dxy-{-6y^-\-Lx^-{-rjx''y-{-&xy^-{-iy^, 

11* 
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Avo  wiederum  wegen  der  gleichen  Nenner  in  1)  und  2)  alle  Glieder 
•Nveggelassen  worden  sind,  in  denen  von  den  beiden  Veränderlichen 
zwar  jede  für  sich  die  dritte  Potenz  nicht  übersteigt,  aber  die  Summe 
der  Exponenten  grösser  als  3  ist. 

Hiemach  wird  also  jedem  Ausdrucke  von  der  dritten  Ordnung 
eine  Gleichung  von  derselben  Ordnung  zugehören.  Substituirt  man 
aber  in  3)  für  x  und  y  ihre  Werthe  aus  1)  und  2),  so  kommt  eine 
Gleichung : 

4)  0  =  a  +  H-  +  Cü^  +  ...  +  Iü9, 

deren  10  Coefficienten  q,  b,  c,  ...,  f  gegebene  Functionen  von  «,  J, 
e,  a',  h\  ...  und  a,  /?,  /,  ...  sind,  und  insgesammt  gleich  0  sein 
müssen.  Dies  giebt  10  Gleichungen;  dagegen  sind  nur  9  zu  be- 
stimmende Unbekannte  a,  ß,  y,  . . . ,  l  vorhanden.  Es  lassen  sich 
also  die  letzteren  nicht  nur  vollkommen  bestimmen,  sondern  es  bleibt 
nach  Elimination  derselben  aus  den  10  Gleichungen  eine  Gleichung 
zwischen  a,  b,  e,  a,  b',  ...  selbst  zurück.  Diese  ist  aber  nothwendig 
eine  identische,  keine  Bedingungsgleichung.  Denn  wäre  sie  das 
letztere,  so  könnten  für  solche  "Werthe  a,  b,  e,  . . .,  durch  welche  die 
Bedingung  nicht  erfüllt  würde,  auch  die  Gleichungen  a  =  0,  6  =  0, 
. . .  nicht  neben  einander  bestehen ;  mithin  könnte  auch  die  ange- 
nommene Form  der  Gleichung  3)  nicht  die  richtige  sein,  sondern 
müsste  Glieder  von  noch  höherer  Ordnung,  als  der  dritten,  ent- 
halten. Dies  widerspricht  aber  erwiesenermassen  der  Natur  der 
Gleichungen  1)  und  2).  —  Allerdings  ist  es  möglich,  dass  die  nach 
dem  gewöhnlichen  Eliminationsprocess  aus  1)  und  2)  sich  ergebende 
Gleichung  von  einem  höheren  Grade  als  dem  dritten  erscheint. 
Alsdann  kann  man  aber  gewiss  sein,  dass  durch  die  algebraischen 
Umformungen  ein  oder  mehrere  ungehörige  Factoren  hinzugekommen 
sind,  die  man  durch  Division  wieder  absondern,  und  somit  die  Glei- 
chung auf  den  dritten  Grad  zurückbringen  kann.  — 

Fährt  man  auf  dieselbe  Art  zu  schKessen  bei  dem  allgemeinen 
Ausdrucke  von  der  vierten  Ordnung  fort,  so  kommt  in  den  Glei- 
chungen 1)  und  2)  noch  die  vierte  Potenz  von  v  hinzu,  die  dem 
Ausdrucke  entsprechende  Gleichung  3)  muss  von  der  vierten  Ord- 
nung sein,  erhält  folglich  noch  die  5  Glieder  x^,  x^y,  x^y^-,  xy^,  y* 
mit  ihren  zu  bestimmenden  Coefficienten,  und  die  Gleichung  4)  steigt 
dadurch  bis  auf  den  sechzehnten  Grad.  Hier  giebt  es  also  14  zu 
bestimmende  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...  und  dazu  17  Gleichungen: 
a  =  0,  6^0,  c  =  0,  etc.  Mithin  bleiben,  nach  Elimmation  der 
ersteren  aus  den  letzteren,  3  Gleichungen  zwischen  a,  b,  e,  a  ,  b\  ... 
zurück,  welche,  aus  demselben  Grunde  wie  vorhin,  identische  sein 
müssen. 
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Ueberhaupt   sieht  man,   dass   eine  Linie,    die   ihrem   Ausdrucke 

nach  von  der  wten  Ordnung  ist,  auch  rücksichtlich  ihrer  Gleichung 

zu  der  mten  Ordnung  gehört.  Diese  Gleichung  enthält  im  Allge- 
meinen ^{m  -\-  1 )  (m  -f"  2)  Glieder,  also 

^^m  +  l)(m  +  2)  —  1  =  ^m(m  +  3) 

zu  bestimmende  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...  Substituirt  man  hierin 
für  X  und  y  ihre  durch  v  gegebenen  Werthe,  so  gelangt  man  zu 
einer  Gleichung  für  v,  die  von  m*ten  Grade  ist,  und  deren  m*  +  1 
Coefficienten,  sämmtlich  gleich  0  gesetzt,  die  zur  Bestimmung  der 
Coefficienten  a,  ß,  y,  ...  erforderlichen  Gleichungen  geben.  Man 
hat  folglich 

w*  +  1  —  |m(m  +  3)  =  ^  (w  —  1)  {m  —  2) 

Gleichungen  mehr,  als  zu  bestimmende  Grössen;  es  muss  daher, 
weil  die  Gleichung  für  die  Linie  unbedingt  von  der  mten  Ordnung 
ist,  zwischen  den  ?n}  +  1  Gleichungen  ein  solcher  Zusammenhang 
stattfinden,  dass  aus  beliebigen  |^m(m  +  3)  derselben,  welche  von 
einander  unabhängig  sind ,  die  übrigen  -^  {m  —  1 )  (m  —  2)  abgeleitet 
werden  können.  Dass  dieser  Ueberschuss  für  m  =  l  und  m  =  2 
verschwinde,  sahen  Avir  bereits  in  §.  136. 

§.  138.  Wenden  wir  uns  jetzt  zu  der  umgekehrten  Aufgabe: 
aus  der  gegebenen  Gleichung  einer  Linie  den  entsprechenden  Aus- 
druck zu  finden,  oder  was  dasselbe  sagen  will,  die  Veränderlichen  x 
und  y  der  Gleichung  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Ver- 
änderlichen V  darzustellen,  welche  der  Gleichung  Genüge  leisten. 
Schon  aus  Euler's  Introdiictio  (Tom.  I,  Cap.  lH  De  transformatione 
Fimctionum  per  suhstitutionem)  ist  bekannt,  dass  dieses  Geschäft  nur 
bei  den  Gleichungen  der  ersten  und  zAveiten  Ordnung  immer  von 
statten  geht,  dagegen  schon  bei  den  Gleichungen  der  dritten  Ord- 
nung in  den  mehresten  Fällen  irrationale  Formen  unvermeidlich 
sind.  Noch  etwas  näheren  Aufschluss  erhalten  wir  auf  dem  hier 
eingeschlagenen  Wege. 

Zuerst  ist  es  gewiss,  dass  eine  Gleichung  der  mten  Ordnung 
auch  zu  einem  Ausdrucke  der  mten  Ordnung  führen  muss,  wenn 
anders,  die  Gleichung  in  einen  rationalen  Ausdruck  zu  verwandeln, 
möglich  ist:  weil  umgekehrt  jedem  Ausdrucke  der  mten  Ordnung 
eine  Gleichung  der  ebensovielten  Ordnung  entspricht.  Man  denke 
sich  nun,  dass  nach  der  im  vorigen  §.  gezeigten  Methode  die  Werthe 
der  Coefficienten  a,  /?,  y,  ...,  durch  a,  b,  e,  a,  ...  ausgedrückt,  ge- 
funden worden  seien:  so  hat  man  ^m(m -{- 3)  Gleichungen:  «  =  ..., 
/?=...,   ...,  aus  denen  jetzt  umgekehrt  die  Werthe  von  a.  b,  e.  a',  ..., 
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durch  a ,  ß,  y,  ...  ausgedrückt,  zu  entwickeln  sind.  Es  lässt  sich 
aber,  wie  in  §.  69  bewiesen  worden,  die  Anzahl  der  Constanten 
a,  b,  e,  a,  ...,  unbeschadet  der  Allgemeinheit  des  Ausdrucks,  auf 
3  m  —  1   zurückbringen,  und  es  sind  daher 

^j}i{m  +  3)  —  3 w  +  1  =  ^(w  —  1)  (/;^  —  2) 
Gleichungen  mehr,  als  zu  bestimmende  Grössen  vorhanden.  Da 
nun  die  Coefficienten  a,  ß,  y,  ...  und  folglich  auch  die  ihnen  zu- 
gehörigen |^w(w  +  3)  Gleichungen  von  einander  ganz  unabhängig 
sind,  so  eliminire  man  aus  letzteren  die  dm — 1  zu  bestimmenden 
Grössen,  und  man  wird  -|(m — 1)  (m  —  2)  Gleichungen  zwischen  ce, 
ß,  y,  ...  bekommen,  welche  ebenfalls  von  einander  unabhängig,  mit- 
hin keine  identischen  sind,  und  folglich  erfüllt  werden  müssen, 
wenn  anders,  die  Gleichung  für  die  Curve  in  einen  rationalen  Aus- 
druck zu  verwandeln,  möglich  sein  soll. 

Für  m=\,  2,  3,  4,  5,  etc.  erhält  ^{m — l){m  —  2)  die  resp. 
Werthe  0,  0,  J ,  3,  6,  etc.  Ist  also  die  Gleichung  zwischen  x  und  y 
nur  von  der  ersten  oder  zweiten  Ordnung,  so  lässt  sich  ohne  weitere 
Bedingung  ein  ihr  entsprechender  rationaler  Ausdruck  finden.  Da- 
gegen muss  bei  einer  Gleichung  der  dritten  Ordnung  eine  gewisse 
Bedingungsgleichung  zwischen  ihren  Coefficienten  erfüllt  werden, 
wenn  x  und  y  sich  als  rationale  Functionen  einer  dritten  Veränder- 
lichen sollen  ausdrücken  lassen.  Bei  einer  Gleichung  der  vierten 
Ordnung  müssen  zu  demselben  Zwecke  3  Bedingungsgleichungen 
erfüllt  werden,  u.  s.  v»\  Diese  Bedingungsgleichungen  selbst  aber 
zu  entwickeln,  möchte  eine  sehr  weitläufige  Rechnung  erfordern. 


Zweiter  Abschnitt. 


Von  den  Vonyandtschaften  der  Figuren 

und    den     daraus    entspringenden    Classen 

geometrischer  Aufgaben. 


Erstes  Capitel. 

Von  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit. 


§.  139.  Wenn  in  zwei  Figuren  jedem  Puncte  der  einen  Figur 
ein  Punct  der  anderen  entspricht,  dergestalt,  dass  der  gegenseitige 
Abstand  je  zweier  Puncte  der  einen  Figur  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  entsprechenden  Puncte  in  der  anderen  Figur  gleich  ist, 
so  sind  die  Figuren  einander  gleich  und  ähnlich.  Diese  Er- 
klärung der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit,  —  denn  als  solche  kann 
man  den  voranstehenden  Satz  betrachten,  —  ist  allgemein  an- 
wendbar,  mögen  die  Figuren  bloss  aus  isolirten  Puncten,  oder  aus 
Linien,  oder  aus  Flächen  bestehen,  mögen  im  ersteren  Falle  die 
Puncte  in  einer  geraden  Linie,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume 
überhaupt  liegen. 

Die  einfachsten  Figuren,  welche  einander  gleich  und  ähnlich 
sein  können,  sind  demnach  Systeme,  jedes  aus  zwei  Puncten  be- 
stehend. Heissen  A  und  B  die  zwei  Puncte  des  einen  Systems, 
A'  und  B'  die  ihnen  entsprechenden,  welche  das  andere  System 
ausmachen,  so  sind,  der  Erklärung  zufolge,  die  beiden  Systeme  ein- 
ander gleich  und  ähnlich,  wenn  B'  von  A'  eben  so  weit,  als  B  von 
A  absteht,  oder  in  Zeichen:  wenn  A'B'=  AB  ist.  —  Kommt  zu 
dem  Systeme  A,  B  ein  dritter  Punct  C  hinzu,  gleichviel  ob  dieser 
mit  A  und  B  in  einer  Geraden,  oder  nicht,  liegt,  so  ist  C"  der  ent- 
sprechende Punct  in  dem  anderen  Systeme  A',  B',  wenn  C'A'=  CA 
und  C'B'=:^  CB.  —  Wird  dem  Systeme  A,  B,  C  ein  vierter  Punct 
D  hinzugefügt,  mag  dieser  mit  A,  B,  C  in  einer  Ebene,  oder  ausser- 
halb derselben  enthalten  sein,  so  hat  man  D'  als  entsprechenden 
Punct  in  dem  anderen  Systeme  A',  B',  C,  wenn  noch  D'A'=  DA, 
I)'B'=  DB,  D'C'=  DC;  u.  s.  w. 
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§.  140.  Aufgabe.  Ein  System  von  n  Puncten  zu  construiren, 
■welches  einem  anderen  gegebenen  Systeme  von  n  Puncten  gleich 
lind  ähnlich  ist. 

Auflösung.  Ileissen  die  Puncte  des  gegebenen  Systems: 
A^  B,  C,  Z>,  ...,  und  die  ihnen  resp.  entsprechenden  in  dem  zu 
construirenden :  A' ,  B' ,  C\  D\  ...  Nun  hat  man  drei  Fälle  zu 
unterscheiden,  je  nachdem  die  ersteren  Puncte  entweder  in  einer 
Geraden,  oder  in  einer  Ebene,  oder  im  Räume  überhaupt  liegen. 

Im  ersten  Falle  nehme  man  A'  Aviederum  in  einer  Geraden  und 
trage  darein  A'B'  ==  AB,  gleichviel  auf  welche  Seite  von  A' .  Man 
trage  ferner  in  diese  Gerade  A'C'=AC,  so  dass  C"  mit  B'  auf 
einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  A'  liegt,  je  nachdem  C  mit 
B  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  von  A  befindlich  ist.  Eben  so 
wie  bei  C  verfahre  man  mit  der  Bestimmung  aller  übrigen  Puncte.  — 
Hiernach  ist  also  A'  ganz  willkürlich  zu  nehmen,  jeder  der  übrigen 
71  —  1  Puncte  aber  wird  durch  einen  Abstand  bestimmt,  und  es 
werden  folglich  zur  Construction  des  ganzen  Systems  nicht  mehr 
und  nicht  weniger  als  n  —  1  Abstände  als  gegeben  erfordert. 

Wenn  zweitens  A,  B ,  C,  ...  in  einer  Ebene  liegen ,  so  liegen 
auch  A',  B\  C,  ...  in  einer  Ebene.  Der  Ort  von  A'  bleibt  darin 
der  Willkür  überlassen;  B'  ist  ein  beliebiger  Punct  des  Kreises,  der 
aus  A'  als  Mittelpunct  mit  AB  als  Halbmesser  beschrieben  wird; 
C  ist  einer  der  beiden  Durchschnitte  der  zwei  Kreise,  w^elche  aus 
A'  mit  A  C  und  aus  B'  mit  B  C  beschrieben  werden.  Um  einen  der 
übrigen  Puncte,  z.  B.  D'  zu  finden,  beschreibe  man  aus  A'  mit  AD 
und  aus  B'  mit  BD  Kreise  und  nehme  für  D'  denjenigen  ihrer 
beiden  Durchschnitte,  welcher  mit  C  auf  einerlei  oder  verschiedene 
Seiten  von  A'B'  fällt,  je  nachdem  D  und  C  auf  derselben  oder  ver- 
schiedenen Seiten  von  AB  liegen.  —  Hier  sind  also  zur  Bestimmung 
von  A'  gar  keiner,  zur  Bestimmung  von  B'  einer,  und  zur  Bestimmung 
jedes  der  übrigen  ?i  —  2  Puncte  zAvei  Abstände,  also  in  Allem  nicht 
mehr  und  nicht  weniger,  als 

1  -\-2{fi  —  2)  =  2w— 3 
Abstände  erforderlich. 

Ist  endlich  das  gegebene  System  im  Räume  enthalten,  so  ist  A' 
ganz  willkürlich;  B'  ein  beliebiger  Punct  der  Kugelfläche,  welche 
A'  zum  Mittelpuncte  und  AB  zum  Halbmesser  hat;  C"  ein  be- 
liebiger Punct  des  Kreises,  in  welchem  sich  die  zwei  aus  A'  mit  AC 
und  aus  B'  mit  BC  beschriebenen  Kugelflächen  schneiden;  D'  einer 
von  den  zwei  Puncten,  in  denen  sich  die  drei  Kugelflächen,  aus  A' 
mit  AD,  aus  B'  mit  BD  und  aus  C  mit  CD  als  Halbmessern  be- 
schrieben,   schneiden.      Auf  eben   die  Art  wie   D'    wird    dann    auch 
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jeder  der  übrigen  Puncte,  z.  B.  E  gefunden,  nur  dass  von  den  zwei 
gemeinschaftlichen  Durchschnitten  der  aus  Ä ,  B' ,  C  mit  AE,  BE, 
CE  beschriebenen  Kugelflächcn  derjenige  zu  nehmen  ist,  Avelcher 
mit  D'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten  der  Ebene  A'B'C 
liegt,  je  nachdem  das  eine  oder  das  andere  bei  den  entsprechenden 
Puncten  in  dem  gegebenen  Systeme  der  Fall  ist.  —  Zur  Bestimmung 
von  A'  Avird  also  kein  Abstand,  zur  Bestimmung  von  B'  einer,  zur 
Bestimmung  von  C  werden  zwei,  und  zur  Bestimmung  jedes  der 
übrigen  w  —  3  Puncte  drei  Abstände  erfordert,  folglich  in  Allem 

l  +2  +  3(«  — 3)  =  3«  — 6 
Abstände. 

Anmerkung.  Nur  also  noch  bei  dem  Puncte  D'  und  bei  keinem  der 
folgenden  steht  es  frei,  z-wischen  den  z'wei  auf  verschiedene  Seiten  der  Ebene 
A'B'C  fallenden  Durchschnitten  der  drei  Kugelflächen  zu  wählen.  Es  unter- 
scheiden sich  diese  beiden  Durchschnitte  dadurch  von  einander,  dass,  von  dem 
einen  aus  gesehen,  die  Folge  der  Puncte  A'B'C  von  der  Rechten  nach  der 
Linken,  von  dem  andern  aus  aber  von  der  Linken  nach  der  Rechten  geht, 
oder,  wie  man  sich  auch  ausdrücken  könnte,  dass  der  erstere  Punct  auf  der 
linken,  der  letztere  auf  der  rechten  Seite  der  Ebene  A'B'C  liegt.  Je  nach- 
dem man  nun  für  D'  den  einen  oder  den  anderen  dieser  zwei  Puncte  wählt, 
je  nachdem  wird  die  gedachte  Folge  entweder  übereinstimmend  oder  ver- 
schieden von  derjenigen  sein,  in  welcher  von  D  aus  die  Puncte  A,  B,  C  er- 
scheinen. In  beiden  Fällen  sind  sich  die  Systeme  A,  B,  C,  D,  ...  und  A', 
B',  C,  D',  ...  zwar  gleich  und  ähnlich,  können  aber  nur  im  ersten  Falle 
zur  Coincidenz  gebracht  werden. 

—  Es  scheint  sonderbar,  dass  bei  körperlichen  Figuren  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit  ohne  Coincidenz  stattfinden  kann,  da  hingegen  bei  Figuren  in 
Ebenen  oder  bei  Systemen  von  Puncten  in  geraden  Linien  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit  mit  Coincidenz  immer  verbunden  ist.  Der  Grund  davon  möchte 
darin  zu  suchen  sein,  dass  es  über  den  körperlichen  Raum  von  drei  Dimen- 
sionen hinaus  keinen  anderen,  keinen  von  vier  Dimensionen  giebt.  Gäbe  es 
keinen  körperlichen  Raum ,  sondern  wären  alle  räumlichen  Verhältnisse  in 
einer  einzigen  Ebene  enthalten,  so  würde  es  eben  so  wenig  möglich  sein,  zwei 
sich  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  bei  denen  aber  die  Folge  der  sich  ent- 
sprechenden Spitzen  nach  entgegengesetztem  Sinne  geht,  zur  Deckung  zu 
bringen.  Nur  dadurch  kann  man  diese  bewerkstelligen,  dass  man  das  eine 
Dreieck  um  eine  seiner  Seiten  oder  um  irgend  eine  andere  Gerade  der  Ebene, 
als  um  eine  Axe,  eine  halbe  Umdrehung  machen  lässt,  bis  es  wieder  in  die 
Ebene  fällt.  Dann  geht  bei  ihm  und  dem  anderen  Dreiecke  die  Folge  der 
sich  entsprechenden  Spitzen  nach  einerlei  Sinn,  und  es  kann  mit  dem  anderen 
durch  Fortbewegung  in  der  Ebene  selbst,  ohne  weitere  ZuhüKenahme  des 
körperlichen  Raums  coincidirend  gemacht  werden. 

Eben  so  verhält  es  sich  mit  zwei  gleichen  Systemen  von  Puncten  in  einer 
und  derselben  geraden  Linie :  A,  B,  ...  und  A'.  B',  . . .  Sind  sich  bei  diesen 
die  Richtungen  AB  und  A'B'  entgegengesetzt,  so  wird  durch  blosses  Fort- 
bewegen des  einen  Systems  in  der  geraden  Linie  selbst  auf  keine  "Weise  eine 
Deckung   der  sich    entsprechenden  Puncte   hervorgebracht ,    sondern   erst   nach 
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einer  halben  Umdrehung  des  einen  Systems   in  irgend  einer  durch  die  Gerade 
gehenden  Ebene. 

Zur  Coincidenz  zweier  sich  gleichen  und  ähnlichen  Systeme  im  Räume 
von  drei  Dimensionen:  A,  B,  C,  D,  ...,  und  A',  B',  C,  D',  ...,  bei  denen 
aber  die  Puncte  D,  E,  ...  und  D' ,  E',  ...  auf  ungleichnamigen  Seiten  der 
Ebenen  AB  C  und  A'B'C  liegen,  würde  also,  der  Analogie  nach  zu  schliessen, 
erforderlich  sein,  dass  man  das  eine  System  in  einem  Räume  von  vier  Dimen- 
sionen eine  halbe  Umdrehung  'machen  lassen  könnte.  Da  aber  ein  solcher 
Raum  nicht  gedacht  werden  kann,  so  ist  auch  die  Coincidenz  in  diesem  Falle 
unmöglich. 

§.  141.  Zusätze,  a)  Bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  ist 
die  Anzahl  aller  Abstände  je  zweier  Puncte  von  einander  =  ^^?(w — 1). 
Yen  diesen  Abständen  wurden,  je  nachdem  die  Puncte  in  einer  Ge- 
raden, Ebene,  oder  im  Räume  lagen,  nur  ?i — 1,  2w — 3,  oder  3/^ — 6 
in  beiden  Systemen  einander  gleich  gemacht.  Dass  nun  dann  immer, 
wie  es  die  Erklärung  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  erfordert,  auch 
die  übrigen 

^n{n  —  1)  —  w  +  1  =  |(/^  —  i){n  —  2) 
^n{n  —  1)  —  2w  +  3  =  ^{n  —  2){/^  —  3) 
^fi{?i  —  1)  —  3/i  -h  6  =  ^(«  —  3) {n  —  4) 

Abstände  des  einen  Systems  den  eben  so  viel  entsprechenden  Ab- 
ständen des  anderen  Systems  gleich  sind,  muss  in  jedem  der  drei 
Fälle  besonders  bewiesen  werden. 

Der  Beweis  für  den  ersten  Fall,  wo  die  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen,  fliesst  unmittelbar  aus  der  Deckung  gerader  Linien  von 
gleicher  Länge. 

Den  zweiten  Fall  anlangend,  so  haben  vermöge  der  Construction 
die  Dreiecke  A'B'C,  A'B'D',  A'B'E',  etc.  resp.  mit  den  Dreiecken 
ABC,  ABD,  etc.  gleiche  Seiten  und  decken  sich  folglich  der  Reihe 
nach;  mithin  können  auch  die  ganzen  Figuren  AB  CD.,  und 
A'B'C'D'..  zur  Deckung^  oebracht  werden. 

Der  Beweis  für  den  dritten  Fall  wird,  wenn  die  Puncte  D,  E,  ... 
und  D',  E',  ...  auf  gleichnamigen  Seiten  der  Dreiecksebenen  ABC 
und  A'B'C  liegen,  ähnlicherweise  mittelst  des  Satzes  geführt,  dass 
zwei  Pyramiden  AB  CD  und  A'B'C'D'  in  einander  passen,  wenn 
die  sechs  Kanten  der  einen  den  sechs  Kanten  der  anderen  der 
Reihe  nach  gleich  sind,  und  D'  auf  derselben  Seite  von  A'B'C  sich 
befindet,    auf  welcher  D  von  ABC  liegt*).    —    Bei   ungleichartiger 


*j  Dieser  Satz  lässt  sich  folgendergestalt  leicht  darthun.  —  Weil  A'B'  =  AB, 
B'C'=  BC,  C'A'=  CA,  so  können  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  immer  zur 
Deckung  gebracht  werden.      Der   gemachten  x\nnahme  zufolge  liegen    alsdann  D 
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Lage  macht  der  Beweis  mehrere  Vorbereitungen  nöthig,  auf  die  ich 
mich  aber  hier  nicht  einlassen  kann,  sondern  auf  Legendre  Geo- 
metrie, Livre  VI,  Prop.  2  und  Note  VII  verweise. 

h)  Wenn  nicht,  wie  in  der  Aufgabe  vorausgesetzt  wurde,  das 
ganze  System  von  7i  Puncten  gegeben  ist,  sondern  bloss  die  7i — 1 
oder  2w — 3  oder  3w  —  6  Abstände  in  demselben,  die  zur  Construc- 
tion  eines  ihm  gleichen  und  ähnlichen  Systems  erforderlich  waren, 
so  wie  auch  die  Seiten,  auf  denen  die  übrigen  Puncte  von  dem 
Puncte  A  oder  von  der  Geraden  AB  oder  von  der  Ebene  ABC 
liegen,  so  lassen  sich  daraus,  eben  vermöge  der  gelehrten  Construc- 
tion,  die  übrigen  Abstände  und  alle  anderen  dabei  vorkommenden 
Grössen  finden.     Und  überhaupt: 

Hat  man  ein  System  von  n  Puncten  in  einer  Geraden^  oder  in 
einer  Ebene ,  oder  im  Baume ,  und  sind  von  den  Grössen ,  xoelclie  da- 
durch auf  irgenderlei  Weise  bestimmt  werden  können,  resp.  n  —  1, 
2n — 3,  3w  —  6  von  einander  unabhängige  gegeben,  so  kayin  man  dar- 
aus alle  übrigen  ßnden. 


und  D'  auf  einerlei  Seite  von  ABC.  Fielen  nun  Z)  und  D'  nicht  zusammen,  so 
entstünden,  wegen  AD  =  A'D',  etc..  die  gleichschenkligen  Dreiecke  ADD', 
BDD',  CDD'  mit  der  gemeinschaftlichen  Basis  DD'.  Heisse  daher  J/  der 
Mittelpunct  von  DD',  so  wären  A3I,  B3I,  C3I  auf  DD'  perpendikular,  mithin 
A,  B,  C,  M  in  einer  Ebene  befindlich,  von  welcher  DD'  rechtwinklig  halbirt 
würde.  Mithin  lägen  D  und  D'  auf  verschiedenen  Seiten  von  ABC,  welches 
gegen  die  Annahme  ist.  Es  fallen  daher  D  und  D'  zusammen,  folglich  auch  AD 
und  A'D',  etc.,  und  die  ganzen  Pyramiden  passen  in  einander. 

Liegen  D  und  D'  auf  ungleichnamigen  Seiten  von  ABC  und  A'B'C,  so 
folgt  nach  denselben  Schlüssen,  dass  bei  Deckung  der  Dreiecke  ^i .B  C  und  A'B'C 
die  Gerade  DD'  von  der  Ebene  ABC  rechtwinklig  halbirt  wird.  —  Dies  hier  zur 
Folge  erhaltene  Resultat  ist  bei  Legendre  (Livre  VI,  Definit.  16;  die  Erklärung 
von  dergleichen  Körpern,    polyedres  symmitriques  von  ihm  genannt. 
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Zweites  Capitel. 

Von  der  Aehnlichkeit. 


§.  142.  Die  einfachste  und  engste  Art  von  Verwandtschaft, 
die  zwischen  Figuren  statt  haben  kann,  ist  die  Gleichheit  und  Aehn- 
lichkeit, indem  von  zwei  solchen  Figuren  die  eine  nichts  anderes, 
als  eine  vollkommene  Wiederholung,  ein  nochmaliges  Setzen  der 
anderen  ist.  Weniger  einfach  und  von  grösserer  Ausdehnung  ist  die 
blosse  Aehnlichkeit.  Hier  kann  man  die  eine  Figur  als  eine  Wieder- 
holung der  anderen  nach  einem  grösseren  oder  kleineren  Massstabe 
betrachten,  oder  bestimmter:  Zwei  Figuren  sind  einander  ähnlich, 
wenn  die  gegenseitigen  Abstände  je  zweier  Puncte  der  einen  Figur 
in  denselben  Verhältnissen  zu  einander  stehen,  wie  die  Abstände  der 
entsprechenden  Puncte  in  der  anderen. 

Die  einfachsten  Figuren,  bei  denen  von  Aehnlichkeit  noch  die 
Rede  sein  kann,  sind  daher  Systeme,  jedes  von  drei  Puncten  ge- 
bildet.    Das   System  A',  B',   C  ist   dem   Systeme  A,  B,   C  ähnlich, 

wenn 

ÄB':B'C':C'A'=AB:BC:CA, 

oder,  was  dasselbe  ist,  wenn 

A'B'=m.AB,     B'C'=m.BC,     C'A'=tn.CA 

ist,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bezeichnet.  Sollen  die  Systeme  A,  B, 
C,  D  und  A',  B',  C,  D'  einander  ähnlich  sein,  so  wird  erfordert, 
dass  noch 

A'D'=m.AD,     B'D'=m.BD,     C'D'=m.CD- 
u.  s.  w. 

§.  143.  Zusätze  und  Folgerungen,  a)  Dass  dieser  De- 
finition gemäss  ähnliche  Figuren  auch  wirklich  existiren,  ist  hieraus 
im  Allgemeinen  noch  nicht  abzunehmen,  sondern  bedarf  eines  Be- 
weises. Der  Elementargeometrie  liegt  es  ob,  denselben  zu  führen. 
Diesen  Beweis  aber  vorausgesetzt,  sieht  man  ohne  weiteres,  dass 
man  zur  Construction  eines  Systems  A\  B',  C,  ...,  welches  einem 
gegebenen  Systeme  A,  B ,  C,  ...  ähnlich  ist ,  folgendergestalt  ver- 
fahren kann.  —  Man  nehme  A'  und  B'  ganz  willkürlich,  denke  sich 
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hierauf,  A'B'=m.AB  gesetzt,  ein  dem  gegebenen  Systeme  ähn- 
liches System,  in  Avelchem  jeder  Abstand  dem  w« fachen  des  ent- 
sprechenden Abstandes  in  dem  gegebenen  gleich  ist,  als  schon  vor- 
handen, und  bestimme  nun  die  übrigen  Puncte  C ,  D' ,  ...,  indem 
man  auf  die  in  §.  140  gezeigte  Weise  ein  diesem  eingebildeten 
Systeme  gleiches  und  ähnliches  construirt. 

h)  Statt  der  in  §.  140  zur  Construction  angewendeten  Abstände 
AB,  AC,  BC,  ...  werden  also  gegenwärtig  die  Längen  m .  AB. 
m  .  AC,  m.BC,  ...  genommen,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  ist.  Zur 
Construction  eines  ähnlichen  Systems  braucht  man  folglich  nur  die 
Verhältnisse  zu  kennen,  in  welchen  von  den  zur  Construction  eines 
gleichen  und  ähnlichen  Systems  erforderlichen  Abständen  irgend 
einer  zu  den  übrigen  steht.  Da  nun  die  Anzahl  dieser  Verhältnisse 
immer  um  Eins  geringer  ist,  als  die  der  Abstände  selbst,  so  werden, 
je  nachdem  die  Puncte  des  gegebenen  Systems  in  einer  Geraden, 
in  einer  Ebene  oder  im  Räume  liegen ,  n  —  2,  2/i  —  4  oder  3u  —  7 
Verhältnisse  erfordert. 

c)  Ist  das  System  nicht  selbst  gegeben,  sondern  bloss  die  Ver- 
hältnisse, welche  zur  Construction  eines  ähnlichen  Systems  zu  wissen 
nöthig  sind,  so  kann  man  mit  Hülfe  der  Construction  alle  übrigen 
Verhältnisse  je  zweier  Abstände  und  alle  anderen  Grössen  finden, 
welche  ähnliche  Figuren  mit  einander  gemein  haben,  als  Winkel, 
Verhältnisse  von  Flächen,  u.  s.  w.  Wir  schliessen  hieraus,  eben  so 
wie  in  §.  141,  ö: 

Si?id  von  einem  Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Geraden,  ^V^  einer 
Ebene,  oder  im  Räume  res}),  irgend  n  —  2,  2w  —  4,  3«  —  7  von  ein- 
ander unabhängige  Verhältnisse  zwischen  den  gegenseitigen  Abständen 
der  Puncte,  oder  eben  so  viel  andere  von  diesen  Verhältnissen  abhängige 
Grössen  oder  Bedingungen  gegeben,  so  lassen  sich  daraus  edle  übrigen 
Verhältnisse  zicischen  den  Abständen  und  davon  abhängigen  Grössen 
finden. 

d)  Verhältnisse  lassen  sich  immer  durch  Zahlen  ausdrücken. 
Hier  Averden  also  aus  gegebenen  Zahlen  andere  durch  Construction 
gefunden.  Letztere  Zahlen  müssen  sich  daher  aus  ersteren  auch 
durch  Rechnung  finden  lassen.  Es  müssen  folglich  von  den  ge- 
gebenen n  —  2,  ...  Verhältnissen  des  Systems  alle  übrigen  Verhält- 
nisse als  analytische  Functionen  darstellbar  sein. 

Es  fliesst  hieraus  noch,  dass  die  in  §.  141,  5  als  lösbar  erwiesene 
Forderung,  nicht  allein  durch  Construction,  sondern  gleichfalls  auch 
durch  Rechnung  gelöst  werden  kann.  Denn  aus  den  dort  gegebenen 
n — 1,  ...  Stücken,  die  mr  jetzt  in  Zahlen  ausgedrückt  annehmen, 
ist  es  immer  möglich,  7i  —  2,   ...   von  einander  unabhängige  Verhält- 
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nisse  zu  bilden.  Aus  diesen  aber  können,  dem  eben  Gesagten  zu- 
folge, durch  Rechnung  alle  übrigen  Verhältnisse  des  Systems,  also 
auch  die  Verhältnisse  der  übrigen  Stücke  zu  den  gegebenen,  also 
auch  die  übrigen  Stücke  selbst  in  Zahlen  gefunden  -werden. 

Anmerkung.  Aus  der  Möglichkeit,  eine  geometrische  Aufgabe  durch 
Construction  zu  lösen,  kann  man,  ohne  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  als 
erwiesen  vorauszusetzen,  die  Möglichkeit  einer  Auflösung  durch  Rechnung 
noch  nicht  folgern. 

Heissen  z.  B.  a,  b,  c,  d  die  vier  Seiten  eines  Vierecks;  e,  /  die  zwei 
Diagonalen  desselben.  Sei  ferner  r  irgend  eine  zur  Einheit  angenommene 
Länge,  und  a,  h,  ...,  /,  in  solchen  Einheiten  ausgedrückt,  =  «,  ß,  ...,  f,  so 
dass  a  =  tcr,  h  =  ßr,  etc.  Nun  kann  man  durch  eine  sehr  einfache  Con- 
struction aus  den  Linien  a,  h,  e,  d,  e  die  Linie  /,  folglich  auch  aus  der  Linie 
r  und  den  Zahlen  a ,  ß,  y,  S,  e  die  Zahl  f  finden.  Ob  aber  aus  u,  ß,  ...,  e 
allein  die  Zahl  C  gefunden  werden  könne,  ob  also  f  ungeändert  bleibe,  wie 
gross  oder  klein  auch  r  genommen  werde,  ist  hiermit  noch  nicht  entschieden. 

Allerdings  müsste  zwar,  wenn  zur  Bestimmung  von  C  nächst«,  ...,  e  auch 
r  erforderlich  wäre,  auch  umgekehrt  r  aus  «,  ...,  C  gefunden  werden  können, 
da  doch  eine  Function  von  Zahlen  immer  wieder  eine  Zahl  und  keine  ausge- 
dehnte Grösse  sein  kann.  Allein  wenn  Legendre  eine  dergleichen  Schluss- 
art anwendet,  um  die  Lehre  von  der  Aehnlichkeit  analytisch  zu  begründen 
[Elem.  de  Qeom.,  note  2),  so  kann  wohl  mit  Recht  entgegengesetzt  werden, 
dass,  obschon  r  durchaus  nicht  eine  anal  jütische  Function  von  a,  ...,  f  sein 
kann,  es  doch  keineswegs  undenkbar  ist,  dass  r  aus  «,  ...,  f  auf  geometri- 
schen "Wege  gefunden  werden  könne;  dass  folglich  Legendre  noch  immer 
zuvor  beweisen  muss,  dass  dasjenige,  was  durch  Construction  bestimmt  werden 
kann ,  auch  durch  Rechnung  sich  herleiten  lasse.  Denn  hieraus  erst  kann 
gefolgert  werden,  dass  dasjenige,  was  sich  durch  Rechnung  nicht  finden 
lässt,  auch  nicht  durch  Construction  bestimmbar  ist.  Es  wird  folglich  von 
Legendre  ein  Kreis  im  Schliessen  begangen,  da  eben  erst  aus  der  zu  be- 
weisenden Lehre  von  der  Aehnlichkeit  die  Möglichkeit  einer  Anwendung  der 
Analysis  auf  die  Geometrie  hervorgeht. 
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Drittes  Capitel. 

Von   der  Affinität. 


§.  144.  Ausser  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  allein  giebt 
es  noch  einige  andere  Arten  von  Verwandtschaften,  die  gleichfalls 
in  das  Gebiet  der  Elementargeometrie  gehören.  Die  barycentrische 
Bestimmungs-Methode  von  Puncten  wird  uns  zur  Erkenntniss  dieser 
Verwandtschaften  und  der  sehr  merkwürdigen  aus  ihnen  zu  ziehen- 
den Folgerungen  hinführen. 

Man  denke  sich  ein  System  von  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in 
einer  Ebene.  Drei  derselben,  A,  B,  C,  nehme  man  zu  Fundamental- 
puncten  und  bestimme  in  Bezug  auf  dieselben  jeden  der  übrigen 
durch  einen  Ausdruck  von  der  Form :  aA-{-hB-]-cC.  Wenn  nun 
die  drei  Seiten  des  Dreiecks  ABC  und  für  jeden  der  übrigen  Puncte 
die  Verhältnisse  der  Coefficienten  im  Ausdrucke  desselben,  a  :  b  :  c, 
gegeben  sind,  so  ist  klar,  dass  alle  mit  Hülfe  jener  Seiten  und  dieser 
Verhältnisse  construirten  Figuren  einander  unter  sich  und  der  er- 
steren  gleich  und  ähnlich  sein  werden.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass, 
wenn  statt  der  Seiten  der  Fundamentaldreiecks  selbst,  bloss  die 
gegenseitigen  Verhältnisse  derselben  gegeben  sind,  zwischen  den 
construirten  Figuren  und  der  ursprünglichen  nur  Aehnlichkeit  ob- 
walten wird.  Gesetzt  aber,  dass  von  dem  Fundamentaldreiecke  gar 
nichts,  und  bloss  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  für  die  übrigen 
Puncte  gegeben  sind,  so  werden  die  somit  hervorgehenden  Figuren, 
weil  nun  die  drei  Fundamentalpuncte  ganz  nach  "Willkür  genommen 
werden  können,  in  einer  noch  entfernteren  Beziehung  zu  einander 
stehen. 

§.  145.  Um  das  Wesen  dieser  Beziehung  ausfindig  zu  machen, 
so  seien  A',  B',  C  (Fig.  29)  drei  beliebige  Puncte,  die  man  den 
Puncten  A,  B,  C  resp.  entsprechend  [setze.  Ist  nun  irgend  einer 
der  übrigen  Puncte  in  der  ersten  Figur, 

D~aA-{-bB-{-cC, 
so  wird  D'  der  entsprechende  Punct  in  der  zweiten  sein,  wenn 
D'=aA'-^hB'-}-cC', 

ilöbius  Werke  1.  12 
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d.  h.  wenn  die  üreiecksflächen  zwischen  A',  B' ,  C ,  D'  sich  eben 
so  zu  einander  verhalten,  als  wie  die  ihnen  entsprechenden  zwischen 
A,  B,  C,  D  (§.  24,  c).  Man  ziehe  demnach  die  Gerade  CD,  welche 
AB  in  Z  schneide,  theile  A' B'  in  Z'  dergestalt,  dass 

A'B':  B'Z'  =  AB  :  BZ, 
ziehe  C'Z'  und  nehme  darin  D',  so  dass 

CD':  Z'D'=  CD  :  ZD, 
so  ist  D'  gefunden. 


.--•jv 


Fig.  29. 

Unmittelbar  also  folgt  aus  einer  solchen  Construction  nur  dieses, 
dass, 

A'B'C'=m.ABC 
gesetzt,   auch  jedes  andere  Dreieck  der  zweiten  Figur,   welches  mit 
dem  Dreiecke  A'B'C  eine  Seite  gemein  hat,  dem  m  fachen  des  ent- 
sprechenden Dreiecks  in  der  ersten  Figur  gleich  ist;  z.  B.  dass 

B'C'D'=m.BCD. 
Es  lässt  sich  aber  leicht   zeigt  zeigen,    dass    dieselbe  Relation   auch 
zwischen  je  zwei  anderen   sich   entsprechenden  Dreiecken  stattfinden 
muss;  z.  B.  dass 

D'E'F'=m.DEF. 

Denn  seien  P,  Q,  M,  S  irgend  vier  Puncte  der  ersten  Figur, 
und,  durch  ihre  Ausdrücke  auf  A,  B,  C  bezogen,  bestimmt.  Man 
eliminire  aus  diesen  vier  Avisdrücken,  als  Gleichungen  behandelt, 
die  drei  Fundamentalpuncte,  und  man  erhält  eine  Gleichung  zwischen 
den  vier  Puncten  selbst: 
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deren  Coefficienten  tc,  /.,  o,  a  aus  den  Coefficienten  der  ersten  vier 
Gleichungen  zusammengesetzt,  also  ebenfalls  gegeben  sind.  Heissen 
nun  die  diesen  Puncten  in  der  anderen  Figur  entsprechenden  Puncte 
P',   Q',  M',  S',  so  dass,  wenn 

P  =  pA-\-qB-i-rC, 

auch 

P'=pA'-\-qB'-\-rC' 

ist,  u.  s.  w. :  so  niuss  z'v\'ischen  den  letzteren  vier  Puncten  eine 
Gleichung  mit  denselben  Coefficienten  stattfinden,  wie  zwischen  den 
vier  ersteren: 

7rP'+  -/.  Q'+  qR'-^  aS"=  0. 
Mithin  stehen   die  Dreiecksflächen  zwischen  P\    Q',   P',  S'  in   den- 
selben A^erhältnissen   zu   einander,    wie    die  entsprechenden  zwischen 
P,   Q,  P,   S.   —  Wenden   wir   dieses   auf  die   Systeme  B,   C,  D,  E 
und  B' ,   C ,  D' ,  E'  an,  so  muss,  weil 

B'C'D'=vi.BCD 
war,  auch 

C'D'E'=m.  CEE 

sein:  und  eben  so  folgt  aus  letzterer  Gleichung  in  Bezug  auf  die 
Systeme  C,  B,  E,  F  und  C,  D\  E\  F' . 

D'E'F'=  m  .  DEF. 
TJeberhaupt  also  stehen  die  Dreiecksflächen  der  einen  Figur  in  den- 
selben Verhältnissen  zu  einander,  wie  die  entsprechenden  der  anderen. 
Da  endlich  jede  ebene  Figur  durch  Ziehung  von  Diagonalen  als  ein 
Aggregat  von  Dreiecken  betrachtet  werden  kann,  so  lässt  sich  das 
Wesen  der  in  Rede  stehenden  Verwandtschaft  bei  ebenen  Figuren 
noch  allgemeiner  als  darin  bestehend  angeben:  dass  je  zwei  Flächen- 
theile  der  einen  Figur  sich  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  die 
entsprechenden  Flächentheile  der  anderen. 

§.  146.  Eine  andere  Ansicht,  unter  welcher  man  diese  ent- 
ferntere Verwandtschaft  auffassen  kann,  ist  folgende.  Seien  wiederum 
A,  B,  C,  P  und  A',  B',  C,  P'  sich  entsprechende  Puncte  in  beiden 
Figuren,  also 

P'=pA'-{-qB'-{-rC', 
wenn 

P  =  pA-\-qB^rC 

ist.  Man  betrachte  nun  die  Linien  CA  und  CB  als  die  Axen  eines 
Systems  paralleler  Coordinaten,  CA  als  die  Axe  X,  CB  als  die  Axe 
Y,  so  ist  für  den  Punct  P  (§.  123,  b): 

X  = ,  ^    ,       .CA,     y=  ,  ^    ,       .  CB. 

12* 
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Eben  so  nehme  man  in  der  anderen  Figur  CA'  und  C'B'  zu  den 
Axen  eines  Coordinatensystems ,  und  nenne  die  Coordinaten  von  P' 
auf  diese  Axen  bezogen,  x'  und  ?/',  so  ist: 

-'—  ^  CA',      y'=         ,   ^    ■      C'B', 


j)  +  q  +  r  ^         P  +  q  +  r 

folglich 

,_  CA'  ,_  C'B' 

""—  ca""'  y—  cb""- 

Bezieht  man  demnach  die  Puncte  einer  ebenen  Figur  durch 
Coordinaten  auf  zwei ,  sich  unter  einem  beliebigen  Winkel  {A  CB) 
schneidende  Axen,  und  construirt  nun  eine  zweite  Figur  unter  einem 
von  dem  A^origen  verschiedenen  Axenwinkel  [A'C'B')  dergestalt,  dass 
jede  Abscisse  in  der  zweiten  zu  der  ihr  entsprechenden  in  der  ersten 
in  einem  beliebigen  constanten  Verhältnisse  [CA':  CA)  steht,  und 
dass  eben  so  das  gegenseitige  Verhältniss  der  sich  entsprechenden 
Ordinaten  ein  beliebiges  constantes,  aber  von  dem  der  Abscissen 
verschiedenes  Verhältniss  [CB':  CB)  ist,  so  w4rd  ebenfalls  zwischen 
beiden  Figuren  die  neue  allgemeinere  Verwandtschaft  stattfinden.  — 
Mit  anderen  Worten:  Man  beziehe  eine  ebene  Figur  auf  zwei  be- 
liebige Axen,  messe  die  Abscissen  mit  einer  willkürlichen  zur  Ein- 
heit angenommenen  Länge,  und  eben  so  die  Ordinaten  mit  einem 
beliebigen  anderen  Längenmass.  Lässt  man  nun  die  durch  diese 
Messungen  für  jeden  Punct  der  Figur  resultirenden  zwei  Zahlen 
gegeben  sein,  nicht  aber  den  Axenwinkel  und  die  beiden  Längen- 
masse, sondern  bleiben  diese  der  Willkür  überlassen,  so  werden  alle 
mit  jenen  Zahlen  construirten  Figuren  unter  sich  und  mit  der  ur- 
sprünglichen in  der  gedachten  Verwandtschaft  stehen.    Vergl.  §.  127. 

§.  147.  Von  einer  solchen  gegenseitigen  Beziehung  der  Fi- 
guren hat  schon  Euler  gehandelt.  Introd.  in  Anal.  Inf.  Tom.  IT, 
Cap.  XVIII.  De  Similitucline  et  Afßnitate  Litiearum  curvarwn.  — 
»Quemadmodum«,  heisst  es  daselbst  in  artic.  442,  »in  Curvis  simili- 
bus  Abscissae  et  Applicatae  homologae  in  eadem  ratione  sive  augen- 
tur  sive  diminuuntur;  ita,  si  Abscissae  aliam  sequantur  rationem, 
aliam  vero  Applicatae,  Curvae  non  amplius  orientur  similes.  Verum 
tarnen,  quia  Curvae  hoc  modo  ortae  inter  se  quandam  Affinitatem 
tenent,  has  Curvas  affines  vocabimus:  complectitur  ergo  Affinitas 
sub  se  similitudinem  tanquam  speciem:  quippe  Curvae  affines  in 
similes  abeunt,  si  ambae  illae  rationes,  quas  Abscissae  et  Applicatae 
seorsim  sequuntur,  evadant  aequales.«  —  Der  von  Euler  hier  auf- 
gestellte 'Begriff  der  Affinitas  ist  also  ganz  mit  dem  vorhin  ent- 
wickelten einerlei,    und  ich  will  daher  gleichfalls  diese  allgemeinere 
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Yerwandtscliaft  Affinität,  und  Figuren,  zwischen  denen  sie  statt- 
findet, affine  Figuren  nennen. 

Indess  scheint  Euler  diesen  Begriff  nicht  weiter  verfolgt  zu 
haben :  sonst  würde  er  nicht  zwischen  ähnlichen  und  affinen  Curven 
den,  wie  ich  gleich  zeigen  werde,  unrichtigen  Unterschied,  artic.  444, 
finden:  jjquod  Curvae,  quae  sunt  similes  respectu  unius  Axis  vel 
puncti  fixi,  eaedem  similes  sint  futurae  respectu  aliorum  quorumvis 
Axium  seu  punctorum  homologorum.  Curvae  autem,  quae  tantum 
sunt  affines,  tales  tantum  sunt  respectu  eorum  Axium,  ad  quos  re- 
feruntur,  neque  pro  lubitu  alii  Axes ,  seu  puncta  homologa ,  in  ipsis 
dantur,   ad  quae  affinitas  referri  possit.fc 

Die  Unrichtigkeit  dieser  Behauptung,  dass  die  Affinität  immer 
nur  hinsichtlich  eines  einzigen  Axensystems  stattfinde,  erhellet  so- 
gleich daraus,  dass  jede  drei  Puncte  der  Ebene,  in  welcher  die  Figur 
enthalten  ist,  zu  den  Fundamentalpuncten  genommen  werden  können. 
Die  Behauptung  lässt  sich  aber  sehr  leicht  auch  ohne  barycentrische 
Hülfsmittel,  durch  ganz  einfache  auf  den  ersten  Elementen  be- 
ruhende Betrachtungen  widerlegen;  und  ich  achte,  dieses  zu  thun, 
um  so  weniger  für  überflüssig,  da  es  nicht  einen  speciellen  Satz, 
sondern  eine  wichtige  Ansicht  der  Figuren  überhaupt  betrifft. 

§.  148.  Seien  P,  Q,  H,  ...  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene, 
und  ihre  Coordinaten,  auf  ein  gewisses  Axensystem  bezogen,  =  /,  ?/; 
t',  u'\  t\  u\  ...;  so  werden,  nach  Euler 's  Erklärung,  die  Puncte 
P',  Q',  B! ^  . . .  ein  affines  System  bilden,  wenn  sie  gleichfalls  in  einer 
Ebene  enthalten,  und  ihre  Coordinaten  in  Bezug  auf  ein  gewisses 
Axensystem  in  derselben  resp.  mt,  nu:  mt' ,  nu'\  mi\  mi\  ...  sind. 
Ueberhaupt  wird  hiernach  jedem  beKebigen  Puncte  in  der  ersten 
Ebene  ein  gewisser  in  der  zweiten  entsprechen,  den  man  findet, 
wenn  man  seine  Abscisse  dem  w?  fachen  und  seine  Ordinate  dem 
n fachen  der  Abscisse  und  Ordinate  des  ersteren  gpleich  macht.  Eben 
so  wird  es  für  jede  beliebig  gezogene  gerade  oder  krumme  Linie  in 
der  einen  Ebene  eine  entsprechende  Linie  in  der  anderen,  also  eine 
affine,  geben,  die  man  erhält,  wenn  man  die  Puncte  der  anderen 
Ebene,  welche  den  Puncten  der  Linie  in  der  ersteren  entsprechen, 
wiederum  durch  eine  Linie  verbindet. 

Gesetzt  nun,  es  liegen  die  Puncte  P.  Q,  P  in  einer  Geraden, 
so  verhalten  sich 

PQ:  QP  =  t'—t  :  t"—  t'=  ?/—  21  :  u  —  u, 
folglich  auch 

=  mt' — mt  :  tnt" —  mt'=  mi  —  7iu  :  nii' —  nu'\ 
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mithin  liegen  auch  P' ,   Q',  R'  in  einer  Geraden,  und  es  verhält  sich 
PQ  :  QR  =  P'Q':  Q'R'. 

Von  allen  Puncten  der  einen  Ebene,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  sind  also  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen  wiederum 
in  einer  Geraden  enthalten;  beide  Geraden  sind  sich  entsprechende 
Linien  und  werden  durch  die  sich  entsprechenden  Puncte  nach 
einerlei  Verhältnissen  getheilt. 

Der  Durchschnitt  zweier  Geraden  in  der  einen  Ebene  und  der 
Durchschnitt  der  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen 
müssen  daher  ebenfalls  sich  entsprechende  Puncte  sein. 

Heissen  t,  u  die  Coordinaten  des  ersteren  Durchschnitts,  so  sind 
mt^  nii  die  Coordinaten  des  letzteren.  Laufen  nun  die  ersteren 
Geraden  mit  einander  parallel,  sind  also  ^,  u  als  unendlich  gross  zu 
betrachten,  so  sind  es  auch  tnt,  nu,  und  folglich  auch  die  letzteren 
Geraden  mit  einander  parallel. 

Parallellinien  in  der  einen  Ebene  entsprechen  daher  Parallel- 
linien in  der  anderen.  Auch  folgt  hieraus  leicht  in  Verbindung  mit 
dem  Vorigen,  dass  ZAvei  Gerade  (3,  h'),  welche  durch  zwei  sich  ent- 
sprechende Puncte  [A^  A')  parallel  mit  zwei  sich  entsprechenden 
Geraden  {a,  a)  gezogen  werden  [b  durch  A  und  parallel  mit  a;  b' 
durch  A'  und  parallel  mit  «'),  sich  gleichfalls  entsprechen. 

Dieses  vorausgeschickt,  seien  a,  b  zwei  beliebige  Gerade  in  der 
ersten  Ebene,  welche  sich  in  ß  schneiden,  und  a' ,  b'  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  in  der  zweiten  Ebene,  welche  sich  in  dem  dem 
S  entsprechenden  Puncte  Ö'  schneiden  werden.  Ich  behaupte  nun, 
dass  sich  die  beiden  Systeme  P,  Q,  R,  ...;  P',  Q',  R',  ...  auch 
rücksichtlich  dieser  zwei  Paare  von  Geraden,  als  Axen  betrachtet, 
affin  sind.  Um  dieses  zu  beweisen,  lege  ich  durch  P,  Q,  R,  ... 
Parallelen  mit  b,  und  durch  P',  Q',  R',  ...  Parallelen  mit  b',  so 
entsprechen  die  ersteren  Parallelen  den  letzteren,  folglich  auch  die 
Durchschnitte  der  ersteren  mit  a,  welche  '■^,  Q,  'öi,  ...  heissen,  den 
Durchschnitten  der  letzteren  mit  a,  welche  ich  *ijS',  O',  9^',  . . .  nennen 
will.  Mithin  sind  (S,  f,  Q,  %  ...  und  ß',  ^',  O',  9i',  ...  zwei  Reihen 
sich  entsprechender  Puncte,  welche  in  sich  entsprechenden  Geraden 
a  und  a    liegen,  und  folglich 

e^l3  :  (SC  :  S9J  :  ...  =  ^'^13':  S'O':  ß'^':  ..., 

d.  h..  Avenn  Avir  a  und  a'  zu  den  Abscissenlinien  nehmen:  die  neuen 
Abscissen  in  dem  einen  Systeme  verhalten  sich  eben  so,  wie  die 
neuen  Abscissen  in  dem  anderen.  Da  nun  dasselbe  auch  von  den 
neuen   in  b  und   b'  lieorenden  Ordinaten   bewiesen   werden  kann,   so 


§.149.  Cap.  3.     Affinität.  183 

sind  sich  die  beiden  Systeme  auch  rücksichtlich  der  neuen  Axen- 
paare  affin. 

§.149.  Zusätze,  a)  Heissen  die  Axenwinkel  der  zwei  vorhin 
gedachten  ursprünglichen  Coordinatensysteme  q)  und  ip,  so  ist  der 
Flächeninhalt  des  Dreiecks 

PQB  =  ^  sin  cp  \t[u  —  u')  +  t'{u  —  u")  +  f{u'—  u)] 
und  der  Flächeninhalt  des  Dreiecks 

F'Q'M'  =^smifj .  mn[t{u"—  w')  +  ...], 
also 

PQR  :  P'Q'JR'=  sin  (p  :  m«  sin  ip , 

woraus  wiederum  der  obige  Satz  (§.  145)  folgt,  dass  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Dreiecke  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen. 

h)  Auch  aus  diesem  Satze  können  die  im  vorigen  §.  angeführten 
Eigenschaften  affiner  Figuren  sehr  leicht  abgeleitet  werden.  Liegen 
z.  B.  P,  Q,  M  in  einer  Geraden,  so  ist  das  Dreieck  PQR  =  0,  folg- 
lich auch  P'Q'R'=  0,  mithin  liegen  auch  P' ,  Q',  R'  in  einer  Ge- 
raden. Sind  noch  S  und  S'  zwei  sich  entsprechende,  aber  ausser- 
halb jenen  Geraden  gelegene  Puncte,  so  verhalten  sich 

PQS  :  QRS=PQ:  QR,  und  P'Q'S':  Q' R' S'  =  P' Q' :  Q'R', 
folglich 

PQ  :  QR  =  P'Q':  Q'R'. 

Haben  die  vier  Puncte  P,  Q,  R,  S  eine  solche  Lage,  dass  die  Ge- 
raden, PQ  und  RS  einander  parallel  sind,  so  ist  PQR  =  PQS, 
folglich  auch  P'Q'R'=P'QS',  folglich  sind  P'Q'  und  R'S'  eben- 
falls einander  parallel.  —  Noch  mehr:  unter  derselben  Voraus- 
setzung, dass  PQ  und  RS,  also  auch  P'Q'  und  ^'*S"  parallel  laufen, 
verhalten  sich: 

PQS  :  RQS=  PQ:  RS  und  P'Q'S':  R'Q'S'=  P'Q':  R'S', 
folglich 

PQ  :  RS  =  P'Q':  R'S', 

d.  h.  Theile  von  Parallelen  in  der  einen  Figur  verhalten  sich  eben 
so,  wie  die  entsprechenden  Theile  in  der  anderen. 

c)  Den  zwei  in  §.  145  und  §.  146  gegebenen  Erklärungen  der 
Affinität  lässt  sich  noch  eine  sehr  einfache  dritte  hinzufügen,  welche 
auf  dem  eben  bewiesenen  Satze  beruht,  dass  einander  entsprechende 
Gerade  durch  einander  entsprechende  Puncte  nach  einerlei  Ver- 
hältniss  getheilt  werden.  Zwei  ebene  Figuren  sind  sich  hiernach 
affin,  wenn  in  der  einen  Figur  der  geradlinige  Abstand  je  zweier 
Puncte  von   der  Geraden,    die  je   zwei  andere  Puncte  verbindet,   in 
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demselben  Verhältnisse  geschnitten  wird,  in  welchem  dies  von  den 
entsprechenden  Geraden  der  anderen  Figur  geschieht.  Oder:  denkt 
man  sich  je  zwei  Puncte  einer  jeden  Figur  durch  Gerade  verbunden, 
so  müssen,  wenn  die  Figuren  affin  heissen  sollen,  die  Verhältnisse, 
nach  welchen  bei  der  einen  Figur  eine  jede  dieser  Geraden  von  den 
übrigen  Geraden  geschnitten  wird,  den  auf  dieselbe  Weise  in  der 
anderen  Figur  sich  bildenden  Verhältnissen  gleich  sein. 

Sind  die  Figuren  einander  ähnlich,  so  sind  die  Verhältnisse  auch 
ZAAischen  solchen  Abschnitten,  welche  nicht  Theile  einer  und  der- 
selben Geraden  sind,  in  beiden  Figuren  einander  gleich.  Bei  affinen 
Figuren  sind  also  nur  je  zwei  Reihen  sich  entsprechender  Puncte, 
welche  in  zwei  sich  entsprechenden  Geraden  liegen,  ähnliche  Systeme 
von  Puncten,  z.  B.  A,  M,  N,   C,  und  A',  31',  N',   C"  (Fig.  29). 

§.  150.  Es  ist  nun  nicht  schwer,  den  Begriff  der  Affinität  auch 
auf  körperliche  Figuren  auszudehnen.  So  wie  nämlich  die  Affinität 
ebener  Figuren  aus  der  barycentrischen  Bestimmung  von  Puncten 
in  einer  Ebene  hervorging,  eben  so  Avird  die  Affinität  von  Figuren 
dreier  Dimensionen  aus  der  barycentrischen  Bestimmung  von  Puncten 
im  Räume  abzuleiten  sein.  Seien  demnach  A,  B,  C,  D,  E,  ...  und 
A',  B\  C,  Z>',  E\  ...  zwei  Systeme  von  Puncten  im  Räume,  so 
werden  diese  Systeme  einander  affin  heissen,  wenn  ihre  Puncte  sich 
dergestalt  entsprechen,  Ä  dem  A,  B'  dem  B,  u.  s.  w.,  dass,  wenn 
A,  B,  C,  D  in  dem  einen  und  A\  B\  C ,  D'  in  dem  anderen  zu 
Fundamentalpuncten  genommen  werden,  in  den  Ausdrücken  je  zweier 
anderer  sich  entsprechender  Puncte  die  sich  entsprechenden  Funda- 
mentalpuncte  gleiche  Coefficienten  haben,  z.  B. 

E  =  a A  -\-  h B  +  c  C -\-  dB ,     E'=  aA'-\- hB'+ cC'+ cW . 

Ist  also  das  System  A,  B.  C%  -D,  E,  ...  gegeben,  und  soll  ein 
demselben  affines  A\  B',  C,  D',  E',  ...  construirt  werden,  so  nehme 
man  die  vier  ersten  Puncte  A',  B',  C,  D'  willkürlich.  Um  aber 
einen  der  übrigen,  z.  B.  E' ,  zu  finden,  ziehe  man  die  Gerade  ED, 
welche  die  Fundamentalebene  ABC  in  Y  schneide,  und  verbinde 
y  und  C  durch  eine  Gerade,  welche  die  Fundamentallinie  AB  in 
Z  treffe.  Man  theile  hierauf  A'B'  in  Z' ,  C'Z'  in  Y'  und  D'Y'  in 
E'  nach  denselben  Verhältnissen,  nach  welchen  AB  in  Z,  CZ  in  Y 
und  DY  in  E  getheilt  ist,  und  man  hat  E'  gefunden. 

§.  151.  Seien  P,  Q,  R,  S,  T  beliebige  fünf  Puncte  des  einen 
Systems  und  P',  Q! ,  B',  S',  T'  die  ihnen  entsprechenden  des  an- 
deren, dass  also,  wenn 
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auch 

P'  =  p  A' -\-  qB' -\-  r  C -\-  sD' 

ist,  u.  s.  w.  Alsdann  folgt  eben  so,  wie  in  §.  145,  dass,  wenn  man 
P,  Q,  R,  S  zu  Fundamentalpuncten  nimmt,  und  in  Bezug  auf  die- 
selben 

T=  rcP-\-y.Q  +  QR-{-aS 
findet,   auch 

r=  n:P'+y,Q'+QR'-{-aS' 

sein  muss ,  dass  folglich  (§.  26,  c)  die  fünf  Pyramiden ,  welche  sich 
aus  irgend  fünf  Puncten  des  einen  Systems,  als  Spitzen  genommen, 
bilden  lassen,  ihrem  körperlichen  Inhalte  nach  in  denselben  Ver- 
hältnissen zu  einander  stehen,  wie  die  entsprechenden  Pyramiden 
des  anderen  Systems.  Durch  Verbindung  und  Zusammensetzung 
solcher  Verhältnisse  ergiebt  sich  dann  weiter,  dass  überhaupt  je 
zwei  Pyramiden  der  einen  Figur,  oder  noch  allgemeiner,  —  weil 
jeder  begrenzte  körperliche  llaum  durch  Diagonalebenen  in  Pyra- 
miden zerlegt  werden  kann,  —  dass  je  zwei  Räume  der  einen  Figur 
dasselbe  Verhältniss  zu  einander  haben,  als  wie  die  entsprechenden 
Räume  der  anderen.  Und  hierin  besteht  das  Wesen  der  Affinität 
bei  körperlichen  Figuren. 

§.  152.  Man  nehme  D  zum  Anfangspuncte  eines  Coordinaten- 
systems,  und  DA,  DB,  DC  zu  den  drei  Axen  desselben,  so  sind 
die  Coordinaten  von  P  (§.  125,  ä): 

-—  ^  DA,   y  =  —l—,DB,    z  =  —^ — .DC; 


/>+?  +  '•  +  «  p-h  ■■■  p-\- 

und  eben  so  in   der  affinen  Figur,    wenn  man  DA',    DB',    D' C  zu 
den  drei  Axen  nimmt,   die  Coordinaten  von  P' . 

-'—       ^         D'A',   y'= — ^ — .D'B',    z'= — ^ .D'C, 


p-jr  ■■■  ;?  +  •••                      p  + 
folglich 

,       D'A'  ,       DB'  ,       D'C 

''-DA-''  y=iyBy-  '  =  ~DC'- 

Sind  also  von  den  Puncten  einer  Figur  im  Räume,  auf  drei 
Axen  bezogen,  die  Coordinaten  gegeben,  so  lässt  sich,  ähnlicherweise 
wie  in  §.  146.  eine  affine  Figur  construiren.  wenn  man  ein  zweites 
System  dreier  Axen  imter  beliebigen  Winkeln  bildet,  und  in  diesem 
Systeme  die  Coordinaten  jeder  Axe  den  gegebenen  Coordinaten  der 
entsprechenden  Axe .  jeder  Axe  nach  einem  anderen  Verhältnisse, 
proportional    macht.      Da  ferner  je   beliebige   vier  Puncte    der    einen 
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Figur  und  die  ihnen  entsprechenden  der  anderen  zu  Fundamental- 
puncten  genommen  werden  können,  und  in  Bezug  auf  dieselben  je 
zwei  andere  sich  entsprechende  Puncte  durch  einerlei  Coefficienten 
ausgedrückt  werden  (§.  151),  so  erhellet,  dass  auch  bei  körperlichen 
Figuren  die  Affinität  sich  nicht  auf  ein  einziges  Axensystem  be- 
schränkt, sondern  dass  jedem  beliebigen  Axensysteme  für  die  eine 
Figur  ein  entsprechendes  für  die  andere  zukommt. 

§.  153.  Zusätze,  a)  Liegen  drei  Puncte  der  einen  Figur  in 
einer  Geraden,  oder  vier  Puncte  in  einer  Ebene,  so  sind  auch  die 
ihnen  entsprechenden  drei  oder  vier  Puncte  der  anderen  Figur  in 
einer  Geraden  oder  Ebene  enthalten.  Einer  Geraden  entspricht  da- 
her eine  Gerade,  einer  Ebene  eine  Ebene.  Dies  lässt  sich  durch 
ein  ähnliches  Verfahren,  wie  in  §.  148  bei  Figuren  in  Ebenen,  dar- 
thun,  kann  aber  auch  unmittelbar  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken 
für  Gerade  und  Ebenen  (§.  45  und  §.  49)  gefolgert  werden,  indem 
man  darin  für  A,  ...,  D  nur  A\  ...,  D'  resp.  zu  setzen  braucht, 
um  die  Ausdrücke  für  die  entsprechenden  Geraden  und  Ebenen  der 
anderen  Figur  zu  erhalten. 

Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass  alle  Verhältnisse  und  Eigenschaften 
einer  Figur,  welche  sich  durch  die  Coefficienten  der  Fundamental- 
puncte  ausdrücken  lassen,  in  allen  affinen  Figuren  auf  gleiche  Art 
stattfinden  müssen.  Wenn  daher  in  einer  Figur  zwei  Gerade  ein- 
ander parallel  sind,  oder  sich  schneiden  (§.  48),  oder  wenn  zwei 
Ebenen  einander  parallel  sind  (§.  53),  oder  wenn  drei  Ebenen  sich 
in  derselben  Geraden  schneiden  (§.  55),  u.  s.  w.,  so  werden  auch  in 
jeder  affinen  Figur  die  entsprechenden  Geraden  sich  entweder  parallel 
sein,  oder  sich  schneiden,  die  entsprechenden  zwei  Ebenen  einander 
parallel  sein,  u.  s.  w.  Alle  Verhältnisse  dagegen,  welche  durch  die 
Coefficienten  der  Fundamentalpuncte  nicht  dargestellt  werden  können, 
sind  bei  affinen  Figuren  von  der  einen  zu  der  anderen  veränderlich; 
z.  B,  die  Winkel  einer  Figur,  die  Verhältnisse  zwischen  geraden 
Linien,  welche  einen  Winkel  mit  einander  bilden,  die  Verhältnisse 
zwischen  dem  Inhalt  ebener  Figuren,  die  nicht  in  einer  und  der- 
selben Ebene  oder  in  parallelen  Ebenen  liegen,  u.  s.  w. 

h)  Wenn  bei  einem  Systeme  von  Puncten  im  Baume  irgend  vier 
Puncte  in  einer  Ebene  liegen,  so  muss  zwischen  diesen  allein  schon 
eine  Gleichung  obwalten  (§.  24,  h) ,  also  dieselbe  Gleichung  auch 
zwischen  den  entsprechenden  vier  Puncten  des  affinen  Systems  be- 
stehen. Zwischen  den  ersteren  und  den  letzteren  vier  Puncten  findet 
folglich  auch  die  vorhin  für  Systeme  in  Ebenen  erklärte  Affinität 
statt.     Auf  gleiche  Art  werden  bei  Systemen  im  Baume  auch  je  zwei 


\ 


§.154.  Cap.  3.     Affinität.  187 

sich   entsprechende  Gerade  durch   die   in   ihnen   liegenden  sich  ent- 
sprechenden Puncte  nach  einerlei  Verhältnissen  getheilt. 

Man  kann  hiernach  für  die  Affinität  körperlicher  Figuren  noch 
folgende  Eigenschaften  als  Definitionen  aufstellen:  dass,  wenn  je  drei 
Puncte  einer  jeden  Figur  durch  Ebenen  verbunden  werden,  die 
ebenen  Figuren,  welche  in  je  zwei  sich  entsprechenden  Ebenen  von 
den  Durchschnitten  derselben  mit  den  übrigen  Ebenen  gebildet 
w^erden,  in  der  oben  für  affine  Figuren  in  Ebenen  erklärten  Be- 
ziehung stehen;  oder,  dass  jede  der  Geraden,  in  denen  je  zwei 
Ebenen  der  einen  Figur  einander  schneiden,  von  den  übrigen  Ebenen 
nach  denselben  Verhältnissen  geschnitten  wird,  nach  welchen  dies 
bei  den  entsprechenden  Stücken  der  anderen  Figur  geschieht. 

§.  154.  Was  endlich  noch  die  Affinität  bei  Systemen  von 
Puncten  anlangt,  die  in  geraden  Linien  liegen,  so  werden  die  Sv- 
steme  A,  B,   C  und  A',  B',   C  einander  affin  sein,  wenn, 

C=  ciA  +  hB 
gesetzt, 

C'=aA'+hB' 
ist,  also  wenn 

AC  :  CB  =  A'C:  C'B'. 

Hier  ist  also  die  Affinität  mit  der  Aehnlichkeit  ganz  einerlei. 

Vergleicht  man  damit  die  in  §.  145  und  §.151  gegebenen  Er- 
klärungen für  die  Affinität  von  Systemen  in  Ebenen  und  im  Räume, 
so  sieht  man,  dass,  —  auf  gleiche  Art,  wie  bei  einem  Systeme  im 
Räume  die  Theile  des  Raums,  welche  durch  Verbindung  je  dreier 
Puncte  durch  Ebenen  entstehen,  und  bei  einem  Systeme  in  einer 
Ebene  die  Theile  der  Ebene,  welche  man  durch  Verbindung  je 
zweier  Puncte  durch  Gerade  erhält,  —  so  auch  bei  einem  Systeme 
in  einer  Geraden  die  Theile  derselben,  in  welche  sie  durch  die  darin 
liegenden  Puncte  getheilt  Avird,  sich  eben  so  zu  einander  verhalten, 
wie  die  entsprechenden  Theile  des  anderen  Systems. 

Ueberhaupt  also  besteht  das  Eigenthümliche  der  Affinität  in 
der  Gleichheit  aller  Verhältnisse  zwischen  den  sich  entsprechenden 
Theilen  des  jedesmaligen  Raumes,  in  welchem  die  Figuren  enthalten 
sind,  nicht  auch  der  Verhältnisse  zwischen  den  sich  entsprechenden 
Begrenzungen  der  Theile. 


§.  155.  Eben  so,  wie  wir-  durch  die  Construction  gleicher  und 
ähnlicher  und  bloss  ähnlicher  Figuren  zu  Sätzen  geleitet  wurden, 
nach  welchen   bei  einem   Systeme   von  Puncten   aus   einer  gewissen 
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Anzahl  von  einander  unabhängiger,  durch  die  gegenseitige  Lage  der 
Puncte  bestimmter  Stücke  alle  übrigen  Stücke  des  Systems  gefunden 
werden  konnten:  so  wird  auch  die  Construction  affiner  Figuren  uns 
zu  neuen  Sätzen  dieser  Art  hinführen. 

Hatte  man  ein  System  von  ti  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer 
Ebene,  und  sollte  ein  demselben  affines  System  construirt  werden, 
so  wurden  (§.  145)  die  den  ersten  drei  Puncten  A,  B,  C  entsprechen- 
den Puncte  A',  B',  C  nach  Belieben  genommen.  Um  aber  für 
einen  der  übrigen  w  —  3  Puncte,  z.  B.  für  Z>,  den  entsprechenden 
D'  zu  finden,  wurde  D'  in  der  Ebene  A',  B',  C  so  bestimmt,  dass 
die  zwei  Verhältnisse  der  Dreiecksflächen  D' B' C :  D'C'A'  und 
D'C'A':  D'A'B'  den  Verhältnissen  der  entsprechenden  Dreiecke 
DBC  .  DCA  und  DCA.DAB  resp.  gleich  waren.  In  Allem 
wurden  daher  2  [n  —  3)  Verhältnisse  von  Dreiecksflächen  des  einen 
Systems  eben  so  viel  Verhältnissen  des  anderen  gleich  gemacht, 
worauf  dann  erwiesenermassen  auch  alle  anderen  Verhältnisse  zwi- 
schen sich  entsprechenden  Flächentheilen  beider  Figuren  einander 
gleich  sein  mussten.  Von  den  ersteren  2{/z  —  3)  Verhältnissen  müssen 
folglich  alle  übrigen  Verhältnisse  zwischen  den  Flächentheilen  des 
Systems  als  Functionen  darstellbar  sein.     Also  überhaupt: 

Sitid  hei  einem  Systeme  1)071  n  Puncte7i  in  einer  Ebene ,  voji  den 
gegenseitigen  Verhältnissen  der  Fläclientlieile .  loelclie  durch  gerad- 
linige Verhhidung  je  zweier  Puncte  des  Systems  entstehen.,  irgend 
In  —  6  V)on  einander  unahh'dngige  gegeben,  so  kann  man  daraus  alle 
iihrigeti   Verhältnisse  dieser  Artßnden. 

Besteht  das  System  nur  aus  drei  Puncten,  so  wird  In  —  6  =  0, 
indem  durch  Verbindung  von  drei  Puncten  nur  Eine  Fläche,  also 
noch  kein  Verhältniss  zwischen  Flächen  [bestimmt  wird.  Bei  Sy- 
stemen von  4,  5,  6,  7,  8,  ...  Puncten  werden  2,  4,  6,  8,  10,  ...  Ver- 
hältnisse als  gegeben  erfordert. 

Die  Lösung  der  mancherlei  Aufgaben,  welche  diesem  Satze  zu- 
folge gebildet  werden  können,  geschieht  am  bequemsten  mittelst  des 
barycentrischen  Calculs. 

Man  nehme  von  den  71  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  irgend  drei, 
z.  B.  A,  B,  C,  zu  Fundamentalpuncten,  und  setze  die  w  —  3  übrigen 
Puncte  D,  E,  ...  auf  erstere  bezogen: 

dA  4-  d'B  -\-C={d-{-  .d'+  \)D, 
eA+e'B-[-C={e-\-  e'-\-  1) E, 
u.  s.  w. 

Weil  dabei  der  Coefficient  von  C  immer  gleich  1  gesetzt  ist,  so 
bezeichnen  die  2(w  —  3)  Buchstaben  d,  d' ,  e,  ...  nicht  bloss  in  be- 
stimmten Verhättnissen  stehende  Zahlen,   sondern  bestimmte  Zahlen 
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selbst.  —  Aus  diesen  Gleichungen  nun  kann  man  durch  successive 
Elimination  der  Puncte  A,  B  und  C  eine  Gleichung  zwischen  je 
vier  anderen  Puncten  des  Systems  {Z>,  E,  F,  G),  ableiten,  und  hier- 
aus nach  §.  24,  c  das  Verhältniss  je  zweier  Dreiecke,  die  eine  ge- 
meinschaftliche Seite  haben  [DEF  .  EEG),  durch  d,  d\  e,  ...  aus- 
gedrückt finden.  Durch  Verbindung  und  Zusammensetzung  dieser 
Verhältnisse  wird  man  weiter  die  2n  —  6  gegebenen  Verhältnisse 
und  ein  {1?i  —  5)tes  gesuchtes  als  Functionen  von  c?,  d' ,  e,  ...  dar- 
stellen können,  und  somit  2w  —  5  Gleichungen  erhalten,  aus  denen 
endlich  nach  Elimination  der  2n  —  6  Hülfsgrössen  d,  d',  e,  ...  die 
Gleichung  zwischen  den  gegebenen  Verhältnissen  und  dem  gesuchten 
hervorgeht. 

§.  156.  Zusatz.  Ausser  den  Verhältnissen  zwischen  Flächen- 
theilen  können  die  gegebenen  und  zu  suchenden  Stücke  auch  be- 
liebige Functionen  jener  Verhältnisse  sein.  Dahin  gehören  alle  die- 
jenigen Verhältnisse  und  Bedingungen,  welche  das  System  mit  jedem 
ihm  affinen  Systeme  gemein  hat,  also  unter  anderen  die  Verhältnisse 
zwischen  den  Theilen  einer  und  derselben  Geraden  (§.  148).  Man 
denke  sich  nun  die  n  Puncte  in  einer  gewissen  Folge,  und  verbinde 
hiernach  den  ersten  Punct  mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem 
dritten,  etc.,  und  den  r^^ten  mit  dem  ersten  durch  gerade  Linien,  so 
erhält  man  ein  System  von  n  von  einander  unabhängigen  Geraden, 
durch  welche  umgekehrt  die  anfänglichen  n  Puncte  bestimmt  sind. 
Alle  Verhältnisse  folglich,  nach  denen  jede  der  n  Geraden  von  den 
n  —  1  übrigen  geschnitten  wird ,  werden  sich  finden  lassen ,  wenn 
man  irgend  2  (;?  —  3)  dieser  Verhältnisse  kennt.  Da  nun  alle  Ver- 
hältnisse zwischen  den  Abschnitten  einer  Geraden,  welche  durch  n 
in  derselben  liegende  Puncte  sich  bilden,  durch  ti  —  2  (§.  143,  c), 
und  daher  bei  n  —  1  Puncten  durch  irgend  ?i  —  3  von  einander  un- 
abhängige Verhältnisse  bestimmt  Averden,  so  folgern  wir: 

Sind  bei  einem  Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  die  Ver- 
hältnisse gegeben,  nach  denen  von  irgend  zweien  dieser  Geraden  Jede 
für  sich  von  den  jedesmal  übrigen  geschnitten  wird^  so  können  daraus 
die  Verhältnisse  zwischen  den  Abschnitteti  jeder  anderen  Geraden  des 
Systems,  so  ivie  auch  die  Verhält?iisse  zwischen  den  von  diese?i  Geraden 
begrenzten  Figuren  gefunden  icerden. 

Dass  auch  die  hierunter  begrifi'enen  Aufgaben  sich  leicht  mittelst 
des  barycentrischen  Calculs  lösen  lassen,  sieht  man  von  selbst. 

§.  157.  Beispiele.  1)  AB,  BC,  CD,  DA  (Fig.  30)  sind 
vier   Gerade   in   einer  Ebene,    von   denen  sich  AB   und    CD   in  E, 
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AD  und  BC  in  F  schneiden.      Aus    den    dadurch    sich    bildenden 
Verhältnissen 

AE : EB  =  a 

in  der  ersten,  und 

BF:  FC=h 

in  der  zweiten  Geraden,    die  Verhältnisse 
CE : ED  =  X 

in  der  dritten,  und 

DE:  FA  =  y 

in  der  vierten  zu  finden. 


Man  setze: 


clA  -^  d' B -\- C  =  [\ -{- d -\-  d')D, 


so  ist  (§.  24,  c/): 


mithin 


E=dA-{-  d'B  =  (1  +  f/  +  d')D—  C, 
F=d'B+C=  (1  -^d-{-d')  —  dA, 

AE  :  EB  =  d':  fZ  =  a, 

BF  :  FC  =  1   :  d'=  b, 

CE  :  ED  =  —  (1  +  d+d')  =  x, 

DE  :  FA  =  —d  :  1  +  c/  +  d'=  y. 


Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  d  und  d': 


d.  h. 


und 


d.  h. 


DC 

FC     AB 

DE 

~  FB  •  AE' 

'*j 

=  -a\\-\-h), 

DA        EA 

CB 

DE  "  EB 

CF 

2)  Bei  einem  Systeme  von  fünf  Puncten 
A,  ...,  Em.  einer  Ebene  (Fig.  31),  aus  den 
vier  Verhältnissen  von  Dreiecken 

ABC  :  CDA=p, 
BCD  :  DAB  =  q, 
ABE  :  CDE  =  r, 
DAE  :  BCE  =  s, 


§• 

157. 

das  Verhältniss 

zu 

finden. 
Man  setze: 

I) 

n) 
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DBE  :  ACE=t 


dA  +  d'B  +  C—  d"D  =  0, 
eA  +  e'B  -f-  C—  e"E  =  0, 


wo 


d"=  1  +  f/  +  d'   und   e"=  1  +  e  +  e'. 
Durch  Elimination  von  C  und  A  bekommt  man: 

in)     {d—e)A  +  [d'—  e)  B  —  d"D  +  e"E  =  0 , 
IV)  [de'—  ed')B-\-{d—e)C+  ed"D  —  de'E  =  0. 
Aus    diesen    vier    Gleichungen    fliessen    nun    folgende    Propor- 
tionen : 

BCD  :  CDA  :  BAB  :  AB  C  =  d  :  —  d':   1  :  d", 

BCE   :  CEA  :  EAB  =  e  :  —  e  :   1, 

BDE    DEA  :  j^^^  =  c/— e  :  e'—d':  —d", 

CDE  :  EBC  =  de'—ed':  ed": 


d  hieraus 

3  weiter 

1) 

ABC  : 

CDA  = 

d" 
d'  ~ 

=  P^ 

2) 

BCD  : 

DAB  = 

d=q, 

3) 

ABE  . 

CDE  = 

EAB 

BCE  ■ 

EBC            d" 

CDE  ~~  de'—ed' 

4) 

DAE 

BCE  = 

DAE 
EAB 

EAB        e'—d' 
BCE~~     ed"     ""*' 

5) 

DBE 

ACE  = 

DBE 
E-AB 

EAB        e  —  d 
CEA~    e'd" 

Es  ist  jetzt  noch  übrig,  aus  diesen  fünf  Gleichungen  die  Hülfs- 
grössen  f/,  f/',  e,  e  wegzuschaffen.  Die  Elimination  von  e  und  e 
aus  3),  4)  und  5)  giebt: 

6)  d''rs  —  d"'-rt-\-d"'-st=\. 

Sodann  ist  nach  2):  d=^q,  und  nach  1): 

—  d'p  =  d"  =  1  4-  f/  +  d'=  1  +  ^  +  c?', 


folo'lich 


./'_        ^+g       ,._i>(l  +g) 
1+iV    ^-     1+;. 


Diese  Werthe  für  d,  d' ,  d"  in  6)  substituirt,  erhält  man  das  Resultat: 

{i+qf{f-s-r)  ' 
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§.  158.  Betrachten  wir  jetzt  ein  System  von  n  Puncten  im 
Räume.  Irgend  vier  Puncte  dieses  Systems  zu  Fundamentalp uncten 
genommen,  ist  jeder  der  übrigen  n  —  4  Puncte  bestimmt  durch  die 
drei  Verhältnisse,  welche  in  seinem  auf  die  ersteren  vier  Puncte  be- 
zogenen Ausdrucke  zwischen  den  Coefficienten  dieser  Puncte  statt- 
finden, oder,  was  dasselbe  ist,  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den 
vier  Pyramiden,  deren  Grundflächen  die  vier  Seiten  der  Funda- 
mentalpyramide, und  deren  gemeinschaftliche  Spitze  der  zu  bestim- 
mende Punct  ist.  Von  diesen  Verhältnissen,  deren  Gesammtzahl 
hiernach  3(w  —  4)  beträgt,  ist  aber  das  gegenseitige  Verhältniss  je 
zweier  anderer  Pyramiden  oder  körperlicher  Figuren  überhaupt,  die 
durch  Verbindung  der  Puncte  des  Systems  durch  Ebenen  entstehen, 
eine  unabhängige  Grösse  (§.  151).  Mithin  nach  der  schon  mehrmals 
angewendeten  Schlussfolge : 

Wenn  bei  einem  Systeme  vo?i  n  Puncten  im  Räume  Je  drei  Puncte 
durch  Ebenen  verbunden  werden^  und  von  den  Verhältnissen  zwischen 
den  durch  diese  Ebenen  begrenzten  Theilen  des  Raumes  irgend  3;^ — 12 
von  einander  miabhüngige  gegeben  sind^  so  kann  daraus  Jedes  andere 
Verhältniss  dieser  Art  gefunden  werden. 

Bei  einem  Systeme  von  5 ,  6 ,  7 ,  8 ,  ...  Puncten  im  Räume 
werden  also  3,  6,  9,  12,  ...  solcher  Verhältnisse  als  gegeben  er- 
fordert. 

§.  159.  Zusatz.  Heissen  die  n  Puncte  des  Systems:  A,  B, 
C,  D,  E,  ...,  L,  M,  N.  Man  verbinde  sie  in  der  genannten  Ord- 
nung, und  indem  man  auf  N  wieder  A  folgen  lässt,  je  drei  durch 
Ebenen,  so  erhält  man  ein  System  von  ti  Ebenen:  ABC,  BCD, 
CDE,  ...,  L3IN,  31  NA,  NAB,  durch  welche  hinwiederum  die 
n  ersteren  Puncte  als  die  Durchschnitte  je  dreier  auf  einander 
folo-ender  Ebenen  dieser  Reihe,  das  Ende  derselben  mit  dem  Anfang 
verbunden  gedacht,  bestimmt  werden.  Es  lassen  sich  aber  alle  Ver- 
hältnisse finden,  nach  denen  die  Durchschnittslinie  irgend  zweier 
Ebenen  des  Systems  von  den  ti  —  2  übrigen  Ebenen  getheilt  wird, 
wenn  man  irgend  {n  —  2)  —  2  von  einander  unabhängige  dieser 
Verhältnisse  kennt  (§.  143,  c).  Da  nun  diese  Verhältnisse  zugleich 
Functionen  der  vorhin  gedachten  Verhältnisse  zwischen  den  Theilen 
des  Raumes  sind  (§.  153,  b],  und  weil 

3[(;^  — 2)  — 2]  =  3«— 12 
ist,  so  ziehen  wir  den  Schluss: 

Kennt  man  bei  einem  Systeme  von  Ebeneti  die  Verhältnisse,  in 
denen  von   irgend  drei   niclit   in  derselben   Ebene    enthaltenen   Durch- 


§.  160. 
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scJinittslinien  der  'Ebenen^  jede  dieser  Linien  von  den  Jedesmal  übrigen 
Ebenen  getheilt  wird,  so  kann  man  daraus  alle  übrigen  Verhältnisse 
dieser  Art ,  so  ivie  auch  die  Verhältnisse  zwischen  den  körperlichen 
von  deti  Ebenen  des  Systems  begrenzten  Figuren  finden. 


§.  160.  Man  sieht  leicht,  dass  alle  aus  Sätzen  der  beiden 
vorigen  §§.  entspringenden  Aufgaben,  auf  ähnliche  Art,  wie  in  §.  155, 
mittelst  des  barycentrischen  Calculs  gelöst  werden  können.  — 
Heissen,  wie  bisher,  A^  B,  C,  ...  die  ?^  Puncte  des  Systems  und 
werde 

eA  +  eB  +  e'C-\-  J9  =  (e  +  e'-\-  e"+  \)E, 
fA  +f'B  +fC+  D  =  (/+/'+/"+  \)F, 

u.  s.  w.  gesetzt.  Aus  diesen  n  —  4  Gleichungen  lassen  sich  die 
gegebenen  sowohl  als  die  gesuchten  Verhältnisse  in  Werthen  der 
3(w  —  4)  Hülfsgrössen  e,  e' ,  e", /,  ...  ausdrücken,  und  aus  den  so- 
mit hervorgehenden  Gleichungen,  nach  Elimination  jener  Hülfs- 
grössen, die  gesuchten  Verhältnisse  als  Functionen  der  3w — 12  ge- 
gebenen darstellen. 

Um  ein  einfaches  Beispiel  hinzuzufügen,  so  bestehe  das  System 
aus  5  Puncten  A,  ...,  E  (Fig.  32),  und  seien  von  den  4  Verhält- 
nissen, in  welchen  die  4  Geraden  AE, 
BE,  CE,  DE  von  den  durch  die  jedes- 
mal drei  übrigen  Puncte  gelegten  Ebenen 
geschnitten  werden,  AE  von  BCD  in  A' , 
BE  von  CDA  in  B' ,  etc.,  3  Verhältnisse 
gegeben   und   das   vierte  gesucht.  —   Aus 

eA  +  e'B  +  e"C-\-  D  =  eE, 
wo 

£  =  e  +  e'-{-e"-{-  1, 

folgt  (§.  26,(^): 

A'=eE—eA,    B'=eE—e'B,    C'=£E—e"C,    D'=eE—D 
mithin : 


Fig.  32. 


A'E 
A'A 


+ 


B'E        CE 

"T" 


B'B 


+ 


D'E 


e-\-e  +  e"+  1 


C'C    '    D'D 


=  1, 


wodurch  die  Aufgabe  gelöst  ist.  —  Man  kann  diese  Formel  folgender- 
gestalt  in  Worten  ausdrücken: 

Verbindet  man  die  vier  Spitzen  einer  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD 
mit  irgend  einem  fünften  Puncte  E  durch  Gerade ,  so  ist  die  Summe 
der  Verhältnisse^    in  loelchen   in  jeder  dieser  vier  Linien  AE,  ...  die 


Mob  ins  Werke  I. 
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Entfernungen  A'E  und  A'A  des  fünften  Punctes  E  und  der  Pyra- 
midenspitze A  X)on  dem  Durchschnitte  A'  mit  der  gege7iüherliege7iden 
Seite  B  CD  der  Pyramide  zu  eitiattder  stehen^  der  Einheit  gleich. 

Verbindet   man   die  drei   Spitzen   eines  Dreiecks  ABC  (Fig.  33) 
mit  irgend   einem    vierten    in    der  Ebene 
A  des  Dreiecks  befindlichen  Puncte  Z>,  und 

werden  von  diesen  Linien  AD^  BD,  CD 
^'  die   gegenüberliegenden   Seiten    des   Drei- 

ecks in  A' ,  B',   C  geschnitten,   so  findet 
sich  auf  gleiche  Art: 


A'D    .    B'D 


oder  noch  etwas  einfacher: 

A^D 
A'Ä 


A'A 


B^n_ 

^  B'B 


+ 


B'B 


+ 


DC 

cc 


CD 

CC 


=  1, 


Viertes  Capitel. 

Von   der    Gleichheit. 


§.  161.  Zwei  Dreiecke  pflegt  man  einander  gleich  zu  nennen, 
wenn  sie  einerlei  Flächeninhalt  haben.  In  eben  dem  Sinne  nennt 
man  ein  Dreieck  einem  Vierecke,  oder  einem  Kreise,  und  überhaupt 
zwei  begrenzte  ebene  Figuren  einander  gleich,  ohne  dabei  für  die 
begrenzenden  Linien  selbst  eine  andere  Rücksicht  gelten  zu  lassen, 
als  dass  sie  gleiche  Flächen  einschliessen.  Gegenwärtig  aber  will 
ich  Gleichheit  der  Figuren  in  einer  engeren  Bedeutung  nehmen, 
und  diesen  Ausdruck  nur  dann  anwenden,  wenn  die  Figuren  nicht 
bloss  im  Ganzen,  sondern  auch  in  allen  ihren  einzelnen  Theilen 
dem  Flächeninhalte  nach  einander  gleich  sind;    oder  deutlicher: 

Zwei  ebene  Figuren  oder  zwei  Systeme  von  Puncten  in  Ebenen 
heissen  einander  gleich,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein 
Punct   des   anderen   auf  eine   solche  Weise   entspricht,   dass  je  zwei 
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geradlinige  Figuren,  deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind, 
einerlei  Flächeninhalt  haben. 

Nach  dieser  Erklärung  wird  also  das  Viereck  AB  OD  dem  Vier- 
eck A'B'C'D'  gleich  heissen,  wenn  nicht  nur  diese  Vierecke  selbst, 
sondern  auch  die  in  ihnen  begriffenen,  sich  entsprechenden  Drei- 
ecke ABC  \m^A'B'C\  BCD  und  B'C'U,  etc.  dem  Flächeninhalte 
nach  einander  gleich  sind. 

Dass  ein  solches  Verhalten  bei  Figuren,  welche  einander  gleich 
und  ähnlich  sind  (§.  139),  immer  stattfinde,  bedarf  keiner  Erörterung. 
Dass  aber  diese  Gleichheit  auch  ohne  Aehnlichkeit  vorhanden  sein 
könne,  erhellet  aus  der  eben  vorgetragenen  Lehre  von  der  Affinität. 
Denn  setzen  "wir,  dass  bei  zwei  affinen  Figuren  in  Ebenen  irgend 
zwei  sich  entsprechende  Flächentheile  einander  gleich  sind,  so 
müssen  (§.  145)  auch  je  zwei  andere  sich  entsprechende  Flächen- 
theile in  dem  Verhältnisse  der  Gleichheit  stehen. 

§.  162.  Auf  dieselbe  Art  ^\\e  bei  ebenen  Figuren,  wird  nun 
ferner  auch  bei  Figuren  im  Räume  der  Begriff  der  Gleichheit  aus 
dem  der  Affinität  hervorgehen.  Ist  nämlich  das  constante  Verhältniss, 
welches  bei  zwei  affinen  körperlichen  Figuren  zwischen  je  zwei  sich 
entsprechenden  körperlichen  Theilen  derselben  obwalten  muss,  der 
Einheit  gleich,  so  werden  wir  die  Figuren  selbst  einander  gleich 
nennen;  oder:  zwischen  zwei  Systemen  von  Puncten  im  Räume  findet 
Gleichheit  statt,  wenn  jedem  Puncte  des  einen  Systems  ein  Punct 
des  anderen  solchergestalt  entspricht,  dass  je  zwei  Theile  des  Raums, 
deren  begrenzende  Ebenen  durch  sich  entsprechende  Puncte  be- 
stimmt werden,  einerlei  Inhalt  haben.  —  So  sind  z.  B.  die  zwei 
Systeme  von  fünf  Puncten  im  Räume:  A^  B,  C,  Z),  E  und  A',  ...,  E' 
einander  gleich,  wenn  die  Pyramiden  AB  CD  und  A'B'C'D',  BCDE 
und  B' .  .  E',  CDEA  und  C  .  .  A' ,  etc.  rücksichtlich  ihres  Inhalts 
sich  paarweise  gleich  sind. 

Bei  Systemen  von  Puncten  endlich,  die  in  geraden  Linien  liegen, 
fällt  die  Gleichheit  mit  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  zusammen, 
eben  so  wie  die  Affinität  zweier  solcher  Systeme  mit  der  Aehnlich- 
keit (§.  154). 

§.  163.  Zusätze,  o)  So  wie  vorhin  der  Begriff  der  Gleich- 
heit aus  dem  der  Affinität  abgeleitet  wurde,  so  lässt  sich  auch  um- 
gekehrt die  Affinität  durch  die  Gleichheit  erklären.  Ist  nämlich 
von  drei  Figuren  die  erste  der  zweiten  gleich,  und  die  ZAveite  der 
dritten  ähnlich,  so  ist  die  erste  der  dritten  affin. 

13* 
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h)  Die  Gleichheit  ist  eine  ehen  so  specielle  Art  von  der  Affi- 
nität, als  die  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  von  der  Aehnlichkeit 
allein.  Bei  zwei  affinen  oder  ähnlichen  Figuren  stehen  je  zwei  sich 
entsprechende  Stücke  von  gewisser  Beschaffenheit  in  einem  con- 
stanten  aher  unbestimmten  Verhältnisse,  dahingegen  hei  zwei  bloss 
gleichen  oder  gleichen  und  ähnlichen  Figuren  dieses  constante  Ver- 
hältniss  geradezu  der  Einheit  gleich  ist.  Alles  was  in  §.  148,  §.  152 
und  §.  153  von  der  Affinität,  als  der  allgemeineren  Art  von  Ver- 
wandtschaft, gesagt  worden  ist,  muss  daher  auch  von  der  Gleichheit 
gelten. 


§.  164.  Ist  ein  System  von  n  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer 
Ebene  gegeben,  und  soll  ein  ihm  gleiches  A',  B' ,  C,  D\  ...  con- 
struirt  werden,  so  nehme  man  die  Puncte  A',  B'  willkürlich;  der 
Ort  von  C  ist  alsdann  eine  Gerade,  die  mit  A'B'  in  einem  solchen 
Abstände  parallel  läuft,  dass  die  Dreiecksflächen  A'B'C  und  ABC 
einander  gleich  sind.  In  Betreff  der  übrigen  Puncte  D' ,  E',  ... 
verfahre  man  eben  so,  wie  in  §.  145  gelehrt  wurde. 

Hier  wird  also  nächst  den  bei  der  Affinität  (§.  155)  erforder- 
lichen In  —  6  von  einander  unabhängigen  Verhältnissen  ein  Flächen- 
theil selbst  noch  als  gegeben  verlangt,  und  dadurch  jeder  andere 
Flächentheil  der  Figur  bestimmt.  Denken  wir  uns  nun  jedes 
der  2/^  —  6  Verhältnisse  als  bestehend  zwischen  diesem  gegebenen 
Flächentheile  und  einem  von  2w  —  6  anderen  Flächentheilen ,  die 
von  einander  und  von  dem  gegebenen  unabhängig  sind,  so  sind  mit 
diesen  2n  —  6  Verhältnissen  zugleich  auch  die  2?i — 6  anderen 
Flächentheile,  also  in  Allem  2?i  —  5  Flächentheile  gegeben,  und  wir 
erhalten  somit  folgenden  Satz: 

Wenn  man  hei  einem  Systeme  ton  n  Puticte?i  iti  eifier  Ebene  Je 
zwei  derselben  durch  Gerade  verbindet  und  von  den  somit  entstehe7iden 
geradlinigen  Figuren  irgend  In  —  5  ton  einander  unabhängige  ihrem 
Inhalte  nach  als  gegeben  annimmt .^  so  kann  man  daraus  den  Inhalt 
jeder  der  übrigen  finden. 

Besteht  also  das  System  aus  4  Puncten,  so  müssen  3  Figuren 
gegeben  sein;  bei  5  Puncten  werden  5  Figuren,  bei  6  Puncten 
7  Figuren,  etc.  als  gegeben  verlangt,  um  daraus  die  übrigen  be- 
stimmen zu  können. 

§.  165.  Beispiele.  1)  Seien  die  in  dem  Systeme  der  vier 
Puncte  A,  B,   C\  D  (Fig.  33)  die  drei  Dreiecke 
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BCD  =  a,     CAD  =  b,     ABD  =  c 

gegeben,  so  ist  (§.  18,  c,  II): 

I)  ABC=a-\-b-{-c. 

Sind  ferner^',  B',   C  die  Durchschnitte  der  Geraden^!)  und  B C, 
BD  und  CA,  CD  und  AB,  so  verhält  sich 

AC:  AB  =  AC'D  :  ABD  =  AC'C  :  ABC 

(§.  18,i): 

=  {AC'C— AC'D  =  ADC)  :  {ABC— ABD), 
d.  i. 

AC'D  :  c  =  AC'C  :  a-{-b-{-c  =  b:  a  +  b, 
folglich 

bc 


n)  AC'D  = 


a+i' 


ni)  AC'c=^±±^'l, 

a  -\-  b 


und  eben  so 


DB'A=     ^"^ 


a-{-c' 


BB'A  =  ^(^  +  b-\-c) 
a  -\-  c 


DC'B=     ^^ 


a-\-b 


u.  s.  w. 


Man  gehe  noch  weiter  und  ziehe  die  Geraden  B'C,  CA',  A'B', 
so  kann  man  auch  die  hiermit  entstehenden  neuen  Dreiecke  durch 
a,  b,  c  ausdrücken.  —  Es  verhält  sich: 

a-\-b'.b  =  AB:  AC'=  (aBB'=  ^±_±1±A\  ;  AC'B'. 

\  c  +  a       } 

mithin 

TV)  C'B'  4  —  ^g(^^+6  +  c') 

^^^  ^^"^-{c  +  aUa+b)' 

Sodann  ist: 

ABD  :  ADB'=  BD  :  DB'^  C'BD  :  C'DB', 
d.  i. 

bc  ac 


'  a  -\-  c        a  -\-  b 
also 


:  C'DB', 


^)      ^'^'^  =  (?+^]^  =  »'(*+^^. 
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wenn  wir  die  symmetrische  Function 

ahc 


m 


{b  +  c)  (c  +  a)  [a  +  h) 
setzen.     Eben  so  ist 

C'A'D  =  m{c  +  «),     A'B'D  =  m{a-^b), 
folglich 

A'B'C  =  B'C'D  +  C'A'D  +  A'B'D  =  2m(a  +  5  +  c), 
d.  i. 

[b  -\-c)[c  +  a)  [a  +  b) 
Werde  noch  verlangt,  aus  den  drei  Dreiecken 

C'B'A=p,     A'C'B  =  q,     B'A'C=r 
das  Dreieck 

A'B'C'=  X 

zu  bestimmen.  —  Nach  IV)  ist 


und  eben  so 


nach  VI)  aber 


b  c  [a  -{-  b  -\-  c) 

P-  {c  +  a){a  +  hy 

ca[a-\-b  -\-  c) 

^-  {a  +  b)[b^cy 

ab{a-\-b  -\-  c) 

''  —  [b^-c){c  +  ay 

2abc{a  +  b  +  c) 


[bJrc){c  +  a){a+b) 
Hieraus  folgt  ganz  leicht: 

pqr  =  \x'^{a  +  b  4-c). 
Zugleich  aber  ist 

p-\-q-\-r-\-x  =  ABC=  a-{-b-}-c\ 
mithin 

pqr  =  ix^p-\-q-{-r  -\-x), 

so  dass  man,  um  x  zu  finden,  die  kubische  Gleichung  zu  lösen  hat: 
x^ -\-  { p  -{-  q  -{-  r)x^ —  Apqr  =  0. 
2)  Beliebige  fünf  Puncto  A,  B,  C,  D,  E  (Fig.  34)  in  einer  Ebene 
sind  je  zwei  durch  gerade  Linien  verbunden.     Aus  den  Flächen  der 
somit  entstehenden  fünf  Dreiecke 

EAB  =  a,     ABC=b,     BCD  =  c,     CDE:=d,     DEA  =  e 

die  Fläche  des  Fünfecks 

ABCDE  =  x 
zu  finden. 
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Fig.  34. 


§.  165. 

Man  setze,  wie  in  §.  157,  2: 

eA-\-e'B  +  C=e"E, 
und  daher 

^S  —  s)A  +  {d'—  e)B  =  d"D  —  e"E. 

Hieraus  folgt: 

1)  CDA:  DAB  =  —ö', 

2)  ABC:  D AB  =  6", 

3)  CEA:  EAB  =  —s', 

4)  DEA:  EAB  =  ö'—s'  :  ö"; 

und  wenn   man  in   4)   die  Werthe  von  d', 
6",  s'  aus  1),  2),  3)  substituirt: 

5)  ABC .  DEA  +  EAB  .  CDA=  CEA.  DAB. 

Nun   ist  der   gewählten   Bezeichnung  zufolge   und  mit  Hinblick 
auf  die  Figur: 

ABC  =  b, 
DEA=  e, 
EAB  =«, 
CDA  =x  —  h  —  e, 
CEA  =x  —  h  —  d, 
DAB  =2:  —  c  —  e. 

Hierdurch  wird  die  Gleichung  5) : 

he  -\-  a{x  —  h  —  e)  =  {x  —  h  —  d)[x  —  c  —  e) , 
und  nach  gehöriger  Reduction: 

x"- —  [a -\- h  -\-  c  -\-  d -\-  e)x  -\-  ah  -\- h c  -^  cd-\-  de  -{-  ea  =  0, 
wonach  also  der  Aufgabe,  wenn  diese  Gleichung  mögliche  Wurzeln 
hat,  im  Allgemeinen  zwei  verschiedene  Werthe  für  die  Fünfecks- 
fläche Genüge  leisten.  Hat  man  diese  Werthe  berechnet,  so  kann 
nun  für  den  einen  oder  den  anderen  das  Fünfeck  ABCDE  selbst 
auf  folgende  Weise  construirt  werden. 

Man  nehme  A  und  B  willkürlich   und  ziehe  mit  -dt^  in  einem 
Abstände 

=  b  :  2AB  =  ABC  :  2 AB 

eine   Parallele,    in  welcher  man    C  nach   Belieben  bestimme.     Man 
ziehe  ferner  mit  AB  eine  Parallele  in  dem  Abstände 

x—c  —  e:  2 AB  =  ABD  :  2 AB, 
und  mit  BC  eine  Parallele  in  dem  Abstände 
c  :2BC=  BCD  :  2BC, 
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so  wird  D  der  Durchschnitt  dieser  zwei  Parallelen  sein.  Nur  be- 
merke man,  dass  erstere  (letztere)  Parallele  mit  C  [A]  auf  einerlei 
Seite  von  AB  [BC)  oder  auf  der  entgegengesetzten  liegen  muss, 
je  nachdem  z  —  c  —  e  [c)  mit  b  einerlei  oder  verschiedene  Vor- 
zeichen hat.  kxxi  dieselbe  Art  wie  D  kann  nun  auch  E  mittelst 
der  ihrem  Inhalte  nach  gegebenen  Dreiecke 

ABE  =  a  und  BCE  =  x  —  a  —  d 

gefunden  werden. 

Anmerkungen.  Das  Fünfeck  AB  CDU  in  Fig.  34  ist  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  der  Perimeter  desselben,  ohne  sich  selbst  zu  schneiden,  in 
sich  zurückkehrt.  Man  sieht  aber  bald,  dass  man  bei  der  eben  gelehrten 
Construction  sehr  oft  auch  solche  Fünfecke  bekommen  wird,  deren  Perimeter 
Doppelpuncte,  Durchsehnittspunete  mit  sich  selbst,  enthält.  (Von  dieser  Form 
sind  die  Fünfecke  in  Fig.  35  mit  einem,  in  Fig.  36  mit  zwei,  in  Fig.  37  mit 
drei,  in  Fig.  38  mit  fünf  Doppelpuncten.)  Aus  dem  Vorigen  ist  leicht  abzu- 
nehmen, was  man  unter  dem  Inhalte  eines  solchen  Fünfecks  zu  verstehen  hat. 


Fig.  35.  Fig.  36.  Fig.  37.  Fig.  38. 

Immer  nämlich  werden  die  Formeln  mit  der  Construction  in  üebereinstimmung 
sein,  wenn  man  die  Fläche  des  Fünfecks  ABCDE  als  die  Summe  der  Drei- 
ecke DEA-^  DAB  -{-  DBC  oA.er  EAB  +  SBC  +  ECB,  etc.,  mit  ge- 
höriger Berücksichtigung  der  Vorzeichen  dieser  Dreiecke  (§.  17),  definirt. 

Dass  diese  Summen,  von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Verwand- 
lung der  Buchstaben  in  die  nächst  höheren  entspringt,  bei  einem  und  dem- 
selben Fünfecke  dessen  Flächeninhalte  gleich,  und  folglich  auch  unter  einander 
gleich  sind,  begreift  man  bei  einem  Fünfecke,  dessen  Perimeter  von  einer 
Geraden  in  nicht  mehr  als  zwei  Puncten  geschnitten  werden  kann,  ohne 
weitere  Erörterung.  Ist  aber  das  Fünfeck  von  nicht  so  einfacher  Form,  so 
bedarf  die  Gleichheit  jener  Summen  eines  Beweises,  der  sich  folgendergestalt 
führen  lässt. 

Zuerst  behaupte  ich,  dass  die  Summe  der  fünf  Dreiecke 

1,        I  =  PAB  +  PBC+PCD  +  FDE-irPEA 

immer  dieselbe  bleibt,  wo  auch  der  Punct  Pin  der  Ebene  der  fünf  Puncte 
A,  .,.,  E  genommen  werden  mag.     Denn,  weil 

PCA  +PAC=  0  und  PDA  +  PAD=  0, 

(§.  18,  a),  so  hat  man  auch 
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2)  £=  PAB  +  PBC  +  PCA 

+  PAC  +  PCB  +  PDA 
+  PAI)-\-  PDE  +  PEA. 

Nun  ist  nach  §.  18,  c 

PAB  +  PBC+  PCA  =  ABC, 

und  eben  so  die  Summe  der  drei  folgenden  Glieder  =  ACD,  und  die  Summe 
der  drei  letzten  =  ADE,  folglich 

3)  S  =  ABC  +  ACD  +  ADE, 

und  daher  S  unabhängig  von  der  Lage  des  Punctes  P.  Dieser  unveränder- 
liche AVerth  von  S  muss  daher  auch  stattfinden,  wenn  man  in  1)  P  mit  einem 
der  fünf  Puncte  selbst  identisch  annimmt.  In  der  That,  lässt  man  P  mit  A 
zusammenfallen,  so  werden  die  Dreiecke  PAB  und  PEA  null,  und  E  re- 
ducirt  sich  auf  den  letzterhaltenen  Ausdruck  3).  Nimmt  [man  aber  P  mit  D 
oder  E  identisch,  so  kommen  die  vorhin  gedachten  Summen  DEA-\-..., 
E AB  -^  ...  Von  welcher  Gestalt  daher  auch  das  Fünfeck  ABCDE  sein 
mag,  so  haben  diese  Summen  doch  einerlei  Werth  unter  sich,  einen  Werth, 
der,  wenn  der  Perimeter  keine  Doppelpuncte  hat,  der  Flächeninhalt  des  Fünf- 
ecks ist,  und  der  folglich,  wenn  man  die  Untersuchung  auf  Fünfecke  mit 
Doppelpuncten  ausdehnt,  als  der  Inhalt  auch  dieser  Figuren  anzusehen  ist. 

Man  sieht  leicht,  wie  diese  Betrachtungen  sich  verallgemeinern  lassen,  so 
dass  überhaupt  bei  einem  «-Ecke  AB...  3fX  die  Summe  der  n  Dreiecks- 
flächen 

PAB  +  PBC+  ...  +  P3fN+  PNA 

von  der  Lage  des  Punctes  P  ganz  unabhängig  ist  und  zugleich  den  Flächen- 
inhalt des  Vielecks  vorstellt,  von  welcher  Form  dieses  auch  sein  mag. 

§.  166.  Zusätze.  Die  im  letzten  Beispiele  gefundene  Re- 
lation : 

ABC  .  DEA  -I-  EAB  .  CDA  =  CEA  .  DAB 

lässt  sich  folgendergestalt  aussprechen : 

Von  sechs  Dreiecken  in  einer  Ebene,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche Spitze  [A)  und  die  vier  Seiten  und  zwei  Diagojialen  eines  Vier- 
ecks [BCDE]  zu  Grundlinien  haben,  ist  die  Summe  der  zwei  Producte 
aus  den  Dreiecken  über  den  gegenüberliegende?!  Seiten  [BC  und  DE, 
BE  xmd  CD)  gleich  dem  Producte  aus  den  Dreiecken  über  den  Dia- 
gonalen [BD  U7id  CE).*) 

b)  Schreibt  man  die  sechs  Dreiecke  so,  dass  A  in  jedem  der 
erste   Buchstabe  wird,    und  bringt  alle   Glieder    auf    eine   Seite,    so 


*)   Man  wird  sich  hierbei  des  der  Form  nach  sehr  ähnlichen  Satzes  erinnern, 
dass,  wenn  um  ein  Viereck  BCDE  ein  Kreis  beschrieben  werden  kann, 

BC .  DE+  BE  .  CD  =  BD  .  CE 

ist. 
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kommt  (§.  18,  a): 

ABE  .  ACD-^ACE.  ADB-\-ADE  .  ABC=  0, 
eine  Formel,  deren  Symmetrie  rücksichtlich  A,  E  und  BCI)  in  die 
Augen  fällt. 

c)  Es  verdient  diese  Relation  noch  um  deswillen  eine  besondere 
Aufmerksamkeit,  weil  mittelst  derselben  allein  alle  Aufgaben,  wo  bei 
einem  Systeme  von  n  Puncten  A^  ...,  iV"  in  einer  Ebene  aus  In  —  5 
Figuren  eine  (2  n  —  4)  te  gefunden  werden  soll ,  ohne  weiteres  gelöst 
werden  können.  —  Man  setze  das  Dreieck  ABC  =  a,  die  n  —  3 
Dreiecke  ABD,  ABE,  ABF,  ...  resp.  =  d,  e,  f,  ...,  und  die 
n  —  3  Dreiecke  ACD,  ACE,  ACF,  ...  resp.  =  d' ,  e  ,  f ,  ...;  so 
lässt  sich  mittelst  dieser  2w  —  5  Dreiecke  a,  d,  d' ,  e,  ...  jedes  andere 
Dreieck  des  Systems,  welches  A  zur  Spitze  hat,  z.  B.  AEH,  be- 
stimmen. Denn  bei  dem  Vierecke  BCEH  sind  a,  e,  h,  e  ,  h'  die 
Dreiecke  über  den  Seiten  und  Diagonalen  BC,  BE,  BH,  CE,  CH, 
woraus  sich  dann  nach  dem  obigen  Satze  das  Dreieck  AEH  über 
der  Seite  EH  finden  lässt.  Da  nun  die  Fläche  jeder  geradlinigen 
Figur  in  der  Ebene  des  Systems,  durch  Verbindung  der  Spitzen  der 
Figur  mit  A,  einem  Aggregate  von  Dreiecken  gleich  zu  achten  ist, 
welche  A  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben,  so  kann  man  jede 
der  Iti — 5  gegebenen  und  die  (2w  —  4)te  Figur  in  Werthen  von 
a,  d,  d' ,  e,  ...  ausdrücken,  und  aus  den  somit  sich  bildenden  In  —  4 
Gleichungen  durch  Elimination  jener  In  —  5  Hülfsgrössen  a,  d,  ... 
den  Inhalt  der  gesuchten  Figur  in  AYerthen  der  gegebenen  Figuren 
finden. 


§.  167.  Ist  ein  System  von  Puncten  ^,  B,  C,  D,  ...  im  Räume 
gegeben,  und  soll  ein  ihm  gleiches  A' ,  B' ,  C ,  D' ,  ...  construirt 
werden,  so  nehme  man  die  drei  ersten  Puncto  A' ,  B' ,  C  nach 
Willkür  und  den  vierten  D'  in  einer  Ebene,  welche  mit  A'B'C  in 
einem  solchen  Abstände  parallel  läuft,  dass  eine  Pyramide,  welche 
in  der  Ebene  ihre  Spitze  und  A'B'C  zur  Grundfläche  hat,  der 
Pyramide  AB  CD  gleich  ist.  Jeder  der  übrigen  Puncto  E,  ...  wird 
hierauf  eben  so,  wie  in  §.  150  bei  Construction  eines  affinen  Systems 
gefunden. 

§.  168.  Erwiesenermassen  kann  man  bei  einem  Systeme  von 
n  Puncten  im  Räume  aus  irgend  3  ^^  —  12  von  einander  unabhän- 
gigen Verhältnissen  zwischen  körperlichen  Theilen  alle  übrigen 
Verhältnisse  von  derselben  Art  ableiten.  Nun  werden  zur  Bildung 
von   3/? — 12    von  einander   unabhängigen  Verhältnissen   wenigstens 
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3/2 — 11  von  einander  unabhängige  Grössen  erfordert.  Sind  daher 
die  Verhältnisse  zwischen  3  /*  —  11  von  einander  unabhängigen 
Theilen  gegeben,  so  kann  man  daraus  die  Verhältnisse  derselben  zu 
den  übrigen  Theilen,  und  mithin,  wenn  überdies  von  einem  der 
3w — 11  Theile  der  Inhalt  selbst  gegeben  ist,  den  Inhalt  jedes  an- 
deren finden.  —  Wir  erhalten  hierdurch  folgenden  auf  die  Natur 
der  Gleichheit  körperlicher  Figuren  gegründeten  Satz: 

Werden  bei  einem  Systeme  von  n  Puncten  im  Räume  je  drei  der- 
selben durch  Ebenen  verbunden^  und  sind  von  den  somit  entstehe7iden 
Theilen  des  Raumes  irgend  ^n — 11  von  einander  unabhängige  ihrem 
Inhalte  nach  gegeben^  so  kann  man  daraus  den  Inhalt  jedes  der  übrigen 
bestimme?i. 

§.  169.  Beispiel.  Bestehe  das  System  aus  5  Puncten  A,  B, 
C,  D,  E,  und  seien  die  3.5  —  11=4  Pyramiden  EBCD,  ECDA, 
ED  AB,  EABC  gegeben,  welche  E  zur  gemeinschaftlichen  Spitze 
und  die  Seiten  der  Pyramide  ^  ^  (77^  zu  Grundflächen  haben,  ihrem 
Inhalte  nach  gegeben.  Die  Seiten  BCD,  CDA,  ...  dieser  Pyra- 
mide werden  von  den  Geraden,  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen 
A,  B,  ...  mit  ^  verbinden,  resp.  in  ^',  B',  C ,  D'  geschnitten;  man 
verlangt  den  Inhalt  der  Pyramide  A'B'C'D'  (Fig.  32). 

Man  setze 
BCDE  =  a,    CDEA  =  b,    DEAB  =  c,    EABC==d, 

und 

a-{-b-{-c  +  d=—ABCD  (§.  20,  c?)  =  e, 

so  ist  (§.  26,  Ä): 

aA-\-bB-\-cC  -{-dD  =  eE, 

folglich  (§.  26,  d) : 

eE — aA  =  [e  —  ci)  Ä , 
eE—bB  =  {e  —  b)B\ 
eE—cC  =  {e  —  c)C', 
eE—dD=  {e  —  d)D'; 

und  wenn  man  diese  fünf  Gleichungen  addirt: 

ZeE={e  —  a)A'-ir  [e  —  b)B'^  [e  —  c)  C'-h  [e  —  d)D'. 

Hiernach  verhält  sich  (§.  20,  b) : 

EABC  .  EA'BC  =  EA  :  EA'=  e —  a  :  —  a, 
EA'BC  :  EA'B'C  =EB  :  EB'=e  —  b  :  —b, 
EA'BC  :  EA'B'C  =  EC  :  EC'=  e—c.—c, 
EA'B'C:  A'B'C'D' =  e  —  d:—Ze, 

(§.  25),  folglich 
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EABC  :  ÄB'C'D'={e  —  a)[e  —  h){e  —  c){e  —  d)  :  Zabce; 
und  weil  EABC  =  d,   und  wenn  man  für  e  wieder   «  +  Z>  +  c -f- f/ 
schreibt: 

3a^c(/(a+  b-\-c-{-d) 


A'B'C'D'  = 


^l  _i^  c  +  d){c  +  d  +  a)[d -\-  a  -\-  b){a  +  b  -\-  c) 


§.  170.  Statt  mehrerer  Beispiele  will  ich  zwei  Relationen 
zwischen  Pyramiden  noch  mittheilen,  welche  für  die  hierher  ge- 
hörigen Aufgaben  von  demselben  Nutzen  sein  werden,  als  es  für 
ebene  Figuren   die  Relation  in  §.  166  zwischen  Dreiecken  war. 

Seien  A,  B,  C,  D,  E,  F,  G  beliebige  sieben  Puncte  im  Räume. 
Die  vier  ersten  zu  Fundamentalpuncten  genommen,  seien  die  Aus- 
drücke der  drei  letzten: 

aA-\-bB  +  cC  +dD  =eE, 
a'A  -\-b'B+c'C+  d'D  =fF, 
a"A  +  b"B  +  c"C  +  d"D  =  gG. 

Man  eliminire  aus  den  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  zuerst  A 
und  sodann  B,  so  kommt: 

{ab'—  ab)  B  —  [ca  —  c'a)  C  +  [ad'—  ad)  D-\-aeE—  afF  =  0, 
{ab'—  a'b)  A  —  {b  c'—  b'c)  C  +  {b'd  —bd')D  —  b'eE+  bfF  =  0. 

Mithin  verhält  sich: 

CDEF  :  DEFB  =  ab'—ab  -.—{ca'—c'a), 
CDEF  :  DEFA  =  ab'—  ab  :  —  {bc  —  b'c) , 

folglich,  weil  (§.  20,  a): 

DEFB  =  —  BDEF,     DEFA  =  —ADEF, 
ADEF  :  BDEF  :   CDEF=  bc'—b'c  :  ca'—c'a  :  ab'— ab; 
auch  verhält  sich  zufolge  des  Ausdrucks  für  E: 

a:b:c  =  BCDE  :   CDEA  :  DEAB 
=  BCDE  :  CADE  :  ABDE. 

Da  nun  immer 

a{bc  —  b'c)  +  b{ca  —  c'a)  -{-  c{ab'—  a'b)  =  0, 
so  bekommt  man  folgende   zwischen  ABC,    DE  und  F  ganz  sym- 
metrische Formel: 

T)  ADEF.  BCDE  +  BDEF .  CADE+  CDEF.  ABDE=0. 

Schreibt  man  sie  unter  der  Gestalt: 

AFDE  .  BCDE  +  ABDE  .  CFDE=ACDE  .  BFDE, 
so  kann  man  sie  folgendermassen  in  Worte  fassen: 
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Von  sechs  dreiseitigen  Pyramiden,  welche  eine  gemeinschaftliche 
Kante  {DE)  und  die  vier  Seiten  und  zwei  Diagonalen  ei?ies,  im  All- 
gemeinen  nicht  in  eitler  Ebene  liegenden^  Vierecks  [ABCF]  zu  den^ 
der  gemeinschaftlichen  Kante  gegenüberstehenden,  Kanten  haben,  ist 
die  Summe  der  zwei  Producte  aus  den  Pyramiden  über  den  gegen- 
überliegenden Seiten  des  Vierecks  gleich  dem  Producte  aus  den  Pyra- 
miden über  den  Diagonalen:  —  ein  Satz,  der  dem  in  §.  166,  Zusätze 
für  Dreiecke  aufgestellten,  wie  man  sieht,  völlig  analog  ist. 

§.  171.  Eine  zweite  Relation  dieser  Art  ergiebt  sich,  wenn 
man  aus  den  obigen  Ausdrücken  für  E,  F  und  G  zwei  Funda- 
mentalpuncte  immer  zugleich  eliminirt.  Es  lässt  sich  aber  diese 
Rechnung  durch  dasselbe  Mittel,  dessen  wir  uns  in  §.  50,  a  in  einem 
ganz  ähnlichen  Falle  bedienten,  sehr  vereinfachen.  Sind  nämlich  v 
und  IC  zwei  von  einander  unabhängige  Veränderliche,  und  haben 
p,  q,  r,  s,  C(,  ß,  /,  ö  dieselbe  Bedeutung,   wie  dort,   dass  also  auch: 

ap  +  ßq  +  yf  -{-  ds  =  0 

ist,    so   kommt,    wenn  man    die   Ausdrücke   für   E,    F,    G  resp.  mit 
1,  V,  w,  multiplicirt  und  hierauf  addirt: 

pA  +  qB-{-rC-\-sD  =  eF+vfF+wgG. 

Bestimmt  man  nun  v  und  iv  erstlich  so,  |dass  p  und  q  zugleich 
gleich  0  werden,  so  erhält  man: 

yr  +  ös  =  0,     r  C  +  s  D  —■  e  E  —  tfF  —  wg  G  =  0; 
folglich : 

(3  :—;/  =  ,•:  5  =  DEFG  :  EEG  C, 
oder 

CEFG  :  DEFG  =  y  :  Ö. 

Lässt  man  auf  gleiche  ^Yeise  q  und  r,  und  hierauf  r  und  s  zu- 
gleich gleich  0  werden,  so  findet  sich,  Alles  zusammengenommen: 

AEFG  :  BEFG  :  CEFG  :  DEFG  =  a  :  ß  :  y  :  Ö. 
Sodann  verhält  sich  vermöge  des  Ausdrucks  für  G : 

BCDG  :  —CDAG  :  DABG  :—ABCG  =  a":  b" :  c" :  d" . 
Es  war  aber  nach  §.50: 

««"+  ßb"+  yg"-\-  öd"  =  0, 
folglich : 

II)     AEFG  .BCDG  — BEFG  .  CD  AG  ^  CEFG  .  D  ABG 

—  DEFG.ABCG  =  0, 

eine  Relation  zwischen  acht  Pyramiden  bei  einem  Systeme  von  sieben 

Puncten   im   Räume.   —  Die  vier  Pyramiden,    welche   in  jedem  der 
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vier  Producte  zuerst  stehen,  haben  das  Dreieck  EFG  zur  gemein- 
schaftlichen Grundfläche,  und  die  Puncte  A,  B,  C,  D  der  Reihe 
nach  zu  Spitzen.  Von  den  vier  anderen  Pyramiden  sind  die  Seiten 
der  Pyramide  AB  CD  die  Grundflächen  und  G  die  gemeinschaft- 
liche Spitze. 

Nimmt  man  an,  dass  die  sechs  Puncte  A,  ...,  i^  in  einer  Ebene 
liegen,  so  sind  die  Pyramiden  ihren  in  diese  Ebene  fallenden  Seiten 
proportional.  Bei  einem  Systeme  von  sechs  Puncten  in  einer  Ebene 
muss  folglich  sein: 

AEF  .  BCD  —  BEF.  CDA-^CEF .  DAB  —  DEF.  ABC=0, 

eine  Relation  zwischen  acht  Dreiecken,  zu  der  man  auch  unmittelbar 
gekommen  sein  würde,  hätte  man  in  den  obigen  Gleichungen  für  G 
Null  gesetzt. 


Yon  der  Affinität  und  Grleichheit  krummer  Linien 
und  Fläclien. 

§.  172.  Da  in  diesem  sowohl,  als  dem  vorigen  Capitel  nur 
Systeme  von  geraden  Linien  und  Ebenen  betrachtet  worden  sind, 
so  bleibt  noch  übrig,  auch  über  Curven  und  krumme  Flächen,  in- 
sofern sie  in  den  jetzt  erörterten  Beziehungen  zu  einander  stehen, 
Einiges  hinzuzufügen. 

Einer  Curve  in  einer  Ebene, 

pA-i-qB-\-rC, 
ist   eine  andere , 

pA'-\rqB'+rC\ 

affin,  wenn  in  beider  Ausdrücken  die  Coefficienten  p,  q,  r  dieselben 
Functionen  einer  Veränderlichen  bedeuten.  Haben  überdies  die 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C  gleichen  Inhalt,  so  sind  die  Curven 
einander  gleich.  Giebt  man  der  Veränderlichen  in  beiden  Aus- 
drücken einen  und  denselben  Werth,  so  erhält  man  sich  entspre- 
chende Puncte  der  Curven.  Auch  werden  die  an  entsprechende 
Puncte  der  Curven  gezogenen  Tangenten  sich  entsprechende  Gerade 
sein  (§.  153,  a).  Je  zwei  in  oder  um  die  affinen  Curven  beschriebene 
Vielecke,  deren  Spitzen  oder  Berührungspuncte  sich  entsprechende 
Puncte  in  derselben  Folge  sind,  stehen  mithin  in  dem  Verhältnisse 
der  Dreiecke  ABC  .  A'B'C .  Da  ferner  jeder  Bogen  als  zusammen- 
gesetzt aus  unendlich  vielen  und  unendlich  kleinen  Geraden  ange- 
sehen werden  kann,    so   werden   auch   die   von   sich   entsprechenden 
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Sehnen  abgeschnittenen  Segmente,  so  wie  die  Flächen,  welche  von 
sich  entsprechenden  Bögen  und  den  an  die  Endpuncte  derselben 
gelegten  Tangenten  begrenzt  werden,  folglich  auch  die  von  den 
Curven  selbst  eingeschlossenen  Flächen,  Avenn  anders  die  Curven  in 
sich  zurücklaufen,  sich  wie  ABC  :  A'B'C  verhalten,  also  bei 
gleichen  Curven  einander  gleich  sein. 

§.  173.  Sind  zwei  affine  Curven  gegeben,  so  ist  in  der  Regel 
mit  jedem  Puncte  der  einen  Linie  auch  der  entsprechende  Punct  in 
der  anderen  gegeben.  Eine  Ausnahme  hiervon  machen  die  Kegel- 
schnitte, wo  das  erste  Paar  sich  entsprechender  Puncte  nach  Be- 
lieben gewählt  werden  kann. 

Man  habe  z.  B.  zwei  Ellipsen.  Nimmt  man  in  jeder  derselben 
zwei  zusammengehörige  Halbmesser  CA  und  CB,  CA'  und  C B' 
zu  den  Fundamentalseiten,  so  sind  die  Ausdrücke  dieser  Curven; 

1i-A-\-{V  —  v'-)B  —  2r[\  —v)C 
und 

2  r  Ä+  (1  —  v^)  B'—  2  V  (1  —  v)  C 

(§.  130,  4).  Je  zwei  Ellipsen  sind  folglich  einander  affin,  können 
aber,  weil  A'  durch  A  nicht  bestimmt  wird,  sondern  der  Willkür 
überlassen  bleibt,  auf  unzählige  Weisen  als  affine  Figuren  mit  ein- 
ander verglichen  werden.  Dabei  verhalten  sich  je  ZAvei  einander 
entsprechende  Flächentheile ,  folglich  auch  die  ganzen  Ellipsen- 
fiächen,  wie  die  Dreicke  ABC  und  A'B'C.  Diese  Dreiecke  müssen 
folglich  zu  den  Ellipsenflächen  selbst  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse stehen,  wie  auch  die  zusammengehörigen  Halbmesser  genommen 
werden  mögen;  folglich  in  constantem  Verhältnisse  auch  die  Vier- 
fachen dieser  Dreiecke;  welches  den  bekannten  Satz  giebt,  dass  in 
einer  Ellipse  alle  Parallelogramme .,  deren  Diagonalen  zicei  zusammen- 
gehörige  Durchmesser  sind,  gleiche  Grösse  haben. 

Sind  die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  einander  gleich,  so  sind 
es  auch  die  Ellipsen  und  begrenzen  gleiche  Flächen ;  und  umgekehrt 
ist  jede  einer  Ellipse  gleiche  Figur  eine  Ellipse,  welche  mit  der 
ersteren  gleichen  Inhalt  hat. 

Auf  eben  die  Art  folgt  aus  dem  von  unbestimmten  Constanten 
freien  Ausdrucke  für  die  Hyperbel. 

—  2f  ^  +  (1  -I-  v'-)  B  +  2v{\—  v)  C 

(§.  134,2),  wobei  CB  ein  reeller  und  CA  der  zugehörige  imaginäre 
Halbmesser  ist,  dass  je  zwei  Hyperbeln  auf  unendlich  viele  Weisen 
als  einander  affine  Figuren  sich  betrachten  lassen,  und  dass  jede 
einer  Hyperbel  affine  oder  gleiche  Figur  ebenfalls  eine  Hyperbel  ist. 
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Dasselbe  wird  endlich  auch  für  die  Parabel  gelten.  Aber  noch 
mehr:  bei  zwei  Parabeln  kann  nicht  nur  das  erste,  sondern  auch 
das  zweite  Paar  sich  entsprechender  Puncte  nach  Willkür  genommen 
werden.  Denn  seien  A  und  C  irgend  zwei  Puncte  der  einen  Parabel. 
Man  ziehe  an  dieselbe  in  A  und  C  zwei  Tangenten,  welche  sich  in 
B  schneiden,  so  ist,  A,  B,  C  zu  Fundamentalp uncten  genommen, 
der  Ausdruck  der  Curve,  als  eines  Kegelschnitts,  welcher  in  A  und 
C  von  AB  und  CB  berührt  wird: 

aA-^vB-\-v-C 
(§.  64,  3).     Weil   aber  bei   der  Parabel   die   Summe   der  Coefficienten 
ein  Quadrat  ist,  so  muss  «  =  ^  sein,   und  folglich  der  Ausdruck: 

{A  +  vB  +  vW. 
Auf  gleiche  Art  seien  A'  und  C  zwei  beliebige  Puncte  der  anderen 
Parabel  und  B'  der  Durchschnitt  der  zwei  in  diesen  Puncten  an  die 
Curve  gezogenen  Tangenten,  so  ist 

^A'-{-vB'-\-v'-C' 
der  Ausdruck  dieser  zweiten  Parabel.  Lässt  man  nun  A'  dem  A 
und  C  dem  C  entsprechen,  so  geben  die  beiden  Ausdrücke  alle 
anderen  Paare  sich  entsprechender  Puncte,  und  je  zwei  sich  ent- 
sprechende Flächentheile  werden  sich  wie  ABC  zu  A'B'C  ver- 
halten. 

Statt  dass  also  bei  zwei  Ellipsen  oder  Hyperbeln  mit  diesen  Curven- 
selbst  auch  das  Verhältniss  ihrer  sich  entsprechenden  Flächentheile 
gegeben  ist,  bleibt  hier  dieses  Verhältniss  durchaus  unbestimmt,  in- 
dem mit  der  verschiedenen  Annahme  der  ganz  beliebig  zu  wählen- 
den Puncte  A'  und  C  auch  das  Verhältniss  der  Dreiecke  ABC 
und  A'B'C  sich  ändert.  Je  ztvei  Parabeln  lassen  sich  daher  auch 
als  einander  gleiche  Figuren  betrachten^  icenn  7nan  nur,  was  auf  un- 
zählige Weisen  möglich  ist,  die  Puncte  A'  und  C  so  bestimmt,  dass 
Jene  Dreiecke  gleichen  Inhalt  behommen. 

§.  174.  Es  lassen  sich  aus  dieser  Eigenthümlichkeit  der  Pa- 
rabeln mehrere  sehr  merkwürdige  Folgerungen  ableiten. 

1)  Ist  ABC  ==  A'B'C  (Fig.  39),  so  sind  auch  die  parabolischen 
Segmente  über  AC  und  A' C  einander  gleich.  Jedes  parabolische 
Segment  muss  folglich  zu  dem  Dreiecke,  welches  von  der  Sehne 
und  den  an  die  Endpuncte  derselben  gelegten  Tangenten  gebildet 
wird,  in  einem  constanten  Verhältnisse  1  :  m  stehen. 

2)  Unter  derselben  Annahme,  iXdiBS,  ABC  =  A' B' C  ist,  seien  E 
und  ^'  zwei  zwischen  ^C  und  ^'C  in  den  Parabeln  so  genommene 
Puncte,  dass  die  Segmente  über  AE  und  Ä E'  einander  gleich  sind. 
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so  sind  E  und  E'  sich  entsprechende  Puncte,  und  folglich  auch  die 
Segmente  über  EC  und  E' C  einander  gleich.  Zwischen  den  drei 
Segmenten  über  den  Seiten  AC ,  AE,  EC  eines  in  eine  Parabel 
beschriebenen  Dreiecks  muss  folglich  eine  Gleichung  obwalten,  so 
dass  aus  zweien  derselben  ohne  Aveiteres  das  dritte  gefunden  werden 
kann. 


Fig.  39. 

Man  lege  an  E  eine  Tangente,  welche  AB  und  BC  in  F  und 
G  schneide,  so  ist,  wenn  wir  das  Segment  über  AC  mit  (AC),  etc. 
bezeichnen : 

tn{AC)  =  ABC,     m{AE)  =  AFE,     m{EC)  =  EGC. 
Dieselbe  Gleichung,   welche  zwischen   den  drei  Segmenten  obwaltet, 
muss  folglich   auch  zwischen  diesen,   den  Segmenten   proportionalen, 
Dreiecken  bestehen.     Wir  werden   in  der  Folge  (§.  262)  sehen,    dass 


ABC^  =  AFE^  +  EGC^; 


mithin  wird  auch  sein 

I) 


{AC)^  =  {AE)^  -\-{ECy^, 


d.  h. 

Bei  einem  in  eitie  Parabel  beschriebenen  Dreiecke  ist  die  Cubik- 
imirzel  aus  dem  grössten  der  über  den  Seiten  liegenden  Segmente  der 
Summe  der  Cubiliicurzeln  aus  den  beiden  anderen  Segmenten  gleich. 

3)  Cubirt  man  die  Gleichung  I),  so  kommt: 

[AC)  =  [AE) 


[EC)  -^'6[AE)^{ßC)^{[AE)^i^[EC)^i'] 
=  [AE)-\-[EC)^7>[AE)^[EC)^[AC)^, 


H) 


d.  h. 


[AC]  —  [AE)  —  [EC)  =  AEC, 
AEC=  '^[AE)^[ECy^[AC)^', 


Möbius  Werke  I. 
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Ein  in  eine  Parabel  beschriebenes  Dreieck  ist  gleich  dem  drei- 
fachen Producte  der  Cubihicurzeln  ans  den  Segmenten  Hier  den  drei 
Seiten. 

4)  In  dem  speciellen  Falle,  wo  FG  mit  A  C  parallel  geht,  ist  E 
der  Mittelpimct  von  FG*),  und  als  der  der  Doppelordinate  AC  zu- 
gehörige Scheitel  zu  betrachten.  Alsdann  sind  die  Dreiecke  AFE 
und  EGO,  mithin  auch  die  Segmente  {AE)  und  {EC)  einander 
gleich,  und  die  Gleichung  I)  wird: 

{Acy^  =  2{AEyK 

woraus  weiter 

{AC)  =  S{AE),     {AC)^2{AE)  =  Q{AE), 
d.  i. 

AEC'  =  ^{AC) 
folgt,  also: 

Ein  in  eine  Parahel  beschriebenes  Dreieck,  dessen  Spitze  der  der 
Grundlinie,  als  Doppelordinate .  zugehörige  Scheitel  ist,  verhält  sich  zu 
dem  Parabelsegment  über  der  Grundlinie,   ivie  drei  zu  vier. 

(Archimedes  Quadratur  der  Parabel,   17.  und  24.  Satz.) 

5)  Unter  derselben  Voraussetzung,  dass  FG  mit  AC  parallel 
läuft,  ist  F  der  Mittelpunct  von  AB ,  ^o  wie   G  von  BC,  folglich 

\[AC)  =  AEC  =  AFC  =  \ABC, 

also 

III)  [AC)  =  ?sABC, 

d.  h. 


*;    Der  Beweis    hiervon    lässt    sich    mittelst    des  barycentrischen   Calculs   so 
führen.  —  Sei  für  den  Punct  E,  v  =  v',  also 

i:^\A+v'£  +  v'-C. 
Die  an  U  gelegte  Tangente  hat  den  Ausdruck: 

4.4  +  [v'  +  x)B+  [v'-  +  2  v'x,  C, 
und  schneidet  folglich  die  Fundamentallinien  in  den  Puncten: 

^A  —  v'^-C,      }J  +  U''B  =  F,       B  +  2v'C^G, 
für 

a-  =  —  r',  =  —  l  i"'.  =  '^^■ 

Läuft  nun  die  Tangeute  mit  A  C  parallel,  so  ist  der  erste  dieser  drei  Punete 
unendlich  entfernt,  also  v'  =  | ,  vrodurch 

2F  =  A  +  B  und  2  G  =  B  +  C 
wird,  folglich  AB  und  BC  in  F  und  G  halbirt  weruen. 
Endlich  Avird  für  v' —  Ä: 

^^xA  +  iB  +  \C^  [A  +  Bi  +  [B  +  C)  =  F  +  G , 
also  E  der  Mittelpunct  von  F  G. 


i 


t 
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Ein  Parahehegment  ist  zicei  Dritteln  des  Dreiecks  gleich^  tcelrJies 
xon  der  Sehne  des  Segments  und  den  an  die  Endpuncte  der  Sehne  ge- 
legten Tangenten  begrenzt  wird. 

Es  ist  demnacli  das  obige  m  =  |. 

6)  Sei  E  wiederum  ein  beliebiger  Pimct  der  Parabel  zwischen 
^  und   C.     Man  multiplicirc  die  Gleichung 

AEC=  [ÄC)—{ÄE)  —  {EC) 
mit  7n  =  ^,  so  kommt: 

lAEC=ABC—ÄFE  —  EGC=AEC-\-FBG, 
folglich : 

IV)  AEC=2FBG, 

d.  h. 

Ein  in  eine  Parabel  beschriebenes  Dreieck  ist  dem  Doppelten  des 
umschriebenen  Dreiecks  gleich^  dessen  Seiten  die  Parabel  in  den  Spritzen 
des  ersten  Dreiecks  berühren. 

Es  wird  dieser  Satz  in  der  Folge  noch  auf  eine  andere,  von 
dem  Vorigen  unabhängige  Weise  bewiesen  werden,  woraus  sich  dann 
umgekehrt  der  Werth  des  constanten  m  und  somit  ebenfalls  die 
Quadratur  der  Parabel  finden  lässt  {§.  262). 

Anmerkung.  Da  ein  unendlich  kleiner  Bogen  einer  jeden  Ciirve  immer 
als  ein  Stück  einer  Parabel  angesehen  -werden  kann,  so  -werden  die  Sätze  2j 
bis  6)  auch /iVr  alle  anderen  Curven  gelten,  sobald  man  die  Puncte  A,  E,  C 
einander  unendlich  nahe  nimmt.  So  -wird  z.  B.  jedes  unendlich  kleine  Seg- 
ment einer  Curve  z-wei  Drittel  des  Dreiecks  sein,  welches  die  Sehne  und  die 
an  die  Endpuncte  derselben  gezogenen  Tangenten  zu  Seiten  hat.  Auch  -wird 
der  Durchschnittspunct  dieser  Tangenten  noch  einmal  so  -weit,  als  der  Mittel- 
punct  des  unendlich  kleinen  Bogens,  von  der  Sehne  entfernt  sein. 

§.   1/5.      Einer  krummen  Fläche 

pA-\-  qB  -^rC+sD 
ist  eine  andere  affin,    Avenn  sich  der  Ausdruck  der   letzteren  auf  die 
Form 

pA'+..  +sD' 

bringen  lässt,  so  dass  p,  cp  r,  s  in  beiden  Ausdrücken  die  nämlichen 
Functionen  zweier  Veränderlichen  sind.  Sich  entsprechende  Puncte 
beider  Flächen  sind  diejenigen,  für  welche  die  zwei  Veränderlichen 
in  dem  einem  Ausdrucke  dieselben  bestimmten  Werthe  wie  in  dem 
anderen  haben.  Berührende  Ebenen  an  sich  entsprechende  Puncte 
gelegt  entspreclien  einander  gleichfalls.  Setzt  man  in  beiden  Aus- 
drücken zwischen  den  zwei  Veränderlichen  eine  und  dieselbe  Re- 
lation fest,    so    bekommt  man  die  Ausdrücke  zweier    in  den  Flächen 
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liegenden  und  sich  entsprechenden  Linien.  Ist  die  eine  derselben 
eine  Gerade,  so  ist  es  auch  die  andere;  etc.  Je  zwei  sich  ent- 
sprechende Theile  des  Raums,  d.  h.  solche,  die  von  sich  entsprechen- 
den Ebenen  gebildet  -\verden,  oder  auch  sich  entsprechende  Theile 
der  Flächen  selbst  zu  Grenzen  haben,  stehen  in  dem  Verhältnisse 
der  Pyramiden  AB  CD  und  A'B'C'D'  zu  einander.  Haben  letztere 
gleichen  Inhalt,  so  heissen  die  Flächen  einander  gleich. 

§.  176.  Nimmt  man  bei  einem  hyperbolischen  Hyperboloid  den 
Mittelpunct  und  die  Endpuncte  drei  zusammengehöriger  Halbmesser 
zu  den  vier  Fundamentalpuncten,  so  ist  der  Ausdruck  dieser  Fläche 
der  in  §.  134.  2  gefundene: 

{l—vic)A-\-... 
Da  hierin  keine  unbestimmten  Constanten  vorkommen,  so  schliessen 
■wir,  dass  nicht  nur  jede  einem  hyperbolischen  Hyperboloid  affine 
oder  gleiche  Fläche  wiederum  ein  hyperbolisches  Hyperboloid,  son- 
dern auch  je  zwei  hyperbolische  Hyperboloide  einander  affin  sind 
und  auf  unendlich  viele  Weisen  sich  als  solche  betrachten  lassen, 
weil  das  erste  Paar  sich  entsprechender  Halbmesser  DA  und  D'A' 
nach  Belieben  genommen  werden  kann.  —  Das  Nämliche  wird  auch 
von  den  elliptischen  Hyperboloiden  und  den  Ellipsoiden  gelten. 
Uebrigens  ist  bei  jeder  dieser  drei  Flächen  die  Pyramide,  welche 
drei  zusammengehörige  Halbmesser  zu  anliegenden  Kanten  hat,  von 
constanter  Grösse,  woraus  zu  schliessen,  dass,  wie  auch  das  erste 
Paar  sich  entsprechender  Puncte  genommen  werden  mag,  das  con- 
stante  Verhältniss  zwischen  sich  entsprechenden  Raumtheilen  sich 
dadurch  nicht  ändert.  Bei  dem  Ellipsoid  erhellet  dies  auf  ähnliche 
"Weise,  wie  oben  bei  der  Ellipse. 

So  wie  aber  die  Parabel,  so  besitzen  auch  das  elliptische  und 
das  hvperbolische  Paraboloid  die  merkAvürdige  Eigenschaft,  dass  das 
constante  Verhältniss  zwischen  sich  entsprechenden  Räumen  nach 
Willkür  bestimmt  werden  kann. 


Fig.  40. 


§.   177.      Seien,  um  dieses  zuerst  für  das  hyperbolische  Parabo- 
loid darzuthun,   A  und  D  iFig.  40)  irgend  zwei  Puncte  einer  solchen 
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Fläche.  Durch  jeden  derselben  lassen  sich  zwei  in  der  Fläche  selbst 
enthaltene  gerade  Linien  legen.  Dabei  wird  die  eine  Linie  des  durch 
A  gehenden  Linienpaars  von  der  einen  und  die  andere  von  der  an- 
deren Linie  des  Linienpaars  durch  D  geschnitten.  Heissen  diese 
zwei  Durchschnitte  B  und  C,  so  ist 

A-^xB-]-yC-\-xi/D 

der  Ausdruck  der  Fläche*).  Auf  gleiche  Art  seien  A'  und  D'  zwei 
beliebige  Puncto  eines  anderen  hyperbolischen  Paraboloids,  und  B' 
und  C  die  Puncto,  in  denen  die  durch  A'  und  D'  gehenden ,  in 
der  Fläche  selbst  begriffenen  Geraden  sich  schneiden,  also 

A'-^xB'-{-7jC'-\-xyD' 

der  Ausdruck  dieses  zweiten  Paraboloids.  Setzt  man  nun  A',  B' , 
C ,  D'  den  A,  B,  C,  D  entsprechend,  so  sind  dieser  Ausdruck  und 
der  vorige  die  Ausdrücke  zweier  affinen  Flächen.  Das  Yerhältniss 
aber,    in  welchem  je  zwei  sich  entsprechende  Raumtheile  stehen,  ist 

=  ABCD  :  A'B'C'D', 

und  kann  jedes  beliebige  sein,  weil  nach  der  verschiedenen  An- 
nahme der  Puncto  A'  und  D'  die  Pyramide  A'B'C'D'  jede  beliebige 
Grösse  erreichen  kann. 


*)  Dass  dieser  in  §.  112  erhaltene  Ausdruck  der  eben  angenommenen  Lage 
der  Fundamentalpuncte  Genüge  leiste,  ist  leicht  zu  erkennen.  Dass  aber,  um  den 
Ausdruck  auf  diese  einfache  Form  zu  bringen,  nur  jene  Annahme  der  Funda- 
mentalpuncte und  keine  anderen  Bedingungen  weiter  erforderlich  sind,  lässt  sich 
folgendergestalt  übersehen.  —  Für  irgend  eine  nach  einem  gewissen  Gesetz  auf 
einer  Fläche  gezogene  Linie  besteht  zwischen  den  Veränderlichen  im  Ausdrucke 
der  Fläche  eine  gewisse  Relation:  /{v,  w)  =  0.  Soll  also  z.  B.  die  Fundamental- 
linie AB  in  der  Fläche  liegen,  so  müssen  für  f!v,  w]  =  0  die  Coefficienten  A'on 
C  und  D  null  werden ,  d.  h.  es  müssen  diese  Coefficienten  einen  gemeinschaft- 
lichen Factor  haben.  Hiernach  ist  der  allgemeine  Ausdruck  einer  Fläche ,  in 
welcher  die  vier  Fundamentallinien  AB,   AC,  BD,   CD  zugleich  enthalten  sind: 

apqA-\-bprB  -{-cqsC-\-drsD, 

wo  p,  q,  r,  s  beliebige  Functionen  von  v  und  w ,  und  a,  b,  c,  d  entweder  gleich- 
falls solche  Functionen,  oder  auch  Constanten  sind.  Es  wird  aber  dieser  Aus- 
druck,   wenn  man  ihn  mit  apq  dividirt  und  hierauf    —  =  j:,     —  =  V,     -? —  =  «^ 

aq  ap  bc 

satzt : 

A-\-xB-^yC+exijD. 

Soll  nun  diese  Fläche  die  zweite  Ordnung  nicht  übersteigen ,  so  muss  6  constant 
sein.  Alsdann  ist  die  Fläche  ein  hyperbolisches  Hyperboloid,  und  nur  für  cf  =  1 
ein  hyperbolisches  Paraboloid. 
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§.  178.  Folgeriiugeu.  Man  nehme  in  AB  einen  beliebigen 
Punct  E  und  in  A'B'  einen  Punct  £",  so  dass 

A'B':  B'E'=AB  :  BE, 
so  sind  E  und  E'  sich  entsprechende  Pimcte.  Die  durch  E  und 
E'  in  den  Flächen  selbst  gezogenen  Geraden  EF  und  E'F'  Averden 
sich  daher  gleichfalls  entsprechen,  so  -svie  auch  die  Puncte  F  und 
F' ,  in  denen  diese  Linien  von  CD  und  CD'  geschnitten  ^verden, 
und  es  wird  sich  verhalten 

CD':  D'F'=  CD  :  DF. 

Mit  dem  Yerhältniss  AB  :  BE  muss  daher  das  Verhältniss. 
CD  :  DF  und  das  Verhältniss  der  Pyramiden  AB  CD  :  BEDF  ge- 
geben sein,  und  aus  je  zweien  der  drei  Pyramiden  AB  CD,  BEDF, 
AECF  muss  sich  die  dritte  finden  lassen.  Endlich  wird  jede  dieser 
Pyramiden  von  der  krummen  Fläche  selbst  nach  einem  constanten 
Verhältnisse  getheilt  werden.  —  Wir  wollen  nunmehr  diese  Rela- 
tionen zu  bestimmen  suchen. 

1)  Sei  E  ^  A-\-  bB,   so  ist  der  Ausdruck  der  Geraden  EF: 

A-\-bB-{-yC-{-hyD 
(§.  112^,  und  daher  F,  als  der  Durchschnitt  dieser  Geraden  mit  CD^ 
=  C+hD,  folglich: 

I)  AB  :  BE=CD:  DF, 

d.  h. 

Bei  cletn  hyperholischen  Paraholoicl  loerden  alle  Geraden  des  einefi 
Systems  von  den  Geraden  des  anderen  Systems  nach  ei?ie?'lei  Verhält- 
nissen geschnitten. 

2)  Es  verhalten  sich  die  Pyramiden: 

ABCD  :  BECD  =  AB:  BE 


(§.  20,^-), 
folglich : 


BECD  :  BEDF=  CD  :  DF  =  AB  :  BE, 


BE'- 


AE-, 
in  Verbindung  mit   II) 


n)  ABCD  :  BEDF=  AB-  : 

3)  Auf  gleiche  Art  verhält  sich: 

ABCD  :  AECF=  AB^  : 
woraus,  wenn  B  zwischen  A  und  E  liegt, 
folgt: 

III)  ABCD^+BEDF-^  =  AECF^-, 

d.  i. 

Wird  auf  der  Flüche  eines  hyperholischen  Paraholoids   ein  gerad- 
liniges Viereck  beschrieben^   und  dieses  durch  eine  fünfte  in  der  Fläche 
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gezogene  Gerade  in  zivei  andere  Vierecke  zerlegt^  so  ist  die  Quadrat- 
icurzel  aus  der  Pyramide^  welclie  mit  dem  ersteren  Vierecke  einerlei 
Spitzen  hat,  gleich  der  Summe  der  Quadratxourzeln  aus  den  zivei  Pyra- 
miden^ welche  mit  den  zicei  letzteren  Vierecketi  die  Spitze  gemein 
haben. 

Man  bemerke  hierbei  noch,  dass  eine  solche  Pyramide,  Avie 
ABCD,  eine  einbeschriebene  und  umschriebene  zugleich  genannt 
werden  kann;  eine  einbeschriebene,  weil  ihre  vier  Spitzen  in  der 
Fläche  des  Paraboloids  liegen;  eine  umschriebene,  weil  ihre  vier 
Seiten  die  Fläche  berühren,  die  Seite  CAB  in  der  Spitze  A,  ABD 
in  B,  etc.  (§.  111). 

4)  Der  Theil  der  paraboloidischen  Fläche,  welcher  von  den 
Seiten  des  Vierecks  ABDC  begrenzt  wird,  liegt  innerhalb  der  Py- 
ramide AB  CD  und  theilt  dieselbe  in  zwei  Theile,  von  denen  der 
eine  von  der  Fläche  ABDC  und  von  den  Dreiecken  ABC  und 
BCD,  d.  i.  von  den  die  Fläche  in  A  und  D  berührenden  Ebenen: 
der  andere  von  derselben  viereckigen  Fläche  und  von  den  Drei- 
ecken ABD  und  ACD,  d.  i.  von  den  an  B  und  C  gelegten  Be- 
rührungsebenen begrenzt  wird.  Werde  daher  der  erstere  Theil  mit 
[AD]  und  der  letztere  mit  [B  C]  bezeichnet.  Diese  beiden  Theile 
müssen  in  einem  constanten  Verhältnisse,  1  :  m,  zu  einander  stehen, 
so  dass 

[AD]  :[BC]=1:  m. 

Man  setze  nun  in  dem  Ausdrucke  der  Fläche 

A-^xB  +  yC+xyD 
\ 
—  statt  y,   so  verwandelt  sich  der  Ausdruck  in 

z 

C-\-xD-{-zA-i-xzB. 

Das  vorige  constante  Verhältniss  wird  daher  auch  stattfinden, 
wenn  man  C  mit  A,  und  D  mit  B  gegenseitig  vertauscht.  Hier- 
durch aber  geht  [A  D]  in  [B  C] ,  und  umgekehrt,  über ;  folglich  muss 
sich  auch  verhalten: 

[B  C]  ■.[AD]=1  :  m 
und  daher 

IV)  [A  D]  =  [B  C]  =  \ABCD 

sein,  d.  h. 

Construirt  man  auf  der  Flüche  eitles  hyperbolischen  Paraboloids 
ein  geradliniges  Viereck,  so  icird  die  Pyramide,  deren  Spitzen  die 
Spitzen  des   Vierecks  sind,  von  der  Fläche  halhirt. 

5)  Wenn,  ähnlicherweise  wie  die  Bezeichnungen  [AD]  und  [BC] 
gebraucht  wurden,    [BF]    den  Raum   vorstellt,    welcher   die   krumme 
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Fläche  und  die  an  B  und  F  gelegten  berührenden  Ebenen  zu  Grenzen 
hat;  etc.,  so  giebt  die  eben  erhaltene  höchst  einfache  Cubatur,  mit 
der  Gleichung  III)  in  Verbindung  gesetzt,  folgende  Relation: 

Y)  [AD]^  +  [BF]^  =  [AFj^, 

wo  die  vier  Puncte  des  Paraboloids,  A,  B,  D,  F,  dergestalt  liegen, 
dass  die  drei  Geraden  ^i?,  BD,  DF  in  der  Fläche  selbst  enthalten 
sind,  und  A  und  F  auf  entgegengesetzten  Seiten  von  BD  sich  be- 
finden; —  die  analoge  Relation  von  §.  174,1  bei  der  Parabel. 

6)  Nach  2)  ist  BECD,  und  eben  so  auch  AB  DF,  die  mittlere 
Proportionalgrösse  zwischen  AB  CD  und  BEDF:  folglich  mit  Zu- 
ziehung von  IV): 

VI)  ABDF=  BECD^  2[AD]'^[BF]^  =  2[BC]^[ED]^ , 
analog  mit  §.  174,  II. 

§.  179.  Es  ist  jetzt  noch  das  elliptische  Paraboloid  in  Unter- 
suchung zu  nehmen  übrig,  von  welchem  wir  aber  zuvor  einen  zu 
dieser  Absicht  passenden  Ausdruck  entwickeln  müssen.  —  Jede 
Fläche  der  zweiten  Ordnung  hat  die  bekannte  Eigenschaft,  dass  sie 
von  einer  Ebene  immer  in  einem  Kegelschnitte,  K,  geschnitten 
wird,  und  dass,  wenn  man  an  dieser  Curve  eine  zweite  Ebene  die 
Fläche  berührend  fortbewegt,  alle  Lagen  dieser  bewegten  Ebene 
durch  einen  gemeinschaftlichen  Punct  D  gehen,  welcher  Punct  da- 
her als  die  Spitze  eines  die  Fläche  einhüllenden  und  sie  in  K  be- 
rührenden Kegels  erscheint.  Seien  nun  A,  B,  C  (Fig.  41)  irgend 
drei  Puncte  des  Kegelschnitts,  so  ist  sein  Ausdruck 

{K)  a{\  —v)A-{-bvB  —  {\  ■~v)cC, 

auf  welchen  sich,  Avie  wir  in  der  Folge 
sehen  werden,  der  in  §.  64,  1  für  diesen 
Fall  gefundene  Ausdruck  immer  redu- 
ciren  lässt.  Werde  ferner  durch  D,  C 
und  irgend  einen  anderen  Punct 

2)P=  a{l  —v)A-\-bvB  —  ... 
der  Curve  K  eine  Ebene  gelegt,  so  wird 
diese  Ebene  jenen  Kegel  in  den  Geraden 
DC  und  DP,    die  Fläche  selbst  aber  in 
Fig.  41.  einem  Kegelschnitte   schneiden,   welcher 

in  C  und  P  von  DC  und    DP  berührt 
wird,  und  dessen  Ausdruck  daher  von  der  Form 

f/)  P  +  .r  D  -f-  x-  C    oder   j)  P -\- w  D  -\-  ij./  uy  C 
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ist  (§.  64,  3) ,  wo  cp  oder  ^'  =  —  eine  noch  zu  bestimmende  Func- 
tion von  V  bedeutet.  Zugleich  aber  stellt  dieser  Ausdruck  die  Fläche 
selbst  dar,  wenn  man  nebst  lü  noch  v  und  somit  auch  den  Punct  P 
veränderlich  nimmt.  Substituirt  man  demnach  für  pP  den  obigen 
Werth,  so  kommt  der  Ausdruck  der  Fläche: 

{F)  a{\  —  v)A-{-hvB  +  {v'-  +  ctv^  —  ^;)  C+  uD, 
wo  A,  B,  C  Puncte  der  Fläche  selbst  sind,  und  D  der  Durchschnitt 
der  drei  in  diesen  Puncten  an  die  Fläche  berührend  gelegten  Ebenen 
ist.  Hierbei  ist  noch  c  statt  y.i  geschrieben.  Denn  es  lässt  sich 
leicht  zeigen,  dass  ip  eine  von  v  unabhängige  Constante  sein  muss. 
In  der  That,  setzt  man  in  (F)  den  Coefficienten  von  C  null,  und 
eliminirt  damit  2V  aus  dem  Coefficienten  von  D,  so  kommt: 


a{l—v)A  +  hvB  +   y- -I>, 

oder 

aA-^hy'B-\--L.yD, 


wo 

y 


'       1  V 


als  der  Durchschnitt  der  Fläche  mit  der  Ebene  ABD.  Dieser 
Schnitt  muss  aber  ein  Kegelschnitt  sein,  welcher  von  AD  und  BD 
in  A  und  D  berührt  wird;  und  hiermit  stimmt  sein  Ausdruck  nur 
dann  überein,  wenn  \p  eine  von  i/,  und  folglich  auch  von  v>  unab- 
hängige Grösse  ist. 

Soll  nun  die  Fläche  ein  elliptisches  Paraboloid  sein,  so  muss  in 
(F)  die  Summe  der  Coefficienten 

=  ü-  —  (1  -\-  a  —  h)v  -\-  cvr  -\-  tv  -\-  a 

die  Summe  zweier  Quadrate  ausmachen  (§.  110),  also  c  positiv  und 

_  1 

"~  4  a  — (1  ^a  —  bf' 
sein.     Auch  giebt  die  hieraus  fliessende  Bedingung, 

4a>(l-|-a  — 5)'-, 

noch  zu  erkennen,  dass  der  Kegelschnitt  K  dann  eine  Ellipse  ist.  — 

Man   denke   sich   nun   ein  zweites   elliptisches   Paraboloid.      Der 

Schnitt  desselben  mit  einer  beliebig  gelegten  Ebene,  im  Allgemeinen 

eine  Ellipse,   heisse  K',   und  werde   mit   der  vorigen  Ellipse  K,   als 
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einer  affinen  Curve,  in  Vergleicliung  gebracht.  Zu  dem  Ende  nehme 
man  in  7t'  einen  beliebigen  Punct  A',  den  man  dem  Puncte  A  in 
Ji  entsprechend  setze;  man  bestimme  ferner  in  K'  einen  anderen 
Punct  B'  so,  dass  die  Ellipsenfläche  K'  von  der  Sehne  A'B'  in  dem- 
selben Verhältniss,  als  die  Ellipsenfläche  K  von  der  Sehne  AB  ge- 
theilt  ^^•ird;  so  ist  B'  der  dem  B  entsprechende  Punct.  Auf  gleiche 
Art  wird  auch  der  Punct  C"  gefunden,  welcher  dem  C  entspricht, 
nur  dass  C  in  dem  grösseren  oder  kleineren  der  zwei  durch  die 
Sehne  A'B'  entstehenden  Segmente  genommen  werden  muss,  nach- 
dem das  eine  oder  das  andere  bei  C  hinsichtlich  der  Sehne  AB  der 
Fall  ist*).  Weil  also  A,  B,  C  und  A',  B' ,  C  in  den  affinen  Curven 
K  und  K'  sich  entsprechende  Puncte  sind ,  so  wird  man  aus  dem 
Ausdrucke  von  K  sogleich  den  von  K'  erhalten,  wenn  man  nur  die 
Fundamentalpuncte  A  mit  A' ,  etc.  vertauscht,  also: 

[K')  a[\—v)A'-{-hvB'—{V—v)vC', 

wo  a  und  h  dieselben  Werthe  wie  in  [K]  haben. 

Man  lege  endlich  an  das  zweite  Paraboloid  in  A' .  B',  C  drei 
berührende  Ebenen,  welche  sich  in  D'  schneiden,  so  ist  nach  dem 
vorhin  Erwiesenen: 

{F')   a{l—v) A'+  bv B'+  [v^  +  cw"-  —  v) C"+  tcU 
der  Ausdruck    der  Fläche,    wo,    wegen    der  Natur    des    elliptischen 
Paraboloids,  c  positiv  sein  und  eben  so  ^vie  in  [F)  von  a  und  h  ab- 
hängen muss. 

Setzt  man  also  noch  D'  dem  D  entsprechend,  so  sind  in  dieser 
Beziehung  die  beiden  Flächen  einander  affin.  Da  nun  hierbei  zwei 
sich  entsprechende  Raumtheile  die  durch  die  Ebenen  der  Ellipsen 
K  und  K'  abgeschnittenen  paraboloidischen  Segmente  sind,  jedes 
dieser  Segmente  aber,  wegen  der  durch  Nichts  bestimmten  Lage  der 
Ebenen,  von  jeder  beliebigen  Grösse  sein  kann,  so  lässt  sich  auch 
hier  das  constante  Verhältniss  je  zwei  sich  entsprechender  Raum- 
theile nach  Willkür  annehmen. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  das  Segment  über  der 
Ellipsenfläche  /f  zu  dem  vorhin  gedachten  Kegel,  dessen  Basis  eben- 
falls K  und  dessen  Spitze  D  war,  in  einem  constanten  Verhältnisse 
steht.  Ist  das  Paraboloid  eine  durch  Umdrehung  erzeugte  Fläche, 
und  die  Ebene  von  K  senkrecht  auf  der  Umdrehungsaxe ,    so  ist  K 


*'  Beigehends  ^verde  bemerkt,  dass  hiernach  folgende  Aufgabe  zu  lösen  mög- 
lich sein  muss :  Die  drei  Segmente  über  den  Seiten  eines  in  eine  Ellipse  beschriebe- 
nen Dreiecks  sind  ihrem  Inhalte  nach  gegeben.  Hieraus  den  Inhalt  der  ganzen 
Ellipse  zu  finden. 
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ein  Kreis,  und,  "svie  man  alsdann  sehr  leicht  durch  Integrakechnung^ 
findet,  beträgt  das  Segment  drei  Viertel  des  Kegels.  Dasselbe  Ver- 
hältniss  muss  daher  auch  in  jedem  anderen  Falle  stattfinden;  also 
überhaupt : 

Das  Segment  eines  elliptischen  Paraboloids  ist  drei  Viertehi  des 
Kegels  gleich,  welche?^  ?7iit  dem  Segmente  einej-lei  Basis  hat,  und  dessen 
Spitze  de?'  gemeinschaftliche  DurchscJimtt  der  Ebenen  ist,  tvelche  das 
Paraholoid  in  der  Peripherie  des  Segments  berühren. 

Anmerkung.  Die  Elemente  krummer  Flächen  theilen  sich,  mit  Aus- 
nahme der  abwickelbaren,  in  zwei  grosse  Classen.  Elemente  der  einen  Classe 
haben  mit  einer  daran  gelegten  Berührungsebene  nur  den  Berührungspunct 
gemein;  Elemente  der  anderen  Classe  werden  von  der  Berührungsebene  in 
zwei  durch  den  Berührungspunct  gehenden  Linien  geschnitten  (§.  107  .  Jedes 
Flächen-Element  der  ersteren  Classe  wird  sich  als  das  Element  eines  ellip- 
tischen, und  jedes  Flächen-Element  der  letzteren  Classe  als  das  Element  eines 
hyperbolischen  Paraboloids  betrachten  lassen.  Die  einfachen  Eigenschaften, 
welche  in  diesem  §,  von  dem  elliptischen  und  in  §.  178  von  dem  hyperbolischen 
Paraboloid  bewiesen  worden  sind,  werden  daher  auf  unendlich  kleine  Theile 
auch  jeder  anderen  krummen  Fläche  der  einen  und  anderen  Classe  Anwen- 
dung leiden,     Yergl.  Anmerkung  zu  §.  17-1. 


Fünftes  Capitel. 

Die  Doppelsciluittsverhältnisse. 


§.  ISO.  Ausser  den  bisher  erörterten  vier  Verwandtschaften 
ZAvischen  Figuren  soll  in  diesem  Abschnitte  die  Theorie  noch  einer 
fünften  Verwandtschaft  dargestellt  werden.  Zum  besseren  Verständ- 
niss  derselben  halte  ich  es  aber  für  dienlich,  in  diesem  und  dem 
folgenden  Capitel  einige  Lehren  als  Vorbereitung  vorauszuschicken. 
Insbesondere  wird  bei  der  fünften  Verwandtschaft  eine  eigene  Art 
zusammengesetzter  Verhältnisse  eine  wichtige  Rolle  spielen.  Die 
Eigenschaften  dieser  Verhältnisse  und  der  mit  denselben  anzu- 
stellende Algorithmus  werden  den  Inhalt  des  gegenwärtigen  Capitels 
ausmachen,  das,  wie  ich  noch  bemerke,  auch  als  eine  für  sich  be- 
stehende  Abhandluno:"  betrachtet   werden   kann,    indem    der    in    den 
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übrigen  Tlieil  dieser  Schrift  verwebte  barycentrische  Calcul  hier  ganz 
ausgeschlossen  bleibt. 

§.  181.  Unter  dem  Verhältnisse,  nach  welchem  eine  durch 
ihre  Grenzpuncte  A  und  B  bestimmte  gerade  Linie  AB  in  irgend 
einem  dritten,  innerhalb  oder  ausserhalb  der  Grenzpuncte  liegenden 
Puncte  C  geschnitten  wird,  verstehe  man  das  Verhältniss  zwischen 
dem  Theile  AC,  welcher  sich  von  dem  im  Ausdrucke  der  Linie 
zuerst  gesetzten  Puncte  oder  dem  Anfangspuncte  A  bis  zum  Schneide- 
puncte  C  erstreckt,  und  dem  Theile  CB  vom  Schneidepuncte  C  bis 
zum  anderen  Grenzpuncte  oder  Endpuncte  B. 

Dieses  Verhältniss,  AC  :  CB,  kann  nach  der  verschiedenen 
Lage  des  Schneidepunctes  gegen  die  beiden  Grenzpuncte  alle  mög- 
lichen Werthe  haben. 

Liegt  C  zAvischen  A  und  B,  ist  also 

ACB 
die  Aufeinanderfolge  der  Puncte,  so  ist  der  Werth  des  Verhältnisses 
AC  :  CB,    den  ich  =  c  setzen  w^U,  positiv,   und  zw^ar  desto  kleiner 
oder  grösser,    je   näher  C  dem  A   oder  B  liegt.     Ist    C  der  Mittel- 
punct  von  AB,   so  wird  c  =  1. 

Fällt  C  ausserhalb  A  und  B,  so  ist  c  negativ,  und  zwar,  w^enn 
C  auf  die  Seite  von  A  fällt,  also  bei  der  Folge 

CAB, 
absolut  kleiner  als   1,  und  desto  kleiner,  je  näher  C  dem  A  liegt.  — 
Kommt  C  ausserhalb  AB  auf  die  Seite  von  B  zu  liegen,   wird  also 

ABC 
die  Folge   der  Puncte,    so   wird  c   absolut  grösser   als   1,    und  desto 
grösser,  je  näher  C  dem  B  rückt. 

Li  den  speciellen  Fällen  endlich,  wo  C  unendlich  entfernt  liegt, 
oder  mit  A,  oder  mit  B  zusammenfällt,  wird  c  =  —  1,  oder  0,  oder  oo. 

§.  182.  Ein  Doppelschnitts  verhältniss  {ratio  bissectio7ialis) 
ist  das  Verhältniss  zwischen  den  zioei  Verhültnisse7i ,  nach  ivelchen 
eine  gerade  Linie,  in  Bezug  auf  zioei  in  ihr  liegende  Puncte,  als 
Grenzpuncte,   in  ztcei  anderen  Puncten  geschnitten  wird. 

Ist  also,  wie  vorhin,  A  der  Anfangspunct  der  Linie,  B  ihr  End- 
punct,  und  C  der  eine,  D  der  andere  Schneidepunct,  so  ist  das 
Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen  AC  :  CB  und  AD  :  DB, 
oder 

AC     AD 

CB  ■  UB 
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das   Doppelschnittsverhältniss ,   nacli  welchem  AB   in  C  und  D  ge- 
schnitten wird. 

Man  setze  die  Verhältnisse  AC  :  CB  =  c ,  AD  .  DB  =  d,  und 
das  Doppelschnittsverhältniss  c  :  d  =  ^.  Liegen  nun  C  und  D  zu- 
gleich zwischen  A  und  B,  so  sind  (voriger  §.)  c  und  d  positiv,  und 
c  <^  d  oder  c'^d,  nachdem  C  oder  D  der  dem  A  nähere  Punct  ist; 
folglich  z/  positiv  und  im  ersteren  Falle,  also  bei  der  Folge  ACDB, 
kleiner  als  1 ;  im  letzteren  Falle,  also  bei  der  Folge  A  D  CB,  grösser 
als  1. 

Verfährt  man  auf  ähnliche  Weise  auch  bei   den  übrigen  Lagen 
der  Puncto  C  und  D  gegen  A  und  B,  so  ergiebt  sich,  dass  z/  über- 
haupt positiv  ist,    wenn  C  und  D  entweder  zugleich  innerhalb  oder 
zugleich  ausserhalb  A  und  B  liegen,    also  bei  den  acht  Folgen: 
ACDB,     CABD,     DCAB,     ABDC, 
ADBC,     DABC,     CD  AB,     AB  CD, 
und  zwar  bei  den  vier  ersteren  kleiner  als  1.   bei  den  vier  letzteren 
grösser  als  1. 

Dagegen  ist  z/  negativ,  wenn  von  den  Puncten  C  und  D  der 
eine  innerhalb  und  der  andere  ausserhalb  A  und  B  fällt,  also  bei 
den  vier  Lagen: 

ACBD,     DACB,     ADBC,     CADB. 

Fallen  C  und  D  zusammen,  oder  liegen  beide  unendlich  ent- 
fernt, so  ist  ^  =  1;  fällt  C  mit  A,  oder  D  mit  B  zusammen,  so  ist 
^  =  0;  vmd  Avenn   C  mit  B  oder  D  mit  A  zusammenfällt,  -/  =  oo. 

Uebrigens  begreift  man  leicht,  dass,  wenn  von  den  vier  Puncten 
irgend  drei  gegeben  sind,  mit  dem  Werthe  des  Doppelschnittsver- 
hältnisses immer  auch  der  vierte  gefunden  werden  kann. 

§.  183.  Der  Kürze  willen  soll  von  jetzt  an  ein  zwischen  vier 
Puncten  sich  bildendes  Doppelschnittsverhältniss  dadurch  ausgedrückt 
werden,  dass  man  die  Buchstaben  für  den  Anfangspunct,  für  den 
Endpunct  und  für  den  ersten  und  zweiten  Schneidepunct  in  der 
genannten  Folge  neben  einander  stellt,  sie  durch  Commata  unter- 
scheidet und  hierauf  mit  Haken  einschliesst. 

Statt 

AC     AD 
CB     DB 


Avird  daher  inskünftige 
und  eben  so  statt 


{A,  B,  C,  D), 

BA     BC 

AD  ■  Cxy' 
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wo  B  und  D  die  Grenzpimcte,    A  und  C  die  Schneidepuncte   sind, 
[B,  D,  A,   C),   etc.  geschrieben  werden. 

Will  man  umgekehrt  das  Doppelschnittsverhältniss  {C,  A,  B,  D) 
auf  gewöhnliche  Weise  ausdrücken,  so  bilde  man  zuerst  aus  den 
zwei  ersten  Buchstaben.   C  und  A.  die  Form: 

C C 

A  •  A' 

und  ergänze  hierauf  das  erste  Glied  dvirch  den  dritten  Buchstaben  B, 
und  das  zweite  durch  den  vierten  D\    und  man  erhält: 

CB      CD 
BÄ  ■  da' 

§.  184.  Da  sich  vier  Buchstaben,  A,  B,  C,  D,  auf  24erlei 
Weise  unter  einander  versetzen  lassen,  so  entsteht  zunächst  die 
Frage,  ob  und  in  welchem  Zusammenhange  die  diesen  24  Permu- 
tationen entsprechenden  Doppelschnittsverhältnisse  unter  einander 
stehen,  vorausgesetzt,  dass  die  gegenseitige  Lage  der  vier  Puncte 
A.  B,   C\  D  unverändert  bleibt. 

Offenbar  ist: 

AC     An_BD     BC_CA      CB_DB     DA 
17b     IJB  ~  DA  'CA  ~  AD     BD '~  B~C  '  AC" 
und  daher: 

I)  {A,  B,  C,  D)  =  {B,  Ä,  D,  C)  =  (C,  D,  A.  B)  =  {D,  C\  B,  A). 
Auf  dieselbe  AVeise  sind  auch  von  den  20  übrigen  Doppel- 
schnittsverhältnissen je  vier  einander  gleich,  welche  eben  so,  wie 
die  vier  ersteren,  der  Reihe  nach  A,  B,  C,  D  zu  ihren  Anfangs- 
buchstaben haben.  Es  bleibt  uns  daher  nur  übrig,  die  Relationen 
zwischen  den  Doppelschnittsverhältnissen  aufzusuchen,  welche  mit 
einem  und  demselben  Buchstaben,  z.  B.  mit  A.  anfangen,  und  deren 
es  6  ofiebt. 


Nun  ist 


lAC     AD\  lAD     AC\  _ 

\CB  ■  DBIXDB  ■  1ÖBJ~~    ' 
also 

II)  {A,  B,  C\  D)  {A.  B.  D,  C\  =  1 , 

und  eben  so 

{A,  C\  Z>,  B)  [A,  C,  B,  D)  =  \, 
[A,  D,  B,  C)  U,  D,  C\  B)  =  \. 
Man  hat  ferner,  AB  =^h,  AC=  c,  AD  =  d  gesetzt,  die  iden- 
tische Gleichung: 

ö{d  —  c)  -{-  c{b  —  d)  -{-  d{c  —  b)  =  0, 


^.  1S4.  Cap.  5.     Doppelschnittsverhältnisse.  223 

und  mithin,    weil  A,  B,   C,  1)  in  einer  Geraden   liegen,    und  daher 
d~c  =  CD,  etc.  ist: 

AB  .  CD  +  AC  .  DB  +  AD  .  BC=0. 
(Vergl.  Note  zu  §.  ]G6.) 

Man  dividire  diese  Gleichung  durch  AD  .  CB,  so  kommt: 
AC  .DB       AB  .  CD  _ 
AD  .  CB  ~^  AD  .  CB  ^    ' 

wofür  man  auch  schreiben  kann: 

jAC     AD\        lAJ^     AD\  _ 
\CB  ■  DBJ  "^  \BC  ■  Z>C7  ' 

d.  i. 

III)  {A,  B,  C,  D)  +  [A,  C,  B,D)  =  1, 

und  eben  so 

{A,  C,  D,  B) -\- {A,  D,  C,B)  =  i, 
{A,D,B,  C)-{-{A,B,D,  C)  =  l. 

Durch  die  Gleichungen  II)  und  III)  sind  aber  die  Relationen 
zwischen  je  zweien  der  sechs  mit  A  anfangenden  Doppelschnitts- 
verhältnisse bestimmt.     Setzt  man  nämlich: 

1)  {A,  B,  C,  D)  =  a, 
so  wird  nach  II): 

2)  {A,B,D,C)=^, 
und  hieraus  nach  III): 

3)  {A,D,B,C)  =  '^, 
und  hieraus  nach  11): 

4)  [A,  D,  a  B)  = 
und  hieraus  nach  III): 

5)  {A,  C,  D,  B)  = 

j   u 

und  hieraus  nach  IIj : 

6)  {A,C,B,D)  =  \-a, 
welches  letztere  auch  aus   1)  nach  III)  folgt. 

Älit  Hinzufügung  der  durch  I)  bestimmten  und  den  AYerth  nicht 
ändernden  Versetzungen  kann  man  nun  auch  jedes  der  übrigen  nicht 
mit  A  anfangenden  Doppelschnittsverhältnisse  durch  a  ausdrücken 
und  somit   die  Relation   zwischen  irgend  zweien   derselben  angeben. 

Um  das  Auffinden  der  Relation  zwischen  irgend  zweien  der 
24  Doppelschnittsverhältnisse,  welche  sich  aus  4  Puncten  in  einer 
Geraden  bilden  lassen,  möglichst  leicht  zu  machen,  setze  ich  folgende 


1 
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§.  184. 


Tafel  her,  wo  die  vier  Puncte  durch  die  vier  ZiiFern  1,  2,  3,  4  be- 
zeichnet, und  die  24  Permutationen  dieser  vier  Elemente,  in  arith- 
metischer Ordnunff  sich  folojend,  in  Werthen  der  ersten, 


(1,  2,  3,  4)  =  y, 


ausgedrückt  sind. 

(1,2,3,4 

(1,  2,  4,  3 

(1,  3,  2,  4 

(1,  3,  4,  2 

(1,  4,  2,  3 

(1,4,3,2 

(2,  1,  3,  4 

(2,  1,  4,  3 

(2,  3,  1,  4 

(2,  3,  4,  1 

(2,4,1,3 

(2,  4,  3,  ] 


b 

h 
h  —  a 
a  —  b 

a 

a 
a  —  b 

b 

a 

a 
~~b~ 
a  —  b 

a 

a 
a  —  b 
b  —  a 

b 

b 
b  —  a 


(3,1,2,4)  = 
(3,  1,  4,  2)  = 
(3,2,1,4)  = 
(3,  2,  4,  1)  = 
(3,  4,  1,  2)  = 
(3,  4,  2,  1)  = 
(4,  1,  2,  3)  = 
(4,1,3,2)  = 
(4,  2,  1,  3)  = 
(4,  2,  3,  1)  = 
(4,  3,  1,  2)  = 
(4,  3,  2,  1)  = 


b  —  a 
b  —  a 


a  —  b 
a  —  b 

a 

a 

b 

b 

a 

a 
a  —  b 
a  —  b 

a 

b 
b  —  a 
b  —  a 

b 
a 
a 


Soll  nun  z.  B.  aus  dem  Werthe  von  (5,  D,  C,  A)  der  "Werth 
von  {Ä,  D,  B,  C)  gefunden  Averden,  so  sehe  ich,  dass  der  Iste,  2te, 
3te,  4te  Buchstabe  der  letzteren  Complexion  der  4te,  2te,  Iste,  3te 
der  ersteren  ist,  und  dass  daher, 

(ß,  A  a-^4)  =  (l,2,3,  4)=-^- 

oder  a  gesetzt, 

[A.  D,  B,  C)  =  (4,  2,  1,  3)  =  T-^   oder  -^ 

wird. 
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Eelationen  zwischen  DoppelsclmittsYerhältnissen 
bei  einem  Systeme  von  mein*  als  vier  Puncten  in  einer 

geraden  Linie. 

§.  185.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  D,  E  fünf  in  einer  Geraden 
liegende  Puncte,  so  ist: 

I)      [A,  B,  C,  D)  {A,  B,  D,  E)  {A,  B,  E,  C)  =  1. 
Beweis.     Man  braucht  nur   diese  Doppelschnittsverhältnisse  in 
die  gewöhnliche  Schreibart  zu  übersetzen: 

jAC     AD\IAD     AE\lAE     AC\  _ 
\CB  ■  1Db]\DB  ■  EBJ\EB  '   CBJ  ~    ' 
um  sich  von  der  Richtigkeit  der  Formel  zu  überzeugen. 
Zusatz.     Weil 

[A,  B,  E,  C)  [A,  B,  C,  E)  =  l, 
(§.  184,  II),  so  lässt  sich  statt  I)  auch  schreiben: 

n)     {A,  B,  C,  D)  {A,  B,  D,  E)  =  {A,  B,  C,  E), 
oder 

ni)    (A,  B,  C,  E)  :  [A,  B,  C,  i»)  =         B,  D,  E). 

§.  186.  Die  eben  aufgestellten  Formeln  lehren,  wie  man  aus 
zwei  Doppelschnittsverhältnissen,  welche  drei  Puncte  gemein  haben, 
und  in  welchen  daher  nur  fünf  verschiedene  Puncte  vorkommen, 
den  einen  jener  gemeinschaftlichen  Puncte  eliminiren,  d.  h.  das  aus 
den  vier  übrigen  Puncten  bestehende  Doppelschnittsverhältniss  finden 
kann.  Sind  daher  drei  Doppelschnittsverhältnisse,  von  denen  jedes 
mit  dem  anderen  dieselben  drei  Puncte  gemein  hat,  gegeben,  so 
wird  man  aus  ihnen  zwei  dieser  Puncte  eliminiren  können. 

In  der  That,  seien  die  drei  Doppelschnittsverhältnisse: 
[A,  B,  e,  D)  =  d,     {A,  B,  C,  E)  =  e,     [A,  B,  O,  F)  =/, 
welche   die   drei   Puncte   A,   B,    C  gemeinschaftlich   enthalten,    und 
von  denen  C  und  B  weggeschafft  werden  sollen.    —    Zuerst   kommt 
nach  Elimination  von  C: 

{J,B,I),E)=^.     {A,B,E,F)  =  ^, 

zwei  Doppelschnittsverhältnisse  mit  den  gemeinschaftlichen  Puncten 
A,  B,  E.  Um  aus  ihnen  B  eliminiren  zu  können,  so  hat  man 
nach  §.  184: 

[A,  E,  B,  D)  =  ^^=-^,     [A,  E,  B,  F)  =  ^—^, 

Möbing  Werke  I.  15 
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und  hieraus 

(^.  -E.  o.  F)  =  'iE^,: 

Sind  endlich  vier  Doppelschnitts  Verhältnisse  mit  denselben  drei 
gemeinschaftlichen  Puncten  A,  B,   C  gegeben: 

{A,B,C,D)  =  d,     (A,B,C,E)  =  e,     {A,B,C,F)=f, 
{A,B,C,  G)=g, 
so  kann   man    daraus   diese   drei  Puncto  sämmtlich   eliminiren ,    und 
somit  das  Doppelschnittsverhältniss  zwischen  den  vier  übrigen  Puncten 
D     JE,   F,    G   finden.     Denn    so  wie    aus    den    drei  ersten  Doppel- 
schnittsverhältnissen : 

(^,  £,  25,  p,  =  1=/ 

folgt,    eben   so   ergiebt  sich   durch   Verbindung  des   ersten,    zweiten 
und  vierten: 

{A,  E,  D,  G)  =  ^^, 

und  hieraus 

(A  E,  A,  F)  =  1^,    [D,  E,  A,  G)  =  ^, 

mithin 

ID,  E.  F,  ö)  =  ;^  :  i=/. 

§.  187.  Lehrsatz.  Wenn  bei  einem  Systeme  von  n  Puncteti 
in  einer  geraden  Linie^  von  den  dadurch  sich  hildenden  I>oppelschnitts- 
verhältnissen  irgend  n  —  3  von  einander  unabhängige  gegeben  sind,  so 
lassen  sich  daraus  alle  übrigen  finde^i. 

Beweis.  Heissen  die  n  Puncto  des  Systems:  A,  B,  C,  D,  ... 
Man  setze  die  Doppelschnittsverhältnisse,  in  deren  jedem  die  3  Puncto 
A,  B,  C  zugleich  vorkommen,  und  deren  Anzahl  folglich  =  n  —  3  ist: 

{A,  B,  C,  D)  =  d,  {A,  B,  C,  E)  =  e,  [A,  B,  C,  F)  =/,  etc. 
Nach  dem  Vorhergehenden  kann  man  hieraus  durch  successive 
Elimination  von  A,  B  und  C  alle  übrigen  zwischen  den  Puncten 
des  Systems  entstehenden  Doppelschnittsverhältnisse,  also  auch  die 
n  —  3  gegebenen  und  das  {n  —  2)  te  gesuchte  in  Werthen  der  n  —  3 
Grössen  d,  e, /,  ...  ausdrücken,  und  folglich,  wenn  man  aus  diesen 
n  —  2  Gleichungen  die  Grössen  d,  c,  f,  ...  eliminirt,  das  {n  —  2)te 
als  Function  der  n  —  3  gegebenen  Doppelschnittsverhältnisse  dar- 
stellen. 
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DoppelschnittsYerhältnisse  bei  einem  Systeme  gerader 
Linien  in  einer  Ebene. 

§.   188.     Lehrsatz.     Wenn  drei  gerade  Linien  in  einer  Ebene, 
BP,   MC,    XQ  (Fig.  42)    sich    in    einem    und    demselben   Puncte  E 


schneiden,  und  von  ihnen  zwei  andere  Gerade,  deren  Durchschnitt 
A  ist,  resp.  in  den  Puncten  B,  M,  N  und  P,  C,  Q  getroffen  werden, 
so  ist: 

{A,  B,  M,  N)  =  [A,  P,  (7.  Q). 

Beweis.     Es  verhält  sich: 

AM  :  BM=  ACM  :  BCM=  AME  :  BME, 
mithin 

=  ACE  :  BCE, 
weil 

etc. :  ferner 


folglich 


und  eben  so 


folghch 


ACM-\-AME  =  ACE, 

AC  :  PC=  ACE  :  PCE. 

AM     AC  _  PCE  _  PE 
BM  ■  TC  ~  BCE  ~  BE' 

AN     AQ  _  PE 
B?^     yQ~  B^' 

AM     AN       AC     AQ 


3IB     NB        CP     QP' 

d.  i. 

1)  {A,  B,  M,  N)  =  {A,  P,  C,  Q). 

15* 
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§.  189.  Zusatz.  Man  lege  durch  E  noch  eine  vierte  Gerade 
BS,  welche  die  AB  und  AC  resp.  in  B  und  S  schneide,  so  ist 
auf  gleiche  Art: 

[A,  B,  31,  B)  =  {A,  P,  C,  S). 

Da    nun    die   Gleichheit  zweier  Doppelschnittsverhältnisse,    wie 

aus  §.  184  erhellet,  sich  nicht  ändert,   wenn  man  in  beiden  die  vier 

Buchstaben  auf  einerlei  Weise  versetzt,  so  kann  man  auch  schreiben : 

{B,  31,  N,  A)  =  {P,  C,  Q,A), 

[B,  M,  A,  B)  =  (P,  C,  A,  S). 

Multiplicirt  man  diese  zwei  Gleichungen  in  einander,  so  kommt 
(§.  185,n): 

2)  (B,  31,  N,  B)  =  (P,  C,  Q,S), 

welches  folgenden  noch  allgemeineren  Satz  giebt: 

Wenn  man  von  zwei  geraden  Linien  in  eitier  Ebene  die  Puncte 
der  einen  den  Puncten  der  anderen  solchergestalt  entsprechen  lässt, 
dass  die  Geraden^  welche  je  zwei  sich  entsprechende  Puncte  verhinden, 
sich  in  einem  gemeinschaftlichen  Puncte  schneiden,  so  ist  Jedes  Doppel- 
schnittsverhältniss  der  einen  Linie  dem  von  den  entsprechenden  Puncten 
iti  der  atideren  Linie  gebildeten  Doppelschnittsverhaltnisse  gleich;  oder: 

Von  vier  sich  in  einem  Puncte  schneidenden  und  in  einer  Ebene 
liegenden  Geraden  wird  jede  andere  Gerade  der  Ebene  nach  einem  und 
demselben  Doppelschnittsverhaltnisse  geschnitten. 

§.  190.  Wenn  in  der  bisher  angewendeten  Bezeichnungsart 
eines  Doppelschnittsverhältnisses  durch  Nebeneinanderstellung  der 
die  vier  Puncte  ausdrückenden  Buchstaben,  statt  zweier  derselben 
die  Ausdrücke  von  Linien  gesetzt  sind,  so  sollen  unter  diesen  Linien 
die  Puncte  verstanden  werden,  in  denen  die  Gerade  durch  die  zwei 
anderen  Puncte  des  Doppelschnittsverhältnisses  von  diesen  Linien 
geschnitten  wird. 

So  wird  also  der  Ausdruck  [A,  B,  CE,  DE)  das  Doppelschnitts- 
verhältniss  vorstellen,  dessen  vier  Puncte  die  Puncte  A  und  B  und 
die  Durchschnitte  von  AB  mit  CE  und  DE  sind.  Auf  gleiche  Art 
werden  in  dem  Ausdrucke  {A,  BE,  C,  DE)  durch  BE  und  DE 
die  Puncte  angedeutet,  in  denen  die  Gerade  durch  die  zwei  einzeln 
gesetzten  Puncte  A  und  C  von  den  Geraden  BE  und  DE  ge- 
schnitten wird. 

Vergleicht  man  damit  die  42.  Figur,  wo  D  ein  in  der  Geraden 
NQ  willkürlich  genommener  Punct  ist,  so  erhellet,  dass  ersterer 
Ausdruck  einerlei  mit  {A,  B,  31,  N),  und  letzterer  einerlei  mit 
{A,  P,   C,   Q)  ist,  dass  man  folglich  statt  1)  setzen  kann: 
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{A,  B,  CE,  DE)  =  [A,  BE,  C,  DE), 
eine  Formel,  welche  immer  gelten  muss,  wie  auch  die  fünf  Puncte 
A,  ...,  E  in  der  Ebene  liegen  mögen.  Denn  man  sieht  leicht,  dass 
diese  fünf  Puncte  in  der  Figur  von  einander  ganz  unabhängig  sind. 
Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass,  wenn  A,  ...,  E  beliebige  fünf 
Puncte  einer  Ebene  bezeichnen,  alle  sechs  DoppelschnittSTerhältnisse, 
welche  entstehen,  wenn  man  in  der  Form  {A,  B,  C,  D)  zu  irgend 
zweien  der  darin  enthaltenen  vier  Buchstaben  den  fünften  E  hin- 
zufügt • 

[A,  B,  CE,  DE),     [A,  BE,  C,  DE),     [A,  BE,  CE,  D), 
[AE,  B,  C,  DE),     [AE,  B,  CE,  Z>),      [AE,  BE,  C,  D) 

einander  gleich  sein  müssen.  Denn  es  sind  die  Doppelschnittsver- 
hältnisse, in  denen  der  Reihe  nach  von  den  sechs  Geraden  AB, 
AC,  AD,  BC\  BD,  CD,  jede  derselben  von  den  vier  sich  in  E 
treffenden  Geraden  AE,  BE,   CE,  DE  geschnitten  wird. 

§.  191.  Seien  wiederum  A.  B,  C,  D,  E  fünf  beliebige  Puncte 
in  einer  Ebene,  und  heissen  die  Puncte,  in  welchen  die  Gerade  AB 
von  den  Geraden  DE,  EC,  CD  geschnitten  wird,  resp.  C,  D' ,  E' : 
so  sind  A,  B,  C ,  D' ,  E'  fünf  in  einer  Geraden  liegende  Puncte, 
und  man  hat  nach  §.  185: 

{A,  B,  C,  D')  [A,  B,  D\  E')  =  [A,  B,  C ,  E'), 

oder,   mit  Anwendung  der  im  vorigen  §.  erörterten  Bezeichnungsart: 

{A,  B,  DE,  CE)  [A,  B,  CE,  CD)  =  [A,  B,  DE,  CD). 

Von  diesen  drei  Doppelschnittsverhältnissen  ist  in  dem  ersten  E, 
in  dem  zweiten  C  und  in  dem  dritten  D  der  hinzugefügte  Buch- 
stabe. Da  nun  vermöge  des  zuletzt  Erwiesenen  der  Werth  eines 
solchergestalt  ausgedrückten  Doppelschnittsverhältnisses  bei  jeder  Orts- 
veränderung des  hinzugefügten  Buchstaben  immer  derselbe  bleibt, 
so  wird  auch  sein: 

{AE,  B,  DE,  C)  [A,  BC,  E,  CD)  =  [A,  B,  DE,  CD), 
eine    Relation,    die    sich    noch    einfacher    auf   folgende   Weise    dar- 
stellen lässt. 

Man  verbinde  die  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D,  E  in  der  genannten 
Ordnung  jeden  mit  dem  nächstfolgenden  und  den  letzten  mit  dem 
ersten  durch  gerade  Linien,  so  erhält  man  ein  System  von  fünf  von 
einander  unabhängigen  Geraden  in  einer  Ebene: 

CD,  DE,  EA,  AB,  BC, 
welche  man  mit 

a,         b,        c,       d,         e 
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benenne.  Alsdann  sind  die  vier  Puncte  des  Doppelschnittsverhält- 
nisses {AE,  B,  DE,  C)  diejenigen,  in  -welchen  die  Gerade  BC  der 
Reihe  nach  von  den  Geraden  AE.  AB,  DE,  CD,  d.  i.  e  von  c,  d,  b,  a 
geschnitten  wird.  "Werde  daher  dieses  Doppelschnittsverhältniss  kurz 
durch 

^{c,  d,  b,  a) 

vorgestellt,  so  dass  ausserhalb  der  Haken  links  oben  die  Linie  e  ge- 
setzt wird,  in  welcher  die  das  Doppelschnittsverhältniss  bildenden 
vier  Puncte  enthalten  sind,  statt  der  vier  Puncte  selbst  aber  vier 
Linien  c,  d,  b,  a  stehen,  welche  die  Linie  e  in  diesen  Puncten 
schneiden. 

Auf  die  nämliche  Art  ist  [A,  BC,  E,  CD)  das  Doppelschnitts- 
verhältniss, nach  welchem  AE  von  AB,  BC,  DE  und  CD,  d.  i. 
c  von  d,  e,  b  und  a  geschnitten  wird,  und  kann  daher  passend  durch 
'^{d,  e,  b,  a)  ausgedrückt  werden,  so  wie  endlich  {A,  B,  DE,  CD) 
durch  ^{c,  e,  b,  a). 

Substituirt  man  nun  diese  Bezeichnungsarten  in  der  obigen 
Gleichung,  so  kommt: 

^{c,  d,  b,  a)  .  ^d,  e,  b,  a)  =  '^{c,  e,  b,  a) , 
eine  Formel,  welche  lehrt,  wie  man  bei  einem  Systeme  von  fünf 
Geraden  {a,  b,  c,  d,  e)  in  einer  Ebene  aus  den  zwei  Doppelschnitts- 
verhältnissen, nach  welchen  beliebige  zwei  dieser  Linien  [e  und  c) 
von  den  jedesmal  vier  übrigen  Linien  {c,  d,  b,  a  und  <7,  e,  b,  a)  ge- 
schnitten werden,  das  Doppelschnittsverhältniss  finden  kann,  nach 
welchem  jede  der  anderen  drei  Linien  (z.  B.  d)  von  den  vier  übrigen 
{c,  e,   b,  a)  geschnitten  wird. 

Es  bedarf  keiner  Erörterung,  dass  auch  bei  diesen  Formen  der 
Doppelschnittsverhältnisse  die  obige  Lehre  von  der  Versetzung  der 
vier  Elemente  vollkommen  auAA^endbar  ist.  Man  kann  daher  auch 
schreiben  (§.  184, 1): 

^a,  b,  d,  c)  .^(a,  b,  e,  d)  =  ^{a,  b,  e,  c); 

und,  wenn  man  statt  dieser  Doppelschnittsverhältnisse  die  reciproken 
setzt  (ebenda  II): 

^(a,  b,  c,  d)  .  ^{a,  b,  d,  e)  =  ^{a,  b,  c,  e) 
oder 

'{a,  b,  d,  e)  .  ^{a,  b,  c,  e)  .  ^{a,  b,  c,  d)  =  1, 

Formeln,  welche  sich  ihrem  Aeusseren  nach  von  den  Formeln  in 
§.  185  nur  dadurch  unterscheiden,  dass,  statt  der  dortigen  grossen 
Buchstaben,  hier  die  entsprechenden  kleinen  stehen,  und  der  in  jeder 
Complexion  von  den  fünfen  a,  b,  c,  d,  e  jedesmal  fehlende  Buch- 
stabe links  oben  beigefügt  ist. 
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Um  den  Satz,  dass  durch  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  irgend 
zweien  der  fünf  Geraden  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  in  jeder  der 
drei  übrigen  gefunden  werden  können,  noch  durch  ein  Beispiel  zu 
erläutern,  so  seien  gegeben: 

und  gesucht  werde 

^(fZ,  5,  c,  a)  =  X. 

Nach  dem  Vorigen  hat  man: 

"(c,  fZ,  h,  e)  .  ^{c,  d,  e,  a)  =  ^c,  d,  b,  a). 
Sodann  ist  (§.  184): 


oy     - 

P 

■1 

V^)  " 

'?  ^ 

,  tv; 

e 

(r 

d,   h, 

n\ 
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\^^ 

a] 

1 
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x' 

P  — 

\ 

q 

1 

P 

<i- 

-1 
P 

1 
—  9. 

x' 

und  daher: 


folglich 

§.  192.  Lehrsatz.  IVenJi  hei  einem  Systeme  n  gerader  Lmien 
in  einer  Ebene  von  den  Doppelschnittsverhältnissen ,  welche  in  diesen 
Linien  von  den  gegenseitigen  Durchschnitten  derselben  gebildet  iverden, 
irgend  In  —  8  vo7i  einander  unabhängige  gegeben  sind^  so  lassen  sich 
daraus  alle  übrigen  finden. 

Beweis.  Heissen  die  n  Linien  des  Systems:  a,  b,  c,  cZ,  ...,  und 
seien  anfänglich  alle  die  Doppelschnitts  Verhältnisse  bekannt,  welche 
in  a  und  b  von  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  dieser  Linien  und 
den  Durchschnitten  mit  jeder  der  übrigen  gebildet  werden.  Nach 
dem  vorhergehenden  §.  lassen  sich  hieraus  alle  Doppelschnittsver- 
hältnisse ableiten,  welche  in  einer  dritten  Linie  des  Systems,  z.  B. 
in  c,  zwischen  den  Durchschnitten  dieser  Linie  mit  a  und  b  und 
einer  vierten  und  einer  fünften,  also  überhaupt  mit  zweien  anderen, 
des  Systems  stattfinden;  und  hieraus  nach  §.  186  alle  übrigen  Doppel- 
schnittsverhältnisse in  c,  und  auf  gleiche  Weise  die  Doppelschnitts- 
verhältnisse in  jeder  der  übrigen  Linien. 

Da  nun  bei  einem  Systeme  von  n  Linien  in  jede  derselben  w  —  1 
Durchschnittspuncte  fallen,  und  mithin  nach  §.  187  alle  Doppel- 
schnittsverhältnisse einer  solchen  Linie  durch  beliebige  {n — 1)  —  3 
von    einander    unabhängige    gegeben    sind,     so    lassen    sich    alle    in 
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unserem  Systeme  vorkommenden  Doppelschnittsverhältnisse,  also  auch 
die  In  —  8  gegebenen  und  ein  (2/?  —  7)tes  gesuchtes,  als  Functionen 
von  n  —  4  in  « ,  und  n  —  4  in  J  begriffenen ,  von  einander  unab- 
hängigen Doppelschnittsverhältnissen  ausdrücken;  woraus  sich  dann, 
nach  Elimination  dieser  letzteren  1[n  —  4),  die  gesuchte  Gleichung 
zwischen  den  ersteren  In  —  7  ergiebt. 

Zusatz.  Mit  diesem  Beweise  ist  zugleich  der  dem  §.  156  ana- 
loge Satz  dargethan: 

Bei  einem  Systeme  gerader  Ldnieti  in  einer  Ebene  sind  mit  den 
Doppehchnittsverhaltnissen  zweier  dieser  Linien  die  Doppelschnittsver- 
h'dltnisse  aller  übrigen  Linien  gegeben. 


DoppelschnittsYerhältnisse  bei  einem  Systeme  von  Ebenen. 

§.  193.  Man  denke  sich  ein  System  von  n  Ebenen,  welche 
a,  /?,  /,  (5,  ...  heissen.  Jede  dieser  Ebenen,  wie  a,  wird  von  den 
n  —  1  übrigen  Ebenen  ß,  y^d,  ...  in  n — 1  Geraden  a/?,  uy .  ad.  ... 
geschnitten,  wenn  wir  den  Durchschnitt  zweier  Ebenen  durch  Zu- 
sammenstellung der  für  sie  gewählten  Buchstaben  bezeichnen.  Jede 
dieser  Geraden  aber,  wie  aß,  enthält  ein  System  von  ?i  —  2  Puncten, 
indem  sie  von  den  übrigen  fi  —  2  Ebenen  /,  d,  ...  in  eben  so  viel 
Puncten  geschnitten  wird,  die  man  ähnlicherweise  durch  aßy,  aß 6,  ... 
ausdrücken  kann.  Auch  lassen  sich  diese  w  —  2  Puncte  einer  Ge- 
raden aß  noch  ansehen  als  die  Durchschnitte  von  aß  mit  den  übrigen 
n  —  2  Geraden  ßy,  ßd,  ...  der  anderen  ß  der  zwei  Ebenen,  von 
welchen  aß  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  ist. 

Je  vier  solcher  n  —  2,  in  einer  Geraden  liegenden,  Puncte,  in 
einer  gewissen  Folge  genommen,  bestimmen  nun  den  Werth  eines 
Doppelschnittsverhältnisses,  weswegen  ?i  nicht  kleiner  als  6  sein  darf, 
wenn  von  Doppelschnittsverhältnissen  bei  einem  Systeme  von  Ebenen 
die  Hede  sein  soll.  Die  gegenseitigen  Beziehungen  aber,  die  zwischen 
allen  solchergestalt  sich  bildenden  Doppelschnittsverhältnissen  statt- 
finden, lassen  sich  ohne  neue  Hülfsmittel  schon  aus  den,  bei  einem 
Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  gefundenen,  Relationen  her- 
leiten, und  wir  können  sogleich  folgenden  allgemeinen  Satz  darthun. 

§.  194.  Lehrsatz.  JVe?iti  bei  einem  Systeine  von  n  Ebeneti  von 
den  DoppelscJmittsverhälttiisseti,  welche  in  den  Durchschnitten  je  zxceier 
Ebenen  zivischen  den  Durchschnittspuncten  derselben  mit  den  übrigen 
Ebenen  stattfinden.,  irgend  3w  —  15  von  einander  unabhängige  gegehen 
sind,  so  lassen  sich  hieraus  alle  übrigen  finden. 
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Beweis.  Heissen  die  n  Ebenen  wiederum:  a,  /?,  y,  6",  ...  Man 
fasse  zuerst  die  drei  Ebenen  a,  /?,  y  ins  Auge.  Ihre  gegenseitigen 
Durchschnitte  sind  die  drei  Geraden  aß,  ay,  ßy  mit  dem  gemein- 
schaftlichen Puncte  aßy.  Nun  lassen  sich  nach  §.  192  aus  den 
Doppelschnittsverhältnissen  in  aß  und  a/,  als  in  zweien  Linien  der 
Ebene  a,  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  allen  übrigen  n  —  3  Linien 
dieser  Ebene,  also  auch  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  ad  finden, 
und  eben  so  aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  in  aß  und  ßy  die 
Doppelschnittsverhältnisse  in  der,  gleichfalls  der  Ebene  ß  zuge- 
hörigen, Linie  ßö  ableiten.  Aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  in 
ad  und  ßö,  als  in  zweien  Linien  der  Ebene  d,  ergeben  sich  ferner 
die  Doppelschnittsverhältnisse  der  Linie  de  in  derselben  Ebene;  und 
auf  die  nämliche  Art  die  Doppelschnittsverhältnisse  jeder  anderen 
Linie,  welche  in  keiner  der  drei  Ebenen  «,  ß,  y  liegt.  Jedes  in  dem 
Systeme  vorkommende  Doppelschnittsverhältniss  muss  sich  folglich 
als  eine  Function  der  in  den  di-ei  Linien  aß,  ay,  ßy  begriffenen 
Doppelschnittsverhältnisse  darstellen  lassen.  Offenbar  aber  sind  die 
Doppelschnittsverhältnisse  in  jeder  dieser  drei  Linien  von  denen  in 
den  jedesmal  zwei  anderen  ganz  unabhängig;  es  enthält  ferner  eine 
jede  dieser  Linien  n  —  2  Puncte  und  folglich  {§.  187)  w  —  5  von  ein- 
ander unabhängige  Doppelschnittsverhältnisse,  mithin  alle  drei  Linien 
3w — 15  solcher  Verhältnisse,  wovon  jedes  andere  Doppelschnitts- 
verhältniss des  Systems  abhängig  sein  muss.  Sind  aber  diese  Be- 
ziehungen in  Gleichungen  gebracht,  so  werden,  eben  so  wie  in  §.  187 
und  192,  auch  aus  irgend  'in — 15  anderen  von  einander  unab- 
hängigen Dojjpelschnittsverhältnissen  des  Systems  die  übrigen  ge- 
funden werden  können. 

Zusatz.  Weil  jede  Linie  des  Systems  7i  —  5,  und  folglich  irgend 
drei  derselben,  mögen  sie  sich,  wie  vorhin  aß,  ay,  ßy  in  einem 
Puncte,  oder  auch  gar  nicht  schneiden,  dn  —  15  von  einander  un- 
abhängige Doppelschnittsverhältnisse  in  sich  fassen,  so  folgern  wir 
noch  analog  mit  §.  159: 

Bei  einem  Systeme  von  Ebenen  können  ans  den  Doppelschnittsver- 
hältnissen  irgend  dreier,  nicht  in  derselben  Mbene  enthaltener,  Durch- 
schnittslinien der  Ebenen  die  Doppelschnittsverhaltnisse  aller  übrigen 
Durchschnittslinien  gefunden  werden. 

§.  195.  Man  sieht  aus  dem  vorigen  §.,  wie  mittelst  der  für  ein 
System  gerader  Linien  in  einer  Ebene  in  §.191  aufgestellten  Formel 
alle,  auch  bei  einem  Systeme  von  Ebenen  vorkommenden,  Be- 
ziehungen zwischen  Doppelschnittsverhältnissen  ausfindig  gemacht 
werden  können.     Es  lässt  sich  aber  zu  dieser  Absicht  der  gedachten 
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Formel  eine  noch  schicklichere,  die  Uebersicht  der  Rechnung  mehr 
erleichternde,  Gestalt  geben. 

Seien  «,  ß,  /,  d,  s,  ^  beliebige  sechs  Ebenen.  Die  Durchschnitte 
der  Ebene  C  mit  den  fünf  übrigen  werden,  wie  vorhin,  durch  aK, 
ßt,  yt,  öK,  «C  bezeichnet.  Da  diese  fünf  Durchschnitte  eben  so 
viel  in  einer  Ebene  liegende  Gerade  sind,  so  ist  (§.  191),  wenn  man 
sie  der  Kürze  willen  resp.  a,  b,  c,  d,  e  nennt: 

^{a,  b,  c,  d)  .  '^ {a,  b,  d,  e)  =  ^(a,  b,  c,  e). 

Nun  begreift  das  erste  dieser  drei  Doppelschnittsverhältnisse, 
^(a,  b,  c,  d),  die  vier  Puncto  der  Geraden  e  oder  st,  in  welchen  die- 
selbe von  den  vier  Geraden  a,  b,  c,  d  oder  a^,  ß'C,  y^,  (JC,  und  mit- 
hin auch  von  den  vier,  diese  Geraden  enthaltenden.  Ebenen  or,  ß,  y,  6 
geschnitten  wird.  Es  lässt  sich  hiernach  jenes  Doppelschnittsver- 
hältniss  dem  Vorigen  analog  durch 

ausdrücken.  Eben  so  besteht  ^{a,  b,  d,  e)  aus  den  vier  Puncten,  in 
welchen  die  Gerade  yt  von  den  Ebenen  a,  ß,  6,  e  geschnitten  wird, 
und  werde  daher  ausgedrückt  durch  '^'^{a,  ß,  ö,  e),  so  wie  '^{a,  b,  c,  e) 
durch  ^^a,  ß,  y,  e). 

Substituiren  wir  diese  Ausdrücke  in  der  obigen  Formel,  so 
wird  sie: 

'C{a,ß,y,d).r^{a,ß,Ö,i.)  =  ^C{a,ß,y,e), 

eine  Formel,  die  mit  der  in  §.  191  ihrem  Wesen  nach  ganz  identisch 
ist,  und  rücksichtlich  ihres  Aeusseren  sich  nur  dadurch  von  jener 
unterscheidet,  dass  dem  jedesmal  links  oben  stehenden  Buchstaben 
ein  neuer,  c,  beigefügt  ist. 

§.196.  Zusätze,  a)  So  wie  von  vier  in  einer  Ebene  ent- 
haltenen und  sich  in  einem  Puncto  schneidenden  Geraden  jede  an- 
dere Gerade  der  Ebene  nach  demselben  Doppelschnittsverhältnisse 
geschnitten  wurde  {§.  189),  so  gilt  auch  von  vier  Ebenen  im  Räume 
der  Satz: 

Vier  Ebenen,  welche  sich  iti  einer  und  derselbeti  Geraden  schneiden, 
theilen  Jede  andere  Gerade  nach  einem  und  demselben  Doppelschnitts- 
verhältnisse. 

Denn  heissen  die  vier  Ebenen  «,  /?,  y,  6,  und  ihre  gemeinschaft- 
liche Durchschnittslinie  e.  Werden  ferner  von  diesen  Ebenen  zwei 
beliebig  gezogene  Gerade  /  und  /',  die  eine  f  in  A,  B,  C,  D,  die 
andere  f  in  A',  B' ,   C ,  D'  resp.  geschnitten.     Dass  nun  dabei 

{A,B,C,D)  =  {A',B',  C,  D'), 
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fliesst  in  dem  Falle,  avo  /  und  /'  in  einer  Ebene  liegen,  unmittelbar 
aus  §.  189,  weil  alsdann  die  vier  Geraden  AA',  BB\  CC ,  DD'  sich 
in  einem  Puncte,  dem  Durchschnitte  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  e, 
schneiden. 

Sind  aber/"  und/'  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  lege  man 
durch  jede  derselben  eine  Ebene  nach  Belieben.  Der  Durchschnitt 
dieser  zwei  Ebenen,  welcher  /"  heisse,  werde  von  den  Ebenen  a,  /?, 
y,  ö  in  den  Puncten  Ä\  B'\  C",  D"  geschnitten,  so  ist  vermöge  des 
vorigen  Falls,  weil  f"  mit  f  in  einer  Ebene  liegt : 

{A\B",...)  =  {A,B,...), 
und  weil  f"  mit  f  in  einer  Ebene  ist : 

[A\B'\...)  =  [Ä,B\...): 
also  wiederum: 

{A,B,...)  =  {A\B\...). 

h)  Sind  in  dem  Ausdrucke  eines  Doppelschnittsverhältnisses  statt 
zweier  der  vier  Puncte  zwei  Ebenen  gesetzt,  und  versteht  man  unter 
diesen  Ebenen  die  Puncte,  in  welchen  die  Ebenen  von  der  Geraden, 
welche  die  zwei  übrigen  Puncte  im  Ausdrucke  verbindet,  geschnitten 
werden,  so  lässt  sich  mittelst  des  eben  erwiesenen  Satzes,  ähnlicher- 
weise, Avie  in  §.  190,  darthun,  dass,  wenn  A,  ...,  i^  beliebige  sechs 
Puncte  im  Räume  sind,  und  man  in  der  Form  {A,  B,  C,  D)  zu  zweien 
der  darin  enthaltenen  vier  Buchstaben  das  Buchstabenpaar  EF  hin- 
zufugt, sämmtliche  sechs  auf  diese  Art  entstehenden  Doppelschnitts- 
verhältnisse : 

[A,  B,  CEF,  DEF),     {A,  BEF,  C,  DEF), 
[A,  BEF,  CEF,  D), 
etc.  gleiche  Werthe  haben.   —  Denn  es   sind   die  Doppelschnittsver- 
hältnisse,   in    denen   der  Reihe    nach   die   sechs   Geraden  AB,   AC, 
AD,  ...   von  den  vier  Ebenen  AEF,  BEF,   CEF,  DEF,   welche 
sich  gemeinschaftlich  in  EF  schneiden,  getheilt  werden. 

§.  197.  Es  soll  nun  noch  die  Anwendung  der  in  §.  195  ge- 
gebenen Formel  auf  die  Lösung  der  Aufgaben,  welche  zufolge  des 
Lehrsatzes  §.  194  gebildet  werden  können,  in  einem  einfachen  Bei- 
spiele gezeigt  werden. 

Aufgabe.  Bei  sechs  Ebenen  a,  ß,  y,  d,  €,  ^  wird  der  Durch- 
schnitt je  zweier  von  den  vier  übrigen  in  vier  Puncten  geschnitten, 
und  somit  in  dem  Durchschnitte  je  zweier  Ebenen  ein  Doppelschnitts- 
verhältniss  gebildet.  Seien  nun  die  Doppelschnittsverhältnisse  in  den 
Durchschnitten  ßy,  ya,  aß: 

ßy{a,  0,8,1)  =p,      "y{ß,ö,e,i:)  =  q,     ''l^{y,d,e,C)  =  7- 
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gegeben;  das  Doppelschnittsverhältniss  in  dem  Durchschnitte  s'C, 

zu  finden. 

Auflösung.  Jede  der  sechs  Ebenen  enthält  fünf  Durchschnitte, 
also  ein  System  von  fünf  Geraden,  wobei  man  nach  §.  191  aus  den 
Doppelschnittsverhältnissen  zweier  derselben  das  Doppelschnittsver- 
hältniss jeder  der  drei  übrigen  finden  kann. 

Man  suche  daher  in  der  Ebene  /  aus  den  gegebenen  Doppel- 
schnittsverhältnissen der  Geraden  ay  und  ßy,  das  der  Geraden  ye; 
und  eben  so  in  der  Ebene  ß  aus  den  Doppelschnittsverhältnissen  der 
aß  und  ßy,  das  der  ßs.  Hiermit  kennt  man  zwei  Doppelschnitts- 
verhältnisse in  der  Ebene  s,  die  der  Geraden  ys  und  ße,  woraus 
man  auf  gleiche  Weise  das  gesuchte  Doppelschnittsverhältniss  der 
in  derselben  Ebene  liegenden  Geraden  eC  finden  kann. 

Die  Ausführung  selbst  ist  folgende.     Man  hat  nach  §.  195: 

1)  ßr{d,:,a,e).''r{d,L,e,ß)=r'(d,C,a,ß), 

2)  ßy{d,  L,  a,  e)  .  "ß{ö,  L,  e,  y)  =  ß^ö,  L,  a,  y), 

3)  /'(«,  ö,  ß,  L)  .  ß^a,  ö,  L,  y)  =  'C{a,  d,  ß,  y). 
Setzt  man  daher  noch 

y^{6,L,a,ß)=m,     ß^d,l,a,y)  =  n, 
so  erhält  man  nach  §.  184: 

ßY[d,  'C,  a,  6)  =  1  —p,     y'{a,  6,  ß,  l)  =  1—m, 

"ß{ö,  L,  e,  y)  =  j4:^.     'C^a,  ö,ß,y)  =  i-^- 

Hierdurch  werden  die  Gleichungen  1),  2),  3): 

1  — p  1  — p  1 — m        .         1 

=  m , =  n ,     :j =1 , 

1  —  q  '1  —  r  1  — 11  X 

und  hieraus  folgt  nach  Elimination  von  m  und  n: 

1  —  q     p  —  ;• 

X  '^= • 

1  —p      q  —  r 


§.  19S. 


Cap.  6.     Geometrische  Netze. 


237 


Sechstes  Capitel. 

Die  geometrischen  Netze. 


I.    Das  Netz  in  einer  Ebene. 

§.  198.  Seien  A,  B,  C,  D  (Fig.  43)  vier  beliebige  Puncte  in 
einer  Ebene,  von  denen  jedoch  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen. 
A^  B,  C  zu  den  drei  Fundamentalpimcten  der  Ebene  genommen,  sei 

Z>  =  aA+hB-\-cC, 

oder  symmetrisclier,  w^nn  man 

a  -\-  h  -{-  c  =  —  d 
setzt  (§.  24,  c); 

I)  aA  +  hB-{-cC-\-dD  =  Q. 


Man  verbinde  die  vier  Puncte  zu  zweien  durch  Gerade,  und 
nenne  A  den  Durchschnitt  der  Geraden  BC  und  AD,  B'  den 
Durchschnitt  der  CA  und  BD.  C  den  Durchschnitt  der  AB  und 
CD,  oder,  —  wie  wir  dies  der  Kürze  willen  inskünftige  schreiben 
wollen,  —  sei 

BC-  AD^A',     CA-  BD  =  B',     AB-  CD=  C. 
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Alsdann  ist  (§.  24.  c?) : 

ibB  -i-  cC  =—aA  —  dD  =  a'A', 
II)  IcC  -{-aA  =  —  bB  —  dD  =  b'B', 

[aA-\-bB  =  —  cC  —  dD  =  c'C\ 
wo 

a  =  b-\-c,     b'=  c  -\-  a,     c  ■=  a-\-h. 

Man  ziehe  noch  die  Geraden  B' C\   C A\  A'B\  und  setze: 

B'C-  AD  =  A",     CA' •  BD  =  B",     A'B' ■  CD  =  C". 

Die  Ausdrücke  für  diese  neuen  Durchschnittspuncte  ergeben  sich 
durch  paarweise  Addition  der  Gleichungen  IT),  und  mit  der  Berück- 
sichtigung, dass 

aA-{-bB-{-cC=—dD. 
Es  wird  nämlich: 

i2aA-\-bB-{-cC=aA  —  dD  =  b'B'^c'C'=  {a  —  d)A" 

m)    <aA  +  2bB-i-cO=bB  —  dD  =  c'C'-]-aA'=  [b  —  d)B" 

\aA  +  bB  +  1cC=cC  —  dD  =  aA'-\-  b'B'=  [c  —  d)  C". 

Sei  endlich 

BCB'C'=F,     CA-  C'A'=  G,     ABA'B'=H, 

so  kommt,  wenn  man  die  Gleichungen  II)  paarweise  von  einander 
subtrahirt : 

(bB  —  cC  =c'C'—b'B'={b  —  c)F, 
IV)        IcC  —aA  =  aA'—c'C'={c  —  a)G, 

[aA  —  bB  =  b'B'—aA'=  {a  —  b)H. 

Wir    ziehen    hieraus    nachstehende    merkwürdige    Eigenschaften 
unserer  Construction. 

1)  Vermöge  II)  verhält  sich: 


BA' 

:  A'C  =  c  :  b, 

CB' 

:  B'A  ^:=  a  :  c , 

AC 

:  C'B  =  b  -.a, 

BA' 

CB'     A  C 

folglich 

BA'      CB'     AC  ^ 

A'C  '  B'A  '    C'B  ~~    ' 
d.  h.: 

Verbindet  man  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  mit  einem  vierten 
in  der  Ebene  des  Dreiecks  liegenden  Puncte  durch  gerade  Linien ,  so 
ist  das  Product  aus  den  drei  Verhältnisse7i ,  nach  welchen  die  Seiten 
des  Dreiecks  von  diesen  Li?iieti  geschnitten  werden,  der  posifive?i  Ein- 
heit gleich. 
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2)  Aus  der  ersten  Gleichung  in  II)  folgt: 

cC—aA'=B,     a'A'-{-aA  =  D, 
und  daher 

CB  :  BA'=—a:  c, 
A'D  :  DA  =  a  :  a. 


Es  war  aber  auch 
mithin 


AB':  B'C=  c  :  a; 
CB       A'D      AB' 


1, 


BA'   '   DA  •   B'C 

eine  Relation,   welche  folgendergestalt  ausgesprochen  sich  leicht  be- 
halten lässt: 

Das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen^  nach  welchen  die  drei 
Seiteti  eines  Dreiecks  {ACA')  von  einer  vierten  Geraden  [BDB')  ge- 
schnitten werden  [CA  in  B.  A'A  in  D,  AC  in  B')  ist  der  negativen 
Einheit  gleich. 

3)  Nach  n)  ist: 
und  nach  III): 
folglich 


A=aA^dD, 
A"=  aA  —  dD; 

AA'      AA"  _   d_     —d_ 
AD  '   A'D  '~  ~^  '       a~~    ' 


oder 


M,  D,A,A')  =  -\. 

Auf  dieselbe  Weise  finden  sich  auch  die  Doppelschnittsverhält- 
nisse 

[B,  D,  B',  B"),       [C,  D,  C,  C"), 
{B,  C,  A,  F),        [C,  A,  B',  G),        [A,  B,  C,  H), 

[B',  C,  A",  F),     [C,  A,  B",  G),     [A ,  B',  C",  H) 

der  negativen  Einheit  gleich;  also: 

Verbindet  mati  vier  beliebige  Pimcte  in  einer  Ebene  zu  zweien 
durch  gerade  Linien ,  und  die  drei  somit  entstehenden  Durchschnitte 
von  Neuem  durch  Gerade^  so  erhält  man  ein  System  von  neun  Linien, 
und  in  jeder  derselben  vier  Durchschnitte.  Das  Doppelschnittsver- 
hältniss  aber.,  nach  welchem  bei  je  vier  solchen  Funden  der  Theil  der 
Linie  zwischen  einem  der  beiden  äusseren  und  dem  nicht  zunächst 
liegenden  inneren  Functe^  in  den  beiden  anderen  geschnitten  wird,  ist 
der  negativen  Einheit  gleich. 

Diese  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  kann  auch  schon 
aus  §.  188  leicht   dargethan  werden.     Weil   nämlich  AC,  DB,  A'F 
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sich  in  einem  Puncte,  B' ,  schneiden,  so  ist 

{A,D,A',Ä')  =  {C\B,A',F), 
lind    eben    so,    weil  AB,    DC\   A"F    sich    in     einem    Puncte,    C", 

schneiden: 

{A,D,A',A")  =  {B,C,A',F), 
folglich 

{B,  C,  A',  F)  =  {C,  B,  A\  F). 

Nun  ist  nach  §.  184  von  diesen  zwei  einander  gleichen  Doppel- 
schnittsverhältnissen das  eine  auch  dem  Reciproken  des  anderen 
gleich,  und  mithin  jedes  derselben  =  zb  1.  Da  aber  ein  Doppel- 
schnittsverhältniss  nicht  =  +  1  sein  kann,  ohne  dass  zwei  seiner 
vier  Puncte  zusammenfallen,  oder  unendlich  entfernt  liegen  (§.  182), 
so  gilt  nur  die  negative  Einheit,  und  folglich  ist 

[A,  D,  A',  A")  =  (J5,  C,  A',  F]==  —  l. 
Sodann  ist 

{B,C,A',F)  =  {C",B',A",F), 

weil  B  C ;   CB',  A'A"  in  A   zvisammentreffen.     Eben   so  wird  ferner 
bewiesen,  dass 

{B,  D,  B\  B")  =  (C,  A,  B',  G)  =  {A',  C",  B",  G)  =  —  1, 
u.  s.  w. 

Man  bemerke  hierbei,  dass  ein  der  negativen  Einheit  gleiches  Doppel- 
schnittsverhältniss  ganz  mit  der  sogenannten  harmonischen  Theilung  überein- 
kommt. —  Drei  Grössen  stehen  in  einer  stetigen  harmonischen  Proportion, 
wenn  ihre  Reciproken  eine  stetige  arithmetische  Proportion  ausmachen,  oder 
•was  dasselbe  ist,  wenn  die  Differenz  der  ersten  und  zweiten  Grösse  sich  ver- 
hält zur  Differenz  der  zweiten  und  dritten,  wie  die  erste  zur  dritten.  Sind 
demnach  A,  B,  C,  D  vier  Puncte  einer  Geraden,  so  bilden  die  drei  Ab- 
schnitte AB,  AC,  AD  eine  harmonische  Proportion,  wenn 
AC—AB:AD  —  AC=AB:AD, 
^-  ^'  BC:  CD  =  AB  :  AD. 

Man  sagt  daher,  eine  Linie  AD  werde  harmonisch  getheilt,  wenn  sie  in  drei 
Theile  AB,  BC,  CD  zerlegt  wird,  so  dass  sich  der  mittlere  Theil  zu  dem 
einen  der  beiden  äusseren  verhält,  wie  der  andere  äussere  zu  der  ganzen 
Linie.    Es  folgt  aber  aus  dieser  Proportion: 

BC     BA  __ 
CD     AD~         ' 
^'  ^-  [B,  D,  C,A]  =  —  1. 

Ca r not  sagt  dafür  in  seiner  Geometrie  de  position,  die  Linie  BD  werde 
in  C  und  A  in  proportionale  Segmente  getheilt. 

Uebrigens  erhellet  aus  §.  184,  dass,  wenn 
auch  :B.D,C,A:=-X, 

[B,  D,  A,  C)  =  {D,  B,  A,  C]  =   D,  B,  C,  A]  =  [C,  A,  B,  D 

=  [Ö,  A,  D,  B]  =  [A,  C,  B,  D,  =  [A,  C,  D,  B  =  —  i 
ist. 
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4)  Durch  Addition  der  drei  Gleichungen  IV)  erhält  man: 

[b  —  c)F  +  [c  —  a)  G  +  [a  —  h) H  =  0; 
mithin  liegen  F,   G  und  H  in  einer  geraden  Linie;  also: 

Beschreibt  man  in  ein  Dreieck  [ABC]  ein  zweites  [A'B'C],  so 
dass  die  drei  Geraden,  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen  verbinden, 
sich  in  Einem  Puncte  [D]  schneiden:  so  sind  die  drei  Puncte  [F^  G,  H), 
in  deneyi  sich  die  gegenüberliegenden  Seiten  schneiden,  in  Finer  Geraden 
enthalten. 

5)  Zieht  man  die  Gleichungen  III)  paarweise  von  einander  ab, 
so  kommt  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  IV): 

[b  —  d)  B"—  [c  —  d)  C"=  [b  —  c)  F, 
{c  —  d)  C"—  {a  —  d)  A"=  {c  —  a)G, 
[a  —  d)  A"—  [b  —  d)  B"=  {a  —  b)  H. 

Mithin  liegen  auch  B"  und  C"  mit  F,  C"  und  A'  mit  G,  A' 
und  B"  mit  H  in  gerader  Linie,  welches  folgenden  Satz  giebt: 

Wird  in  ein  Dreieck  ABC  ein  ziceites  A'B'C,  und  in  dieses  ein 
drittes  A"B"C"  einbeschrieben,  dergestalt,  dass  die  gleichnamigen  Spitzen 
mit  einem  vierten  Pmicte  D  immer  in  einer  Geraden  liegen,  also 
A,  A',  A"  mit  D;  B,  B' ,  B"  mit  D ,-  C,  C ,  C"  mit  D:  so  schnei- 
den sich  hinwiederum  die  gleichiiamigen  Seiten  dieser  drei  Dreiecke  in 
einem  Puncte,  nämlich  BÖ,  B'C,  B"C"  in  F;  CA,  CA,  CA'  in 
G ;  AB,  AB',  A"B"  in  H;  auch  liegen  diese  drei  Puncte  F,  G,  H 
in  einer  Geraden. 

§.  199.  Zusätze,  a)  Die  in  2)  erhaltene  Relation,  worauf 
übrigens  schon  die  in  §.  157,  1  gefundenen  und  die  zum  Beweise  des 
Satzes  §.  188  angewendeten  Formeln  hinauskommen,  lässt  sich  noch 
symmetrischer  aus  den  allgemeinen  Ausdrücken  in  §.  39  für  die 
Durchschnitte  einer  Geraden  mit  den  Seiten  des  Fundamentaldrei- 
ecks ABC  ableiten.  Denn  heissen  diese  Durchschnitte  /,  K,  L,  so 
ist  nach  §.  39: 

I=yB  —  ßC,     K=aC—yA,     L  =  ßA  —  ccB, 

und  daher,  wie  vorhin: 

''    IC  ■  KA-  LB       \       ■/][       «M       ß!" 

b]  Werden  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  von  einer  zweiten 
Geraden  in  ilf ,  iV,   0  geschnitten,  so  hat  man  auf  gleiche  Weise: 

21  ^^     —     ^  Q  _ 

'  MC  •  NA      OB'' 

Mob  in  8  Werke  I.  jg 
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Dividirt  man  nun  2)  in   1),  so  kommt: 

[B,  C,  /,  M)  [a  A,  K,  N)  {A,  B,L,  0)  =  1, 
oder,    wenn    man  die   Geraden   IKL    und   3IN0  mit  a  und   h  be- 
zeichnet (§.  190): 

3)  [B,  C,  a,  h)  {C,  A,  a,  h)  {A,  B,  a,  b)  =  1. 

und,  wenn  man  die  Dreiecksseiten  B  C,  CA,  AB  resp.  c,  d,  e  nennt 

(§•  191): 

^(e,  d,  a,  h)  .  f'(c,  e,  a,  h)  .  ^{d,  c,  a,  b)  =  1, 

eine  Formel,  die,  wie  man  gleich  erkennt,  mit  der  in  §.  191  auf 
weniger  einfachem  Wege  erhaltenen  ganz  identisch  ist.  Sie  drückt, 
vermöge  der  Form  3),  folgenden  Satz  aus: 

Das  Product  atis  den  drei  Doppelschnittsverhaltnissen.  nach  welchen 
die  Seiten  eines  Dreiecks  [ABC)  ton  zwei  anderen  Geraden  (a,  b)  ge- 
sclinitten  werden^  ist  der  positiven  Einheit  gleich. 

c)  Diese  Eigenschaft  und  die  obige  in  2),  gelten  aber  nicht  bloss 
für  das  Dreieck,  sondern  können  auf  jedes  beliebige  Vieleck  ausge- 
dehnt werden.  Hat  man  nämlich  in  einer  Ebene  ein  Vieleck  und 
eine  Gerade,  so  zerlege  man  ersteres  durch  Diagonalen  aus  einem 
Puncte  in  Dreiecke ,  bemerke  hierauf  die  Puncte ,  in  denen  die 
Seiten  dieser  Dreiecke  (oder  ihre  Verlängerungen)  von  jener  Geraden 
geschnitten  werden,  und  bilde  für  jedes  Dreieck  eine  Gleichung, 
wie  1).  Multiplicirt  man  nun  diese  Gleichungen  in  einander,  so 
heben  sich  die  Verhältnisse,  nach  denen  die  Diagonalen  geschnitten 
werden,  gegenseitig  auf,  und  man  bekommt  den  Satz: 

Das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  alle  Seiten  eines 
ebenen  Vielecks  von  einer  Geraden  gesch^ntten  werden,  ist  der  Eitiheit 
gleich ,  u?id  zwar  der  positiven  oder  negativen ,  tiachdem  die  Seitenzahl 
des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist. 

Bildet  man  dieselbe  Gleichung  für  eine  zweite  das  Vieleck 
schneidende  Gerade  und  dividirt  diese  Gleichung  in  die  vorige,  so 
erhält  man  als  Resultat: 

Das  Product  aus  den  Doppelsclinittsverh'dltnissen,  nach  denen  alle 
Seiten  eines  ebenen  Vielecks  von  zwei  Geraden  geschnitten  loerdeti,  ist 
der  positiven  Einheit  gleich. 

Ist  endlich  das  Vieleck  nicht  in  einer  Ebene  enthalten,  so  gelten 
dieselben  zicei  Sätze,  icenn  man  die  Seiten  des  Vielecks  mit  einer  oder 
zwei  Ebe7ien,  statt  Geraden,  gesclinitten  werdeti  lässt. 

Der  Beweis  hierfür  ist  dem  obigen  ganz  ähnlich.  Ich  brauche 
übrigens  wohl  kaum  hinzuzusetzen,  dass  bei  allen  diesen  Verhält- 
nissen  jede  Spitze  des  Vielecks  nicht  als  gemeinschaftlicher  Anfangs- 
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oder  Endpunct  der  zwei  darin  zusammenstossenden  Seiten,  sondern 
immer  als  Anfangspunct  der  einen  und  Endpunct  der  anderen  Seite 
genommen  werden  muss  (§.  181). 

§.  200.  Die  Construction  der  in  §.  198  betrachteten  Figur  be- 
stand darin,  dass  wir  vier  in  einer  Ebene  liegende  Puncto  A,  B,  C,  D 
durch  Gerade  verbanden,  und  die  somit  sich  ergebenden  drei  Durch- 
schnittspuncte  A\  B' ,  C  abermals  durch  Gerade  verknüpften.  Hier- 
durch erhielten  wir  sechs  neue  Durchschnitte  Ä',  B",  C",  F,  G,  H, 
die  nun  wiederum  unter  sich  und  mit  den  sieben  ersteren  Puncten 
durch  Gerade*)  verbunden  werden  können.  Und  so  lässt  sich  das 
Verbinden  der  durch  vorhergegangene  Verbindungen  entstandenen 
Durchschnittspuncte  ohne  Ende  fortsetzen. 

Das  auf  solche  Weise  aus  den  vier  in  einer  Ebene  beliebig  ge- 
nommenen  Puncten  A,  B,  C,  D  sich  nach  und  nach  bildende 
System  von  Linien  wollen  wir  ein  Netz  in  einer  Ebene,  die 
Linien  selbst  und  ihre  gegenseitigen  Durchschnittspuncte  die  Linien 


*)  Dies  werden  folgende  sechszehn  sein: 

AF,  BA",  CA",  DF,  B"C"F 
AB",  BG,  CB",  DG,   C"A"G 
AC",  BC",   CH,  DH,  A"B"Hund  FGH. 
Untersucht  man  die  Puncte,    in  denen  sich  diese  Linien  unter  einander  und 
mit    den    vorhergezogenen    schneiden,    so   wird  man  wiederum  eine  Menge  merk- 
würdiger Verhältnisse   entdecken.     Auch  wird  es   mehrere  Male,   eben   so  wie   im 
Vorigen,    der  FaU  sein,    dass    drei  dieser  Linien  sich   in  einem  Puncte  schneiden, 
und  dass  drei  oder  mehrere  Durchschnittspuncte   in  einer  Geraden    enthalten  sind. 
So  liegen  in  ^  C  die  Puncte 

DG-AC"^hB  +  2cC,     DH-  AB"^2hB  +  cC\ 
in  B'C  die  Puncte 

DG-AB"^^aA  +  2hB  +  cC,      D  H- AC"  ^  SaA  +  bB +  2cC, 
BG  •  CB"^  aA  +2bB  —  cC,      CS  •  B  C"  ^  aA  —bB  +  2cC; 
in  AD  die  Puncte 

BC"-  CB"  =  aA-\-2bB  +  2cC,       CJff  •  B  G  =  — aA  +  bB  +  cC. 

Die  auf  ähnliche  Art  in  die  Geraden  CA,  CA',  BD  und  AB,  A'B',    CD 

fallenden  Puncte    ergeben  sich  hieraus  durch  blosse  Vertauschung  der  Buchstaben. 

Von  der  Richtigkeit  der  beigefügten  Ausdrücke  wird  man  sich  leicht  mittelst 

der  im  §.  198   mitgetheilten  Formeln  I)   bis  IV)  versichern  können.     So  findet  sich 

z.  B.  der  Ausdruck 

%aA  +  2bB  +  cC=2{aA-\-bB)+  [aA  +  cC)  =  2{a +  b)  C'-\- (a  +  c)  B' 

=  2{aA  +  bB+cC)  +  [aA  —  cC]  =  —2dD  +  {a  —  c)G 
=  2a  A+  [aA-{-2bB-\-cC)  =  2aA-\-[b  —  dB". 
Mithin   gehört   dieser  Ausdruck  einem  Puncte  an ,    der  in   den   drei  Geraden 
B'C,  DG  und  AB"  zugleich  enthalten  ist. 

16* 


244  Der  barycentrische  Calcul.    Abschnitt  II.  §.  201. 

und  Puncte  des  Netzes,  und  die  vier  Puncte  A,  .  .,  Z>,  von 
denen  die  Construction  ausgeht,  die  vier  Hauptpuncte  des 
Netzes  heissen. 

Es  würde  nicht  nur  sehr  ermüdend,  sondern  auch  von  keinem 
erheblichen  Nutzen  sein,  wenn  wir,  eben  so  wie  in  §.  198  bei  den 
ersten  Linien  des  Netzes,  auch  bei  der  fortgesetzten  Construction 
desselben  in  das  Einzelne  gehen  wollten.  Dagegen  soll  uns  in  den 
nächsten  §§.  die  Entwickelung  mehrerer  allgemeiner  Eigenschaften 
des  Netzes  beschäftigen,  die  schon  an  sich  merkwürdig  genug,  be- 
sonders aber  für  die  noch  vorzutragende  fünfte  Verwandtschaft  von 
Wichtigkeit  sind. 

§.201.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C  xind  D  =  aA-\- bB -{- cC 
die  vier  Hauptpuncte  eines  Netzes  in  einer  Ebene,  so  kann  jeder 
andere  Punct  P  des  Netzes   unter   einem  Ausdrucke  von  der  Form 

cpaA-{-xbB-]-ipcC 
dargestellt  werden,    wo  (p,   /,  ifj   rationale  Zahlen,   Null  mit  einbe- 
griffen, sind,  die  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  Hauptpuncte, 
sondern  bloss  von  der  Verbindungsart  abhängen,  durch  welche  man, 
von  den  Hauptpuncten  ausgehend,  zu  P  gelangt. 

Beweis.  Jeder  neu  hinzukommende  Punct  P  des  Netzes  wird 
erhalten  als  der  Durchschnitt  zweier  Geraden  IK  und  LM,  deren 
Puncte  /,  K,  L,  M  schon  vorhandene  Puncte  des  Netzes  sind.  Man 
nehme  nun  an,  die  Ausdrücke  dieser  vier  Puncte  seien  von  der  im 
Lehrsatze  angegebenen  Beschaffenheit,  und  setze  daher: 

il  =  i'aA  -f-  i'bB  -{-  i"'cC, 

kK  =  yJaA  -\-  -/'bB  -{-  y!"cC, 

IL  =  I'aA  +  rbB  +  r'cC, 

\mM  =  LiaA  +  }.i"bB  +  !.l"c  C, 

wo  also  fc',  t\  l"  1  x',  etc.  rationale  Zahlen  sind.  Man  eliminire  aus 
diesen  vier  Gleichungen  A,  B,  C\  so  gehen  auch  die  damit  resp. 
verbundenen  Coefficienten  a,  b,  c  heraus,  und  man  erhält  eine  Glei- 
chung von  der  Form: 

2)  nI+'KkK+llL  + ^imM=(i, 

wo  t,  X,  A,  (.i  Coefficienten  vorstellen,  die  aus  den  vorigen  l,  l',  l" , 
x',  ...  sich  durch  lineare  Gleichungen  finden  lassen.  Es  folgt  aber 
aus  letzterer  Gleichung: 

lH  +-/.kK^  IIL  +  !.imM^  P; 
mithin,   wenn  man  für  il  und  kK  (oder  IL  und  m3I)   ihre   obigen 
Werthe  substituirt,  und 


1) 
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tf 4- XX  =  (f,    it  +  XX  =  Xj    II  -\- yy-  =  ^ 

SGtzt ' 

Sind  nun,  me  angenommen  wurde,  t,  i",  i!" ,  /.' ,  ...  rationale  Zahlen, 
so  werden  es  auch  l  und  x,  und  folglich  auch  cp,  x»  V^  sein. 

Es  lassen  sich  aber  die  vier  Hauptpuncte  A,  B,  C,  D  selbst 
durch  Ausdrücke  von  der  angenommenen  Form  darstellen,  indem 
für  A,  ;f  =  ?//  =  0;  etc.  und  für  D,  cp  =  x  =  ^  ist.  Mithin  wird 
auch  dieselbe  Form  allen  aus  A,  .  . ,  D  abgeleiteten  Durchschnitten, 
d.  h.  allen  übrigen  Puncten  des  Netzes,  zukommen. 

Beispiele  hierzu  liefern  die  Ausdrücke  in  §.  1 98  und  in  der  Note 
zu  §.  200. 

Uebrigens  sieht  man  leicht,  dass  y,  7,  i/^  nicht  von  a,  b,  c  und 
folglich  auch  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpuncte 
abhängen. 

§.  202.  Zusätze,  ä)  So  wie  der  Durchschnitt  P  der  Linien 
IK  xind  L3f  den  Ausdruck  iil -{- y./cK  h.a.tte,  eben  so  wird  für  den 
Durchschnitt  Q  der  IK  mit  irgend  einer  anderen  Linie  des  Netzes 
der  Ausdruck  i,il -\- '/.fklf  sein,  wo  i„  x„  aus  gleichem  Grunde  wie 
c,  X,  rational  sind.     Es  folgt  aber  aus  P  ^  LiI-\-  y.kK 

IP  .PK=v.k  :  t», 
und  aus  Q  ^  L,il  -\-  v.,kK 

IQ  :  QK  =  v.,k  :  i,i\ 
mithin  ist 

also  ebenfalls  rational,  d.  h. : 

Jedes  in  dem  ebenen  Netze  sich  bildende  DoppelscJmittsverhältniss 
hat  einen  rationalen  bloss  von  der  Constructionsart  und  nicht  zugleich 
von  der   gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpuncte  abhU7igigen   Werth. 

Als  Beispiele  dienen  die  in  §.  198  gefundenen  Doppelschnitts- 
verhältnisse. 

b)  Sei  noch  N  irgend  ein  Punct  des  Netzes,  und  daher  sein 
Ausdruck : 

nN  =v'aA-{-  v"bB  +  v"'c  C\ 

wo  v' ,  v'\  v"  rationale  Zahlen  sind.  Man  eliminire  aus  dieser  Glei- 
chung und  den  obigen  Gleichungen  1)  für  /,  K,  L  die  Puncte 
A,  B,   C,  so  bekommt  man: 

3)  i,iI-\-ji,kK-{-k,lL  +  vnN=0, 

wo,   ähnlicherweise  wie  in  2),  i„  x„  A„  v   rationale  Zahlen  bedeuten. 
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Setzt  man  noch  n  =  i,,  y.k  ^  h,^  ),l  =  l,^  so  kann  man  für  2)  und  3) 

auch  schreiben: 

M=i,I+k,K+l,L, 

N=—i,I-\-—k,K+^lL. 

-  '         3 ' 

Da   nun  hierbei  — ^,    — ^,    -r-    rational  sind,  so  schliessen  wir:    Sind 

/,  K,  L,  M  irgend  vier  Puncte  eines  ebenen  Netzes,  von  denen 
keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  so  kann  jeder  andere  Punct  ]Sl 
desselben  Netzes  auch  unter  dem  Ausdrucke  eines  Punctes  darge- 
stellt werden,  Avelcher  dem  aus  7,  TT,  Z,  M^  als  Hauptpuncten,  her- 
vorgehenden Netze  zugehört. 

Es  folgt  nun  der  umgekehrte  Satz  von  §.  201. 

§.  203.     Lehrsatz.     Sind  A,  B,  C  und 
D  =  aA  +  bB-{-cC 
vier  in  einer  Ebene  gegebene  Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  und  r/),  /,  i/y  irgend  drei  in  rationalen  Verhältnissen 
zu  einander  stehende  Zahlen,  so  lässt  sich  der  Punct  der  Ebene 

P=  cpaA  +  x^B  +  ipcC 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  Puncte  mit  geraden 
Linien  finden. 

Beweis.  Unter  der  gemachten  Voraussetzung,  dass  die  Ver- 
hältnisse cp  :  X  '.  ip  rational  sind,  können  und  wollen  wir  uns  unter 
(p,  X  uiid  V^  bloss  ganze  Zahlen  vorstellen.     Nun  ergeben  sich: 

1)  die  Puncte 

aA-}-bB  und  aA-{-cC 

(Fig.  44)  als  die  Durchschnitte  der  AB  mit  CD  und  der  AC  mit 
BD  (§.  198). 

2)  ist  der  Punct 

2aA  +  bB-{-cC*)  =aA-\-{aA-{-bB  +  cC)  =  {aA-{-bB)-{-{aA-\-cC), 
und  wird  daher  gefunden  als  der  Durchschnitt  der  Geraden  A  D  mit 

der  durch 

aA-\-bB  und  aA-{-cC 

gelegten  Geraden.     Verbindet  man   diesen   Punct  mit  C  und  B,    so 
erhält  man  in  den  Linien  AB  und  AC  die  Durchschnitte 
2aA-^bB  und  2aA  +  cC. 

*)  Aus  Mangel  an  Raum  sind  dieser  Punct  und  die  folgenden 
3aA  +  bB  +  cC,     AaA  +  ..., 
in  der  Figur  nur  durch  die  Ziffern  2,  3,  4  angedeutet  worden. 
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Hiermit  ergiebt  sich 

3)  der  Punct 

•^aA  +  hB  +  cC  =  2aA-\-{aA-{-bB  +  cC) 
=  {2aA-\-iB)-\-{aA-{-cC)  =  {1aA  +  cC)-\-{aA-\-bB), 

als  der  Durclischnitt  zweier  der  di-ei  Geraden,  welche  A  mit  D, 

2a A -\- b B  mit  aA-\-cC,     2a A  + cC  mit  aA  + bB 
verbinden.     Zieht  man  von  diesem  Puncte  zwei  Gerade  nach  C  und 
B,   so  schneiden  dieselben  die  A  B  und  A  C  in  den  Puncten 

"iaA  +  bB  und  ?>aA-{-cC, 
wodurch  man 

4)  den  Punct 

4«^  -^bB  +  cC 

erhält  als  den  Durchschnitt  zweier  der  vier  Geraden :  durch  A  und  Z), 
durch 

2aA  +  bB  und  2aA  +  cC, 
durch 

?,aA-\-bB  und  aA  +  cC, 
durch 

^aA  +  cC  und  aA  +  bB\ 

dieser  Durchschnitt  mit  C  und  B  verbunden,  giebt  in  AB  und  AC 

die  Puncte 

AaA  +  bB  und  AaA  +  c  C. 


iaA+lJS, 
3aÄ  +  iB 
•iaA  +  IB, 


'  SaA^cC 


ZaAi-cC 

fiA+cC 


Fig.  44. 

Auf  solche  Weise  fortgefahren,  bekommt  man  die  Puncte 
haA-^bB-^cC,     ^aA-\-bB-{-cC, 
etc.,  also  allgemein 

(paA-\-bB-\-cC, 
wo  (p  jede  positive  Zahl  sein  kann. 
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Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  nun  aus  dem  Puncte 

(paA-\-bB-\-cC 
die  Puncte 

(paA  +  'lhB  +  cC,     (paA-\-dbB-\-cC, 

etc.  und  allgemein  der  Punct 

(paA  +  X^^  +  cO 
ableiten,  wo  x  wiederum  jede  positive  ganze  Zahl  vorstellt. 
Eben  so  wird  endlich  mittelst 

(paA-{-xbB-\-cC 
der  Punct 

(paA-{-  xbB  -^  xjjcC 

gefunden,   was  auch  ip  für  eine  positive  ganze  Zahl  ist. 

Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  die  Construction  für  einen  Punct 
anzugeben,  bei  welchem  (f,  Xj  ^  nicht  wie  bisher  einerlei  Zeichen 
haben.  Sei  demnach,  unter  der  Voraussetzung,  dass  (f,  Xj  ^  Posi- 
tive ganze  Zahlen  sind,  der  zu  findende  Punct 

P=(paA-\-x^ß  —  ^(^^- 

Zuerst  suche  man  den  Punct 

(paA  +  X^ß  +  ^cC. 

So  wie  nun  in  §.  198  aus  den  Puncten 

A,  B,  C,  aA-\-bB-\-cC 
die  Puncte 

aA  —  cC  und  bB  —  cC 

abgeleitet  wurden,  eben  so  wird  man  aus 

A,  B,   C,  (paA  +  ybB-\-\pcC 
die  Puncte 

cpaA  —  xpcC  und  x^B  —  \pcC, 

und  hiermit  den  Punct 

cpaA  -{-  xbB  —  ipcC 
als  den  Durchschnitt  zweier  der  drei  Linien: 

durch  C  und  (paA-\-  xbB  -\- ipcC, 
durch  B  und  q)aA — ipcC, 

durch  A  und  x^^  —  ipcC, 
finden  können. 

Man  erkennt  übrigens  leicht,  dass  es  ausser  den  jetzt  vorge- 
tragenen Constructionen  noch  viele  andere  und  in  manchen  speciellen 
Fällen  ungleich  einfachere  giebt,  durch  die  man  zu  dem  gesuchten 
Puncte  gelangen  kann.    Indessen  sollte  hier  nur  die  Möglichkeit  der 
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Construction  überhaupt,  so  einfach,  als  es  im  Allgemeinen  geschehen 
konnte,  dargethan  werden. 

§.  204.  Zusatz.  Wir  sahen  in  §.  202,  S,  dass,  wenn  zwischen 
vier  Puncten  /,  K^  Lj  M  eines  Netzes  die  Relation  stattfand: 

M=i,I-\-k,K+l,L, 
jeder  andere  Punct  N  des  Netzes  in  Bezug  auf  «*,/,  k,K,  l,L  ratio- 
nale Coefficienten  hatte,  also  durch  einen  Ausdruck  dargestellt 
werden  konnte,  welcher  den  aus  der  Verbindung  von  I,  K,  L,  M 
sich  ergebenden  Puncten  zukam.  Zu  Folge  des  eben  Erwiesenen 
wird  daher  N  aus  /,  K^  L,  M,  d.  h.  von  irgend  fünf  Puncten  eines 
Netzes  der  eine  aus  den  vier  übrigen,  durch  fortgesetzte  Verbindung 
dieser  letzteren,  auch  wirklich  gefunden  werden  können;  oder: 

Je  vier  Puncte  eines  ebenen  Netzes,  von  denen  keine  drei  in  einer 
Geraden  liegen,  kann  man  als  Hauptpuncte  betrachten  und  durch  fort- 
gesetzte  Verbindung   derselben  alle  übrigen  Puncte  des  Netzes  ableiten. 

So  muss  man  z.  B.  aus  den  vier  Puncten  A' ,  B',  C\  D  (Fig.  43) 
rückwärts  die  Puncte  A,  B,  C  finden  können.  Dies  wird  nach 
§.  198,5  durch  folgende  Verbindungen  zu  bewerkstelligen  sein: 

A'D  ■  B'C'=  A",     B'D  •  C'A'=  B",     CD  •  A'B'=  C", 

B'C  •  B"C"=  F,     CA'-  C"A"=  G,     A'B'-  A"B"=  H, 

B'G-  C'H=A,     C'H-  A'F=B,     A'F-  B'G=a 

§.  205.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  D  vier  in  einer  Ebene  ge- 
gebene Puncte,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  und  ist 
P  irgend  ein  fünfter  gegebener  Punct  der  Ebene ,  so  kann  man,  durch 
fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  durch  gerade  Linien,  zu  einem 
Puncte  gelangen,  der  mit  dem  fünften,  P,  entweder  zusammenfallt, 
oder  von  ihm  um  einen  Abstand  entfernt  ist,  der  kleiner  ist,  als  Jeder 
gegebene. 

Beweis.  Seien  D  und  P,  auf  A,  B,  C  als  Fundamentalpuncte 
bezogen : 

])  =  aA-\-bB-{-cC,     P=pA-\-qB  +  rC. 

Man  setze 

p       q        r 

so  wird 

P=  cpaA-\-yibB-\-xpcC. 

Haben  nun  (p,  x,  ^  rationale  Verhältnisse  zu  einander,  so  kann 
man  nach  Anleitung  des  §.  203  durch  fortgesetzte  Verbindung  der 
Puncte  A,  B,  C,  D  zu  P  selbst  gelangen. 


Fig.  45. 
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Sind  aber  die  Verhältnisse  (p  :  x  und  x  '■  V^  beide,  oder  nur  eins 
derselben,  irrational,  so  beschreibe  man  um  P,  als  Mittelpunct,  mit 
dem  gegebenen  Abstände,   welcher  rr  heisse,    als  Halbmesser,    einen 

Kreis  (Fig.  45),  und  ziehe  an  diesen 
\    /  von  C  aus  zwei  Tangenten  C  U  und 

CV,  welche  ABinU  und  V  treffen. 
Man  setze  diese  Puncte 

U=  ciA-^ubB,    V=aA-{-vbB. 

Zwischen  zwei  Zahlen  aber, 
mögen  sie  rational  oder  irrational, 
und  auch  noch  so  wenig  von  ein- 
ander verschieden  sein,  lassen  sich 
immer  eine  unendliche  Menge  ratio- 
naler Zahlen  einschieben.  Sei  da- 
her w  eine  rationale  zwischen  u  und  v  fallende  Zahl,  und 

aA-\-wbB  =  tW, 
so  ist  W  ein  zwischen   U  und  V  liegender  Punct.     (Wird  der  Kreis 
von  CA  oder  CB  geschnitten,    so  kann    man  für   W  den  Punct  A 
oder  B  selbst  nehmen.)     Eine  von  C  nach  W  gezogene  Gerade  wird 
daher  den  Kreis  in  zwei  Puncten,   X  und  Y,  schneiden.     Man  setze 

X=tW+xcC,     Y=tW-\-ycC, 
und  sei  z  eine  zwischen  x  und  y  fallende  rationale  Zahl,  und 

tW-\-zcC=  Z, 
so  ist   Z  ein,    zwischen  X  und   Y,    folglich    innerhalb    des    Kjeises 
liegender   und   daher  von  P  um   weniger   als   it  abstehender  Punct. 
(Wird  der  Kreis  von  AB  geschnitten,  so  kann  W  zugleich  die  Stelle 
von  Z  vertreten.)     Es  ist  aber  dieser  Punct 

Z=  tW-^zcC=aA-\-tübB  +  zcC, 

und  kann  mithin  durch  fortgesetztes  Ziehen  gerader  Linien  gefunden 
werden,  weil  die  Verhältnisse  \  :  iv  :  z  rational  sind. 

Um  diesen  Beweis  gegen  alle  EinAvürfe  sicher  zu  stellen,  sind 
noch  zwei  besondere  Fälle  in  Erwägung  zu  ziehen. 

J)  Es  wurde  stillschAveigend  angenommen,  dass  die  Gerade  CW 
von  C  nach  einem  Puncte  W^  der  in  AB  zwischen  den  Durch- 
schnitten ü  und  V  der  Tangenten  mit  AB  liegt,  den  Kreis  immer 
schneide.  Man  sieht  aber  leicht,  dass  dieses  dann  nicht  mehr  ge- 
schieht, wenn  der  Kreis  von  der  durch  C  mit  AB  gezogenen 
Parallele  geschnitten  Avird,  als  in  welchem  Falle  eine  durch  C  ge- 
legte  und  den  Kreis   schneidende   Linie    der  Linie    AB    ausserhalb 
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UV  begegnet.  Um  diesen  Fall  zu  beseitigen,  hat  man  nur  statt 
des  um  P  mit  tt  beschriebenen  Ejreises  einen  noch  kleineren  zu 
nehmen,  der  in  jenem  enthalten  ist  und  zugleich  ganz  auf  der  einen 
oder  anderen  Seite  der  gedachten  Parallele  liegt. 

2)  Wenn  Tt'^  PC,  so  ist  die  vorige  Beweisführung  nicht  nur 
unmöglich,  weil  dann  der  Punct  C  innerhalb  des  Kreises  fällt,  und 
daher  von  ihm  keine  Tangenten  an  letzteren  gezogen  werden  können, 
sondern  auch  unnöthig,  weil  nun  der  Punct  C  für  den  gesuchten  Z 
geradezu  genommen  werden  kann. 


n.    Das  Netz  im  Eaume. 

§.  206.  Seien  A,  B,  C,  Z>,  E  fünf  beliebige  Puncte,  von  denen 
keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  verbinde  sie  erstlich  zu  zweien 
durch  Gerade: 

AB,  AC,  BC,  AD,  BD,  CD,  AE,  BE,  CE,  DE. 
Von  diesen  zehn  Geraden  kann  man  sich,   des  leichteren  Auffassens 
willen,    die  sechs  ersten  als  die  Kanten   einer  dreiseitigen  Pyramide 
AB  CD  (Fig.  46)  vorstellen,   die   vier  letzteren    aber  als  Linien,    die 


Fig.  46. 

von  einem  fünften  Puncte  E  nach  den  Spitzen  der  Pyramide  gezogen 
sind.  Man  verbinde  nun  die  fünf  Puncte  zu  dreien  durch  Ebenen, 
welches  zehn  Ebenen  giebt:  vier  derselben  ABC,  ABD,  ACD, 
BCD  sind  die  Seiten  der  Pyramide,  und  die  übrigen  sechs  gehen 
durch  E  und  die  sechs  Kanten  der  Pyramide.  Jede  der  zehn 
Geraden  erscheint  hiermit  als  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt 
dreier  der  zehn  Ebenen,  z.  B.  AB  als  der  Durchschnitt  der  Ebenen 
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ABC,  ABD,  ABE.  Von  den  sieben  übrigen  Ebenen  geben  drei, 
ACD,  ACE,  ADE,  durch  den  einen  Endpunct -4  dieser  Geraden, 
drei  andere,  BCD,  BCE,  BDE,  durch  den  anderen  Endpunct  B, 
die  siebente  CDE  aber  schneidet  AB  in  einem  noch  anderen  Puncte, 
den  wir  mit  [AB]  bezeichnen  wollen.  Eben  so  wird  jede  der  neun 
übrigen  Geraden  von  der  Ebene  durch  die  jedesmal  drei  übrigen 
Puncte  in  einem  neuen  Puncte  geschnitten:  die  Gerade  AC  von 
der  Ebene  BDE  im  Puncte  [AC\,  BC  von  ADE  in  [B C],  u.  s.w., 
und  wir  erhalten  somit  zehn  neue  Puncte: 

[AB],  [AC],  [BC],  ...,  [DE]. 
Diese  zehn  Puncte   und  die  ersteren  fünf,   also   in  Allem   fünf- 
zehn,   sind  übrigens  in  den  zehn  Ebenen  so  vertheilt,   dass  in  jeder 
derselben  sieben  Puncte  liegen;  z.  B.  in  der  Ebene  ABC  die  sieben 

Puncte : 

A,  B,  C,  [AB],  [AC],  [BC],  [DE]. 

Legt  man  jetzt  durch  je  drei  der  15  Puncte,  welche  nicht  bereits 
durch  Ebenen  verbunden  sind,  ■wdederum  Ebenen,  so  erhält  man  zu- 
erst 15  neue,  in  deren  jede  5  Puncte  fallen,  nämlich  die  3  durch  D 
gehenden  Ebenen 

D[AB]  [AC]  [BE]  [CE] 
D[BC]  [AB]  [CE]  [AE] 
D[AC]  [BC]  [AE]  [BE]; 
und  eben  so  3  durch  jeden  der  4  übrigen  Puncte  A,  B,   C,  E. 

Sodann  bekommt  man  noch  20  Ebenen,  in  deren  jeder  nur 
3  Puncte  enthalten  sind,  nämlich  die  Seitenflächen  der  5  Pyramiden 
[AE]  [BE]  [CE]  [DE],  [AD]  [BD]  [CD]  [DE],  etc. 

Nach  dieser  zweiten  Verbindung   der  Puncte   durch  Ebenen  hat 
man  demnach  in  Allem  ein  System  von  45  Ebenen,  und  zwar 
10  Ebenen,  jede  mit  7  Puncten, 
15  -  -        -    5 

20  -  -        -     3 

diejenigen  Puncte  abgerechnet,  welche  durch  die  zweite  Verbindung 
selbst  hervorgehen. 

§.  207.  Das  jetzt  aus  fünf  Puncten  aufgeführte  System  von 
Ebenen  ist  offenbar  dasselbe  für  den  Raum,  welches  in  §.  19S  das 
aus  vier  Puncten  construirte  System  von  Linien  für  die  Ebene  war. 
Die  Relationen,  welche  bei  jenem  Systeme  von  Linien  stattfanden, 
werden  daher  auch  bei  dem  gegenwärtigen,  nur  um  Vieles  zusammen- 
gesetzteren, Systeme  von  Ebenen  auf  analoge  Weise  sich  wieder 
zeigen. 


§.  207. 
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Hierbei  ist  es  aber  zuerst  sehr  merkwürdig,  dass  diejenigen  Re- 
lationen, vermöge  welcher  drei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Ge- 
raden liegen,  vier  oder  mehrere  Ebenen  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  u.  s.  w.,  also  überhaupt  solche  Eigenschaften,  wobei  von 
keinen  Grössenverhältnissen  die  Rede  ist,  auch  ohne  Gebrauch  von 
Grössenverhältnissen ,  folglich  ohne  alle  Anwendung  des  Calculs  er- 
wiesen werden  können;  ja,  was  noch  mehr  ist,  dass  die  Eigen- 
schaften von  der  nämlichen  Art,  welche  wir  in  §.  198  bei  dem 
Systeme  von  Geraden  in  einer  Ebene  mit  Hülfe  des  Calculs  fanden, 
sich  dadurch,  dass  man  auf  passende  Weise  mit  der  ebenen  Figur 
noch  andere  Ebenen  in  Verbindung  bringt,  gleichfalls  aus  den  Grund- 
eigenschaften der  Ebene  einfach  ableiten  lassen. 


Fig.  47. 


So  wurde  in  §.  198  dargethan,  dass,  wenn  in  ein  Dreieck  ABC 
(Fig.  47)  ein  anderes  IKL  einbeschrieben  ^^-ird,  dergestalt,  dass  die 
Geraden  AI^  BK,  CL^  welche  die  gegenüberliegenden  Spitzen  ver- 
binden, sich  in  einem  Puncte,  D\  schneiden,  die  Durchschnitte  der 
gegenüberliegenden  Seiten,  d.  h.  die  Puncte  BC'  KL,  CA'  LI, 
AB  •  IK  in  einer  Geraden  liegen. 

Um  nun  diesen  Satz  auf  die  eben  gedachte  Art  zu  beweisen, 
lege  man  durch  D'  eine  die  Ebene  ABC  schneidende  Gerade, 
nehme  darin  Avillkürlich  zwei  Puncte  D,  E,  und  verbinde  den  einen 
derselben,  D,  mit  A,  B,  C,  und  den  anderen,  E,  mit  /,  K,  L  durch 
Gerade.  Weil  EI  mit  DD'  und  AI,  und  folglich  auch  mit  AD  in 
einer  Ebene  liegt,  so  mrd  EI  die  AD  schneiden,  welches  in  F  ge- 
schehe.   Eben  so  schneidet  EK  die  BD  in  G,  und  EL  die  CD  in  H. 

Man  lege  ferner  durch  F,  G,  H  eine  Ebene,  welche  die  Geraden 
BC,   CA,  AB  in  Puncten  schneide,   die  ich  resp.  mit  [BC],  [CA], 
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[AB)  bezeichnen  will;  so  Hegen  diese  Puncte,  als  Puncte  in  dem 
Durchsclmitte  zweier  Ebenen,  ABC  und  FGH,  in  einer  geraden 
Linie.  Weil  aber  G,  H  mit  B,  C  in  einer  Ebene  liegen,  so  ist  {B  C) 
zugleich  der  Durchschnitt  der  Geraden  BC  und  GH.  Weil  femer 
G,  H,  K,  L,  als  Puncte  zweier  sich  in  einem  Puncte,  E,  schneiden- 
den Geraden,  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so  sind  B  C,  GH,  KL 
die  gegenseitigen  Durchschnitte  der  drei  Ebenen  GH  KL,  KLBC, 
BCGH,  und  schneiden  sich  folglich  in  einem  Puncte.  Mithin  ist 
[BC]  auch  der  Durchschnitt  der  BC  und  LK.  Auf  dieselbe  Weise 
ergiebt  sich,  dass  LI  sowohl  als  HF  die  CA  in  [CA),  und  IK  so- 
wohl als  FG  die  ^^  in  [AB)  schneiden.  Mithin  liegen  die  drei 
Durchschnitte  BC  ■  KL,   CA  •  LI,  AB  •  IK  in  einer  Geraden. 

Dass  in  Fig.  43  auch  B",  C"  mit  F;  C",  A"  mit  G;  A",  B"  mit  H 
in  einer  Geraden  liegen,  lässt  sich  ohne  Weiteres  mittelst  des  eben 
erwiesenen  Satzes  darthun.  Denn  nimmt  man  DBC  zum  anfäng- 
lichen Dreieck,  und  zieht  an  die  Spitzen  desselben,  D,  B,  C,  von  A 
aus  Linien,  so  schneiden  diese  die  gegenüberstehenden  Seiten  resp. 
in  A',  C,  B'.  Dem  Satz  zufolge  liegen  daher  J5C  •  C'B',  CD  •  B'A\ 
DB  •  A'C,  d.  h.  F,  C",  B"  in  gerader  Linie;  und  auf  ähnliche  Art 
hat  man  bei  den  übrigen  zu  verfahren. 

Ueberhaupt  scheint  es,  als  ob  bei  diesem  auch  noch  weiter  fort- 
gesetzten Systeme  gerader  Linien,  alle  Fälle,  wo  drei  oder  mehrere 
Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  oder  drei  oder  mehrere  Gerade  sich 
in  einem  Puncte  schneiden,  allein  schon  durch  wiederholte  Anwen- 
dung jenes  Satzes  erwiesen  werden  könnten. 

§.  208.     Der  Grund,  aus  welchem  sich  die  drei  Geraden  (Fig.  47) 
BC,   GH,  KL  in  einem  Puncte,  {BC), 
CA,  HF,  LI     -        -  -        [AC], 

AB,  FG,  IK    -       -  -        [AB) 

schneiden,  kann  kurz  als  darin  bestehend  angegeben  werden,  dass, 
wenn  von  drei  Geraden  je  zwei  in  einer  Ebene  liegen,  nicht  aber 
alle  drei  in  derselben  Ebene  enthalten  sind ,  diese  drei  Linien  in 
einem  Puncte  zusammentreffen.  —  Aus  demselben  Grunde  werden 
sich  nun  auch 

AD,  LG,  KH  in  einem  Puncte,  welcher  [AD), 
BD,  IH,  LF     -        -  -  -        [BD), 

CD,  KF,  IG      -        -  -  -        {CD) 

heisse,    schneiden.     So  wie  daher  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen 

ABC  und  FGH  die  Puncte  {AB),  {AC),  {BC) 
liegen,  eben  so  sind  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen 
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ABD  und  KIH  die  Puncte  [AB),  [AD),  [BD), 
ACD  und  LIG     -  -        [AC),  [AD],  [CD], 

BCD  und  LKF    -  -        [BC),  [BD),  [CD) 

enthalten.  Es  fliesst  hieraus  ganz  leicht,  dass  sämmtliche  sechs 
Puncte  (AB),  ...,  [CD),  und  folglich  auch  die  vier  Geraden,  in 
denen  sich  die  vier  Paare  von  Ebenen,  ABC  und  FGH,  u.  s.  w., 
schneiden,  in  einer  Ebene  liegen;  also: 

Wird  in  ein  Tetraeder  AB  CD  ein  Octaeder  FGHIKL  der- 
gestalt einheschriehen^  dass  die  sechs  Spitzen  des  letzteren  in  den  seclis 
Kanten  des  ersteren  liegen,  und  dass  die  drei  Geraden  FI ^  GK^  HL, 
welche  die  gegeniiber stehenden  Spitzen  des  Octaeders  verbinden,  sich 
in  einem  Puncte ,  E,  schneiden ,  so  liegen  die  vier  Geraden ,  in  denen 
die  Seiten  des  Tetraeders  von  den  geg eniiher stehenden  Seiten  des  Octa- 
eders geschnitten  loerden,  in  einer  und  derselben  Ebene. 

Man  ziehe  noch  die  Geraden  BE  und  CE,  "welche  die  Ebenen 
ACD  und  ABD  resp.  in  den  Puncten  B'  und  C  schneiden,  so 
liegen  B\  C  mit  B,  C  in  einer  Ebene.  Ferner  liegt  B'  in  der 
Ebene  BDEK,  und  daher  mit  D  und  K  in  einer  Geraden,  als  dem 
Durchschnitte  der  Ebenen  BDK  und  ACD.  Eben  so  liegt  C  mit 
D  und  E  in  einer  Geraden,  und  folglich  B\  C  auch  mit  K,  L 
(und  D)  in  einer  Ebene.  Folglich  sind  BCB'C,  B'C'KL,  BCKL 
drei  Ebenen,  welche  sich  zu  zweien  in  den  drei  Geraden  KL,  BC, 
B' C  schneiden.  Mithin  müssen  diese  drei  Linien  sich  in  einem 
Puncte  schneiden.  Es  trafen  sich  aber  die  Linien  BC  und  KL  im 
Puncte  [B  C) ;  in  demselben  Puncte  werden  sich  daher  auch  B  C 
und  B'C  begegnen. 

Wird  nun  noch  die  Gerade  AE  gezogen,  welche  die  Ebene 
B  CD  in  A'  schneide,  so  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise,  dass,  so  wie 

BC  ■  B'C'=  (BC), 
auch 

AB-  A'B'={AB),     AC-  A'C'={AC) 
und 

AD-  A'D'={AD),     BD-  B'D'={BD),     CD-  C'D'={CD) 

ist. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  sich  die  drei  Ebenen  ABC,  A'B'C, 
FGH  in  einer  und  derselben  Geraden,  in  der  die  drei  Puncte  [AB], 
[AC],  [BC)  enthaltenden,  schneiden;  und  eben  so  die  drei  Ebenen 
BCD,  B'C'D',  LKF]  u.  s.  w.,  woraus  wir  ganz  leicht  in  Verbin- 
dung mit  dem  vorigen  Satze  folgendes,  dem  in  §.  198,4  analoge 
Resultat  ziehen. 
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Wird  in  ein  Tetraeder  AB  CD  ein  zweites  AB' CD'  einhe- 
schriehen,  so  dass  die  Spitzen  des  letzteren  in  die  Seiten  des  ersteren 
fallen^  und  dass  die  vier  Geraden  AA' ^  BB',  CC'^  DD'  durch  die 
gegenüberstehenden  Spitzen  heider  Tetraeder  sich  in  einem  Puticte,  E, 
schneiden,  so  liegen  die  vier  Geraden^  in  denen  sich  die  gegenüber- 
stehenden Seiten^  BCD  und  B' C D' ^  CD  A  und  CD' A^  etc.  schneiden^ 
in  einer  Ebene.  Auch  sind  diese  Geraden  dieselben^  in  denen  vorhin 
die  Seiten  des  Tetraeders  AB  CD  von  den  gegenüherstehendeti  Seiten 
des  Octaeders  FG  HIKL  geschnitten  wurden^  wenn  der  dortige  Punct 
E  mit  dem  hiesigen  E  ein  und  derselbe  ist. 

§.  209.  Alles  dieses,  was  sich  durch  rein  geometrische  Be- 
trachtungen ergab,  lässt  sich  auch  leicht  durch  den  barycentrischen 
Calcul  finden. 

A^  By  C,  D  zu  Fundamentalpuncten  genommen,  sei 

^=  aA^bB-\-cC-^dD, 
oder,  wenn  man 

a  -\-b  -\-  c  -\-  d  =  —  e 
sptzt ' 

I)  aA-\-bB^cC^dD^eE=^. 

Hieraus  fliesst  sogleich: 

aA-\-dD^bB^cC^eE 

^  dem  Durchschnitte  ¥*)  der  Geraden  AD  mit  der  Ebene  BCE,  also 

n)  fF=aA-[-dD,     il=  bB-\-cC, 


und  eben  so 


wo 

u.  s.  w. 


gG  =  bB  +  dD,  kK=  aA-^cC, 

hH=  cC-{-dD,  lL  =  aA-^bB, 

a'A'=aA-\-eE,  c'C=cC  -{-eE, 

b'B'=bB  +  eE,  d'D'=dD  +  eE, 

f=a-{-b,  g=b-{-d, 


*)    Es   bedarf   nur   geringer   Aufmerksamkeit,    um   wahrzunehmen,    dass    di' 
Puncte 

F,  G,        H,        I,         K,         L 

mit 

[AD],  [BD],  [CD],   [BC],  [AC],  [AB], 
(§.  206),  und 

A',         B',         C,         D' 
mit  den  ebendaselbst  durch 

[AE],  [BE],    [CE],    [DE] 

bezeichneten  Puncten  einerlei  sind. 
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Wir  folgern  hieraus  "weiter: 

fF—  gG  =  kK—  il  =  a'A'—  b'B'=  aA~bB, 
fF—hH=  IL  —il^  a'A'—c'C'=  aA  —  cC, 

u.  s.  vr.,  d.  h.  vier  Geraden  FG,  KI,  A'B\  AB  schneiden  sich  in 
einem  Puncte;  und  eben  so  die  vier  Geraden  FH,  LI,  A'C,  AC; 
etc.  Wir  bezeichneten  diese  Puncte  im  Vorigen  durch  {AB),  (AC), 
etc.;  daher 

m)     [AB)  =  aA~hB,     {AC)  =  aA  —  cC,     {BC)  =  hC—cC, 

u.  s.  vr. 

Man    vergleiche    noch    §.  50,  a  und  b,    wo    die    dortigen    (AB), 

{AC),  ...,    als  Bezeichnungen  der  Puncte,  in  denen  eine  Ebene  von 

den   sechs  Fundamentallinien  geschnitten   -wurde,    und   die   dortigen 

1        1        1        1 
Coefficienten   — ,    — ,    — ,    -^    mit    den    hiesigen    {AB),    {AC),    ... 

und  a,  b,  c,  d  einerlei  sind. 

Man   addire   die   in  II)    angegebenen  Werthe   für  fF,   g  G,  h II, 
so  kommt: 

fF+gG-\-hH=aA-\-bB+cC-{-^dD  =  2dD~eE, 
(vermöge  I),  ^  dem  Durchschnitte  der  Seite  FGH  des  einbeschrie- 
benen Octaeders  mit  der  Geraden  DE,  welcher  J  heisse. 

Eben  so  giebt  die  Addition  der  Werthe  für  a'A',  b' B' ,  c'C: 
a'A'-\-  b'B'+cC'=  aA  +  bB  -{-cC+  ?,eE=  leE—dD 
^  dem  Durchschnitte  der  Seite  A'B'C  des  einbeschriebenen  Tetra- 
eders mit  der  Geraden  DE,  welcher  z/'  genannt  werde. 

Wir  haben  daher 

D'=dD-\-eE,     J  =  2dD  —  eE,     J'=dD  —  2eE; 
folglich 

DD'  _    e       DJ e_      DJ'  _       2e 

D'E  ~   d'     JE~~2d'    ITE  ~         ^ 
und 

{D,  E,  D',  J)  =  -  2,     {D,  E,D-,J')  =  —\... 

Um  hieraus  E  zu  eliminiren,  so  ist  nach  §.  184: 
{D,D',E,J)  =  ^,     {D,D',J',E)  =  \, 
folgHch  (§.  185): 

(A  D',  J',  J)  =  2,     {D,  J',  D',J)=  —  1- 
und  auf  ähnliche  Weise  erhält  man  durch  Elimination  von  D: 

{E,J,D',J')  =  —  \. 
Die   gegenseitige   Lage   der  fünf  Puncte  E,  D,  D' ,  J,  J'  lässt 
sich    hiernach    sehr    leicht    durch    folgende    Construction    darstellen. 

MöbiuB  Werke  I.  17 
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Man  nehme   in   einer  Geraden   die  drei  Puncte  E,  D' ,  J   (Fig.  47*) 
nach   Belieben,    und   mit    D'  in   einer   anderen    Geraden   willkürlich 
zwei  Puncte  M  und  N.     Hiermit  suche  man  die  Puncte 
P=MJNE,    Q  =  ME-NJ,    R  =  NJD'P,    S=MJD'Q, 

J'=  D'E  •  PQ  und  D  =  D'E  •  ES. 
Denn  vermöo-e  §.  198,  3  ist  alsdann  im  Dreiecke  J MN: 

{E,  J,  D\  J')  =  —  \: 

und  im  Dreiecke  D'RS. 

(Z>,  z/',  i>',  ^)  =  —  1 , 
wie  erforderlich. 

Dass  dieselben  Doppelschnittsverhältnisse  in  der  Linie  AE 
(Fio-.  47)  ZAA'ischen  den  Puncten  A,  E,  A'  und  den  Durchschnitten 
dieser  Linie  mit  den  Ebenen  FKL  und  B'C'D'  stattfinden,  und 
eben  so  in  den  Linien  BE  und  CE,  leuchtet  von  selbst  ein. 

§.  210.  Ohne  uns  bei  diesen  speciellen  Untersuchungen  länger 
aufzuhalten,  wollen  vnx  nun  das  bisherige  System  von  Ebenen,  auf 
dieselbe  Art,  wie  dies  im  Vorigen  bei  einem  Systeme  gerader  Linien 
in  einer  Ebene  geschah,  erweitern,  indem  wir  durch  je  drei  der 
schon  o-efundenen  Durchschnittspuncte ,  wenn  sie  noch  nicht  durch 
Ebenen  verbunden  sind,  neue  Ebenen  legen,  und  so  fort  ohne  Ende. 

Ein  solches  aus  fünf  Puncten  im  Räume  entstehendes  System 
von  Ebenen  heisse  ein  Netz  im  Paume.  Die  Ebenen  selbst,  die 
Geraden,  in  denen  sich  die  Ebenen  zu  zweien,  und  die  Puncte,  in 
denen  sie  sich  zu  dreien  schneiden,  wollen  wir  Ebenen,  Linien 
und  Puncte  des  Netzes  nennen,  die  fünf  Puncte  aber,  Avelche 
der  Construction  zum  Grunde  gelegt  werden,  die  fünf  Haupt- 
puncte  des  Netzes. 

Von  diesem  Netz  im  Räume  sollen  nun,  eben  so  Avie  vorhin 
von  dem  ebenen  Netze,  die  allgemeinen  Eigenschaften  entwickelt 
"werden. 

§.  211.     Lehrsatz.     Sind  A,  B,   C,  D  und 
E=aA  +  hB  +  cC-\-clD 
die   fünf  Hauptpuncte   eines  Netzes   im  Räume,    so   lässt  sich  jeder 
andere  Punct  des  Netzes  unter  einem  Ausdrucke  von  der  Form 

(paA-\-xhB  +  \pcC-\-iodD 
darstellen,   wo  f/>,  /,  V^,  w  rationale  Zahlen  sind,   die  nicht  von  der 
o-eo-enseitio-en  Las^e    der    fünf   Hauptpuncte,    sondern   bloss  von   der 
fortgesetzten  Verbindungsart  derselben  durch  Ebenen  abhängen. 
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Beweis.  Jeder  neue  Punct  P  des  Netzes  ergiebt  sich  als  der 
Durchschnitt  dreier  Ebenen  u,  ß,  y,  von  denen  jede  durch  drei  schon 
vorher  gefundene  Puncte  geht,  so  dass  folglich  zur  Bestimmung  von 
P  im  Allgemeinen  neun  Puncte  erforderlich  sind.  Man  kann  sich 
aber  die  Fortsetzung  des  Netzes  noch  einfacher  auf  solche  Weise 
vorstellen,  dass  jeder  neue  Punct  als  der  Durchschnitt  einer  Geraden 
durch  zwei,  und  einer  Ebene  durch  drei  bereits  gefundene  Puncte 
erhalten  wird,  und  daher  in  Allem  nur  fünf  Puncte  zu  seiner  Be- 
stimmung erfordert  werden. 

Denn  seien  F,  G,  H  die  drei  schon  bekannten  Puncte,  wodurch 
die  Ebene  a  bestimmt  wird.  Hieraus  Averden  erhalten  /,  als  der 
Durchschnittspunct  der  Geraden  FG  mit  der  Ebene  ß,  und  K  als 
der  Durchschnitt  von  FH  mit  ß;  so  sind  /  und  K  zwei  Puncte  in 
der  Durchschnittslinie  der  Ebenen  a  und  ß,  und  mithin  der  Durch- 
schnittspunct P  aller  drei  Ebenen  a,  ß,  y  einerlei  mit  dem  Durch- 
schnitte der  Geraden  IK  und  der  Ebene  /. 

"Werde  nun  diese  letztere  durch  die  drei  schon  früher  erhaltenen 
Puncte  -L,  M,  N  bestimmt.    Man  setze  die  fünf  Puncte  /,  K,  L,  31,  K: 

il  =  i'a  A  4-  th  B  -H  i'c  C  -f-  L"'dD . 

kK=  vJaA  +  /'bB  -f  -/.'"cC-l-  -/'"dB, 

IL  ^  l'aA^  ...,     mM  =  u'aA-{-  ...,     nN  =  v'a A -\- ... 

Somit  hat  man  fünf  Gleichungen,  aus  denen  man,  nach  Elimi- 
nation von  ciA,  hB,  cC  und  dD.  eine  Gleichung  von  der  Form 
bekommt: 

Lil+  y. Je K^UL-\-  LI m M  +  v n N  =  0 . 

deren  Coefficienten  i,  /.,  ?..   u,  v   aus  den  Coefficienten  l\  -/.',  )J ,  f.i\ 
v\  t\  /",   ...  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden. 

Hieraus  folgt  P,  als  der  Durchschnitt  der  Geraden  IK  mit  der 
Ebene  iJfiS^: 

P  =  lil  +  y.hK^  l IL  -f-  a  mM-]-  vnN. 
und  wenn  man  darin  für  il  und  kK  ihre   durch  aA,   hB.  cC,  dD 
ausgedrückten  Werthe  substituirt,  und  der  Kürze  willen 

Ll'-{-  "/•//=   (f  ,        Ll'-\-  /./."=  X,        ti"'-\-   /./.'"=   Ip,        Ll"'-\-   ■/.■/'"==.  CO 

setzt : 

P=  (paA-\-xl)B-\-xpcC-\-iodD. 

Sind  demnach  die  Coefficienten  l  ,  //,  A',  n' ,  v ,  i",  /.",  . . .  rational, 
so  haben  auch  die  Coefficienten  i,  ■/,  X,  a,  v,  folglich  auch  cp.  y,  i/',  co 
rationale  Werthe.  Sind  folglich  die  Ausdrücke  der  fünf  Puncte  /,  K, 
jL,  M,  X  von  der  im  Lehrsatze  angezeigten  Form,  so  ist  es  auch  der 
Ausdruck  des  neuen  durch  sie  bestimmten  Punctes  P.     Nun  kommt 
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aber  diese  Form  den  Ausdrücken  der  fünf  Hauptpuncte 

A,  B,  C,  D,  E^aA-\-...-\-dD 
selbst  zu    (vergl.  §.  201);    mithin   auch   den  Ausdrücken  aller  daraus 
abgeleiteten  Puncte,  d.  h.  aller  übrigen  Puncte  des  Netzes. 

§.  212.  Zusätze,  a)  Jeder  Punct  der  Geraden  IK,  welcher 
zugleich  ein  Punct  des  Netzes  ist,  hat  einen  Ausdruck  von  der  Form 
til -\-  Y.kK,  wo  i  und  x  von  einem  Puncte  zum  anderen  veränder- 
lich und  rational  sind.     Wir  folgern  hieraus,  wie  in  §.  202,  a: 

Jedes  in  dem  Netz  im  Räume  sich  bildende  Doppelsclinittsver- 
hältniss  ist  rational. 

b)  Jeder  in  der  Ebene  LMN  begriffene  Punct  des  Netzes  hat 
einen  Ausdruck  von  der  Form: 

l IL  4-  /< 7nM-\-  vn  N, 
wo  A,  n,  V  von  einem  Puncte  des  Netzes   zum  anderen  veränderlich 
und  rational  sind.    Durch  geradlinige  Verbindung  irgend  vier  solcher 
Puncte   müssen   daher    alle    übrigen  in   die   Ebene   L3IN  fallenden 
Puncte  des  Netzes  abgeleitet  werden  können  (§.  204);  oder: 

Das  System  von  Geraden,  in  welchem  eine  Ebetie  eines  Netzes  im 
Räume  von  den  übrigen  Ebenen  des  Netzes  geschnitten  ivird,  bildet  ein 
Netz  in  einer  Ebene. 

c)  Sei  noch 

oO==o'aA^  o"bB  +  o"'c  C  +  o""dD 
ein  Punct    des  Netzes    im  Räume,    und    daher   o',  ...,  o""   rational. 
Eliminirt    man  aus   dieser  Gleichung  und  den   obigen   Gleichungen 
für  /,  /f,  L,  M  die  Fundamentalpuncte  A,  B,   C,  D,   so  erhält  man 
für   0  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

0  =  i,il+  ■A,hK-\-  1,IL  +  i-i,mM, 
wo  i,,  ...,  (.1,  rational  sind;  also  einen  Ausdruck,  welcher  den  Puncten 
des  Netzes  zukommt,  das  aus  den  fünf  Puncten  /,  /i",  i,  M  und 

N=  iiI-\-y.kK-\-llL-[-  lunM, 
als  Hauptp mieten ,  abgeleitet  werden  kann.  (Vergl.  §.  202,  h.)  Da 
nun,  wie  der  folgende  §.  zeigen  wird,  nicht  nur  jeder  Punct  dieses 
Netzes  seinem  Ausdrucke  nach  von  einer  solchen  Form  ist,  sondern 
auch  umgekehrt  jeder  Punct  von  dieser  Form  zu  dem  Netze  selbst 
gehört,  so  schliessen  wir  analog  mit  §.  204 : 

Je  fünf  Puncte   eities  Netzes  im  Räume,    von  denen  keine  vier  in 
einer  Ebene  liegen,    können  als   die  fünf  Hauptpuncte  betrachtet ,    und 
daraus  alle  übrigen  Puncte  durch  fortgesetztes  Lege7i   von  Ebenen  ge- 
funden werden. 
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§.  213.     Lehrsatz.     Sind  A,  B,   C\  D  und 
E^aA  +  bB  +  cC+dD 
fünf  gegebene  Punete,   von  denen   keine  vier  in  einer  Ebene  liegen, 
so  kann  man  zu  jedem  sechsten  Punete 

P=  (paA  +  yhB-{-  ipcC-{-wdD, 
wenn   cp ,  y,  ip,  co   in   rationalen  Verhältnissen    zu    einander    stehen, 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  fünf  ersteren  gelangen. 

Beweis.  Man  lege  die  Ebene  ABC  und  ziehe  die  Gerade  DE, 
welche  jene  im  Punete 

D'=aA-\-bB-hcC 

schneidet,  so  kann  man  nach  §.  203  durch  fortgesetzte  Verbindung 
der  vier  Punete  A,  B,   C,  D'  den  Punct 

(paA  +  xhB-[-\pcC=  Q 
ünden.     Eben  so  erhält  man  in  der  Ebene  ABD  den  Punct 

C"=  aA-{-bB-{-dD, 

als  Durchschnitt  dieser  Ebene  mit  der  Geraden  CE,  und  hieraus 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  Punete  A,  B,  D,  C  den  Punct 

cpaA-\-ybB-\-(.odD^  R. 
Zieht  man  nun  die  Geraden  DQ  und  CR,   so  werden   sich  diese  in 
dem  gesuchten  Punete 

P=(paA-\-ybB  +  xl<cC-\-iodD 
schneiden. 

§.  214.  Lehrsatz.  Sind  A,  B,  C,  Z>,  E  fünf  gegebene  Punete, 
von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen,  und  ist  P  ein  gegebener 
sechster,  so  kann  man  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  fünf  ersteren 
mit  Ebenen  einen  Punct  finden ,  der  mit  dem  sechsten  entweder  zu- 
sammenfällt, oder  von  ihm  um  einen  Abstand  entfernt  liegt,  der  kleiner 
ist  als  jeder  gegebene. 

Beweis.    Seien,  A,  B,  C,  D  zu  Fundamentalpuncten  genommen, 
E=aA-\-bB-\-cC+dD,     P  =  pA  + qB -\- rC -\- sD. 

Man  setze 

p        q        r        s 

so  wird 

P=  (paA  +  ybB-i-  ipcC-\-iodD. 

Sind  nun  die  gegenseitigen  Verhältnisse  der  Coefficienten  cp,  y,  ip,  co 
rational,  so  lässt  sich  (§.  213)  durch  fortgesetzte  Verbindung  der 
Punete  A,  B,  C,  D,  E  ein  mit  P  zusammenfallender  Punct  finden. 
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Sind  aber  diese  Verhältnisse  alle  oder  doch  etliche  derselben 
irrational,  so  beschreibe  man  um  P  mit  dem  gegebenen  Abstände, 
als  Halbmesser,  eine  Kngel,  nnd  um  dieselbe  eine  sie  einhüllende 
Kegelfläche,  welche  D  zur  Spitze  hat.  Diese  Kegelfläche  wird  die 
Ebene  ABC  in  einer  Ellipse  schneiden,  —  den  Fall  ausgenommen, 
Avo  die  Kugel  von  der  durch  D  mit  ABC  parallel  gelegten  Ebene 
geschnitten  oder  berührt  wird.  Um  aber  auch  in  diesem  Falle  eine 
Ellipse  zu  erhalten,  nehme  man  an  der  Stelle  jener  Kugel  eine 
andere  in  ihr  enthaltene  Kugel,  welche  A-on  der  gedachten  Ebene 
nicht  sreschnitten  oder  berührt  wird.  —  Man  ziehe  nun  die  Gerade 
DE^  welche  die  Ebene  ABC  im  Puncto 

aA  +  hB  +  cC 
triff't,   und  es  lässt  sich,  ganz  so  wie  in  §.  205,    darthun,   dass  es  in 
der   Ebene  ABC  innerhalb    jener    Ellipse    Puncto    giebt,    in   deren 
Ausdrücken , 

zZ=  rp'aA  +  x'bB-{-  ip'cC 

(p\  ;f',  -ip'  rational  sind.  Man  verbinde  einen  solchen  Punct  Z  mit 
D  durch  eine  Gerade,  so  wird  diese  die  Kugelfläche  in  zwei  Puncten 
M  und  N  schneiden,  welche  man 

M=  mclD  -\-zZ  und  N  =  7idD  -\-zZ 
setze.  Sei  nun  lo  eine  zwischen  m  und  n  fallende  rationale  Zahl, 
so  ist  io'dD-\-zZ  ein  zwischen  Ji"  und  JV,  folglich  innerhalb  der 
Kugel  liegender  Punct,  folglich  ein  Punct,  der  von  P  um  einen 
Abstand  entfernt  ist,  welcher  kleiner  ist,  als  der  gegebene.  Zugleich 
aber  ist  der  Ausdruck  dieses  Punctes 

io'clD  -\-zZ=  fp'ciA  +  /55  +  il'cC-\-  co'clD, 
wo  cp\  x',  ip',  CO    rationale  Zahlen   sind.     Mithin   kann  dieser  Punct 
zugleich  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Puncto  A,  B,   C,  D,  E 
gefunden  werden. 


Yon  Yieleckschnittsverliältiiisseii. 

§.  215.  Bezeichnen  A^  B,  ...,  aA-^bB-\-...  die  vier  oder 
fünf  Hauptpuncte  eines  Netzes  in  einer  Ebene  oder  im  Räume,  und 
sind 

il=  i'aA  +  t'bB -{-...,     kK=  -/ciA -\- yJ'bB  +  ..., 

wo  f',  l",  ...,  '/',  ...  rationale  Zahlen  vorstellen,  irgend  zwei  andere 
Puncto  des  Netzes  (Fig.  4S),  so  kann  jeder  in  der  Geraden  IK  ent- 
haltene Punct  des  Netzes, 
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P=  Lil+y.JcK, 
oder  einfacher 

=  iiI-\-kK 

gesetzt  werden,   wo  l  eine  rationale  Zahl  ist  (§.  202,  a  und  §.  212,  o). 

Wir   zogen  hieraus   (ebendaselbst)   den    Schluss,    dass  jedes   aus   den 

Puncten  eines  Netzes  entstehende  Doppel- 

schnittsverhältniss  einen  rationalen  Werth  ^ 

haben   müsse.      Dieser   Schluss    lässt   sich  /    ^^^^ 

aber  noch  sehr  veralloremeinern.  y  _---"/        m      \\ 

— 1\ ^ ^■J' 

Denn  sei  \  ry/ 

IL  =  X'aA-{-?J'bB-ir  ...  \  X^^V 

ein    beliebiger    dritter  Punct    des    Netzes,  ^-    ^^ 

also   A',  A",  ...   rational,    so  wird  man  auf 

gleiche  "Weise  einen  in  die  Gerade  KL  fallenden  Netzpunct, 

Q~-/.hK^lL, 
und  einen  in  der  Geraden  LI  begriiFenen, 

R  =  XlL-\-iI 
setzen  können,  wo  /.  und  A  rational  sind. 

Werden  nun  diese  Ausdrücke  für  P,  Q,  R  in  Proportionen  auf- 
gelöst, so  kommt: 

IP_  _  ]^     J^  _  ]_     LR  _   i 
PK  ~  ti'    QL~  y.k'    in  ~U' 

und  wenn  man  diese  Proportionen  zusammensetzt: 

IP      KQ     LR  _     1 
^  PK   '  QL      RI  ~  t/.V 

d.  h.  das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die 
Seiten  IK,  KL,  LI  des  Dreiecks  IKL  in  P,  Q,  R  geschnitten 
werden,  und  welches  wir  kurz  ein  Dreiecks chnittsverhältniss 
nennen  wollen,  ist  rational.  Die  einfachsten  Beispiele  hierzu  sind 
die  Sätze  1)  und  2)  in  §.  198. 

Sei  M  noch  irgend  ein  anderer  Netzpunct,  der,  wenn  das  Netz 
im  Räume  enthalten  ist,  auch  ausserhalb  der  Dreiecksebene  IKL 
liegen  kann.  Seien  ferner  S  und  T  zwei  Netzpuncte,  welche  resp. 
in  den  Geraden  LM  und  IM  liegen,  so  wird,  aus  demselben  Grunde 
wie  vorhin,  das  Dreieckschnittsverhältniss 

IR      LS      MT 
RL  '  SM  ■    tT 
rational   sein.      Multiplicirt   man  dasselbe  in  das   vorige,   also  Ratio- 
nales mit  Rationalem,  so  kommt 
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IP      KQ     LS      MT 

J  PK   ■  QL  '  S3I'    TI  ' 

d.  i.  das  Verhältniss ,  zusammengesetzt  aus  den  Verhältnissen,  nach 
welchen  die  Seiten  des  Vierecks  IKLM  in  P,  Q,  S,  T  getheilt 
werden.  Dieses  Verhältniss,  welches  kurz  ein  Viereckschnitts- 
verhältniss  heissen  kann,  wird  daher  ebenfalls  einen  rationalen 
Werth  haben. 

Construirt  man  über  der  einen  Seite  dieses  Vierecks,  z.  B.  über 
3fl  ein  neues  Dreieck  MNI,  dessen  Spitze  N  wiederum  ein  Punct 
des  Netzes  ist,  und  nimmt  in  den  Seiten  desselben  MN  und  NI 
zwei  Netzpuncte  U  und  V,  so  erhellet  nach  derselben  Schlussart 
die  Rationalität  des  Fünfeckschnittsverhältnisses: 

IP      KQ      LS^     Mü^     NV 

^^  YK   ■  QZ  •   SM  '  UN  '   VI ' 

und  so  fort  bei  Vielecken  von  noch  mehreren  Seiten.  "VVir  stellen 
daher  die  allgemeine  Erklärung  auf: 

Eiji  Vielechscimittsverhälttiiss  [ratio  sectionalis  polygonica)  ist  ein 
Verhältniss,  zusammengesetzt  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  hei 
einem  ebenen  oder  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  Vielecke  jede  Seite. 

den  Anfa7igs-  und  Endpunct  derselben  zum  End-  und  Anfangspunct 

der  anliegenden  Seiten  genommen,  —  von  einem  beliebigen  dritten  in 
der  Seite  selbst  oder  i?i  ihrer  Verlä7igerung  liegenden  Puncte  ge- 
schnitten wird. 

Und  nun  das  Theorem: 

Jedes  VielecJcschyiittsverhältniss ,  bei  welchem  soicohl  die  Spitzen 
des  Vielecks.,  als  die  Schneidepuncte  der  Seiten  Puncte  eines  Netzes  in 
einer  Ebe?ie  oder  im  Räume  sind.,  hat  einen  rationalen   Werih. 

§.  216.  Zusätze,  d)  Als  das  einfachste  Vieleckschnittsver- 
hältniss  ist  das  Doppelschnittsverhältniss  zu  betrachten.  Sclireibt 
man  nämlich  das  Doppelschnittsverhältniss 

AC      AD 

CB  '   DB 

unter  der  Form 

AC      BD 

^J  CB  ■   DA  ' 

so  ist  es  das  Product  aus  den  Verhältnissen,  nach  welchen  die  zwei 
Seiten  AB  und  BA  eines  Zweiecks,  erstere  in  C,  letztere  in  D, 
geschnitten  werden.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  könnte  man  daher 
auch  ein  ZAveieckschnittsverhältniss  nennen. 
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b)  Die  Rationalität  eines  in  einem  Netze  sich  bildenden  Viel- 
ecksclinittsverliältnisses  lässt  sich  sehr  leicht  auch  dadurch  beweisen, 
dass  man  es  nach  und  nach  auf  ein  in  demselben  Netze  enthaltenes 
und  folglich  rationales  Doppelschnitts-  oder  Zweieckschnittsver- 
hältniss  reducirt.  Denn  seien,  wie  vorhin,  P,  Q,  H  die  Schneide- 
puncte  der  Seiten  des  Dreiecks  IKL.     Man  setze 

IL-  PQ  =  X, 
so  ist  auch  X  ein  Punct  des  Netzes,  und  nach  §.  198,2: 

IP      KQ  _       IX 
PK   '  QL~       XL' 

Hierdurch  aber  reduciren  sich  die  Vieleckschnittsverhältnisse 
3],  4],  5],  ...  auf: 

IX      LR  IX       LS      MT 


XL      MI '  XL     SM        TI  ' 

_  ^     I^     MIL     ^ 
XL  '   SM  '   UN  '  VI' 

also  auf  die  Formen  2],  3],  4],  ...,  von  denen  man  nun  auf  gleiche 
"Weise  das  zweite  und  die  folgenden  auf  die  Formen  2],  3],  . . . ,  und 
mithin  jedes,  nach  genugsam  •v\'iederholter  Anwendung  dieses  Ver- 
fahrens, auf  die  Form  21,  d.  i.  auf  ein  aus  Netzpuncten  gebildetes 
Doppelschnittsverhältniss  bringen  kann. 

c)  In  dem  besonderen  Falle,  wo  die  Spitzen  des  Vielecks  und 
folglich  auch  die  Schneidepuncte  in  eine  und  dieselbe  Gerade  fallen, 
kann  ein  Viele ckschnittsverhältniss  unmittelbar  als  ein  Product  aus 
Doppelschnittsverhältnissen  ausgedrückt  werden.    Denn  alsdann  wird 

^  _  IJP^     KQ\  IIQ_     LR\ 
-'  \PK   '   Qlf  \QL  •   mj 

=:-{I,K,P,  Q){I,L,  Q,R). 

-'     ~~  \PK   •  QL)  \QL  '   Slf  [sM  '     Tl) 

=  {I,  K,  P,  Q)  {/,  L,  Q,  S)  (7,  M,  S,  T)\ 
u.  s.  w. 
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Siebentes  Capitel. 

Von  der  Verwancltscliaft  der  CoUineatiou. 


§.  217.  Die  in  den  ersten  Capiteln  des  gegenwärtigen  Ab- 
sclmitts  erklärten  vier  Verwandtschaften  hatten  sämmtlich  dieses  mit 
einander  gemein,  dass  bei  zwei  in  einer  dieser  Verwandtschaften 
stehenden  Figuren,  —  wenn  anders  nicht  jede  Figur  bloss  ein  Sy- 
stem von  Puncten  in  einer  Geraden  war,  —  jeder  Geraden  der  einen 
Figur  eine  gerade,  nicht  krumme,  Linie  der  anderen  entsprach,  und 
dass  folglich  bei  Figuren  im  Räume  jede  Ebene  der  einen  Figur,  in 
der  anderen  Figur  gleichfalls  eine  Ebene  zur  entsprechenden  Fläche 
hatte.  Zu  dieser  gemeinsamen  Eigenthümlichkeit  musste,  wenn  die 
Figuren  einander  affin  heissen  sollten,  die  Gleichheit  der  Verhält- 
nisse zwischen  sich  entsiJrechenden  Theilen  der  Ebene  oder  des 
Raums  hinzukommen.  Die  Affinität  war  die  allgemeinste  Verwandt- 
schaft, und  es  traten  daher  noch  andere  Bedingungen  hinzu,  w^enn 
die  Figuren  einander  gleich,  oder  ähnlich,  oder  beides  zugleich  sein 
sollten. 

Gegenwärtig  soll  nun  das  sich  Entsprechen  gerader  Linien  (und 
Ebenen)  als  alleiniges  Merkmal  verw^andter  Figuren  beibehalten,  und 
somit  eine  Verwandtschaft  aufgestellt  werden,  welche  allgemeiner 
noch  als  die  Affinität,  ja  die  allgemeinste  ist,  nach  welcher  in  dem 
Theile  der  Geometrie,  welcher  sich  bloss  mit  Geraden  und  Ebenen 
beschäftigt,  Figuren  einander  verwandt  heissen  können.  (Bei  einer 
noch  allgemeineren  Verwandtschaft,  —  und  deren  lassen  sich  unend- 
lich viele  denken,  —  wird  einer  Geraden  eine  Curve,  und  einer 
Ebene  eine  krumme  Fläche  entsprechen.) 

Das  Wesen  dieser  neuen  Verwandtschaft  besteht  also  darin,  dass 
bei  zwei  ebenen  oder  körperlichen  Räumen,  jedem  Puncte  des  einen 
Raums  ein  Punct  in  dem  anderen  Räume  dergestalt  entspricht,  dass, 
wenn  man  in  dem  einen  Räume  eine  beliebige  Gerade  zieht,  von 
allen  Puncten ,  welche  von  dieser  Geraden  getroff'en  werden  [colli- 
neaniur)^  die  entsprechenden  Puncte  in  dem  anderen  Räume  gleich- 
falls durch  eine  Gerade  verbunden  werden  können. 

Es  ist  deshalb  diese  Verwandtschaft  die  Verwandtschaft  der 
Collineation  genannt  worden.     Figuren,  zwischen  denen  sie  statt- 


I 
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findet,  heissen  collinear  verAvandte,  oder  sclileclithin  collineare 
Figuren. 

§.  218.  Die  Art  und  Weise,  nach  der  man  die  Puncte  zweier 
Räume,  bloss  dem  so  eben  erklärten  Gesetze  der  Collineation  ge- 
mäss, gegenseitig  auf  einander  beziehen  kann,  erhellet  ganz  leicht 
aus  den  im  vorigen  Capitel  entwickelten  Eigenschaften  der  geome- 
trischen Netze. 

Denn,  um  mit  ebenen  Figuren  den  Anfang  zu  machen,  so  ent- 
spreche dem  Puncte  A  (Fig.  49)   in  der  einen  Ebene,    der  Punct  A' 


in  der  anderen,  dem  B  in  der  einen,  der  B'  in  der  anderen,  und 
folglich  jedem  Puncte  in  der  Geraden  AB,  ein  gewisser  Punct  in 
der  Geraden  A'B'.  Sei  ferner  C  ein  ausserhalb  AB  befindlicher 
dritter  Punct  in  der  ersten  Ebene,  welchem  man  in  der  zweiten 
einen  willkürhch  ausserhalb  A'B'  genommenen  Punct  C  entspre- 
chend setze,  so  wird  wiederum  jedem  Puncte  der  Geraden  AC  und 
BC  ein  Punct  in  den  resp.  Geraden  A'C  und  B'C  entsprechen. 
Welcher  Punct  aber  in  den  Linien  AB',  A'C  oder  B'C  irgend 
einem  gegebenen  in  den  Linien  AB,  AC  oder  BC  als  entsprechend 
zugehöre,  bleibt  bis  auf  die  Puncte  A,  B,  C,  Ä,  ...  selbst  noch 
unbestimmt.  Man  nehme  daher  willkürlich  noch  ein  viertes  Paar 
sich  entsprechender  Puncte,  D  und  D' ,  ausserhalb  jener  Geraden, 
und  es  werden  die  Puncte  der  Geraden  A' D' ,  B' D' ,  CD'  ihre  ent- 
sprechenden in  den  Geraden  AD,  BD,  CD  haben.  Zugleich  aber 
werden  die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  vorigen  zu  neuen 
Paaren   sich   entsprechender  Puncte  hinführen.     Setzt  man  nämhch: 

AD-  BC=E,     BDAC=F,     CDAB=G, 
A'D'-  B'C=  E',     B'D'-  A'C=  F' ,     CD'-  A'B'=  C, 

so  muss  jE",  als  gemeinschaftlicher  Punct  der  Geraden  A'D'  und 
B'C,  dem  E,  als  dem  gemeinschaftlichen  Puncte    der  Geraden  AD 
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und  B  C,  und  aus  gleichem  Grunde  F'  dem  F,  und  G'  dem  G  ent- 
sprechen. 

Man  ziehe  ferner  die  Geraden  EF,  EG,  FG  und  E'F\  E' G\ 
F'G',  und  setze: 

EF-  CD  =  H,     EFAB  =  I, 
etc 

E'F''C'D'=H\     E'F'A'B'=r, 

etc.,   so  sind  H  und  //',  /  und  /',  etc.  sich   entsprechende   Puncte. 

Ganz  so,  wie  im  vorigen  Capitel,  lässt  sich  nun  dieses  Verbinden 
der  immer  neu  entstehenden  Durchschnittspuncte  in  beiden  Ebenen 
ohne  Ende  fortsetzen,  und  somit  eine  unendliche  Menge  sich  ent- 
sprechender Puncte  finden. 

Da  man  nun ,  vermöge  §.  205 ,  durch  fortgesetzte  Verbindung 
von  vier  Puncten  in  einer  Ebene  durch  gerade  Linien  zu  jedem 
sresrebenen  fünften  Puncte  in  derselben  Ebene  entweder  unmittelbar, 
oder  doch  in  sofern  gelangen  kann,  dass  man  einen  anderen  findet, 
welcher  von  dem  fünften  um  weniger,  als  um  jeden  gegebenen  Ab- 
stand entfernt  ist;  so  muss  sich,  nachdem  die  vier  ersten  Paare  ent-  W^ 
sprechender  Puncte  A  und  A',  ...  nach  Belieben  bestimmt  worden 
sind,  für  jeden  Punct  P  der  einen  Ebene  ein  entsprechender  P'  in  i 
der  anderen  angeben  lassen;  dergestalt  nämlich,  dass  man  dieselbe  | 
Operation  des  Ziehens  gerader  Linien,  durch  welche  man,  von  A,  B,  " 
C,  D  ausgehend,  zu  P  zu  gelangen  im  Stande  ist,  in  der  anderen 
Ebene,  von  A\  B',   C,  L>'  ausgehend,  wiederholt. 

§.  219.  Jeder  Punct  P,  den  man  durch  fortgesetzte  Verbindung 
der  vier  Puncte 

A,  B,  C  und  D  =  aA-\-bB-]-cC 

findet,  hat  nach  §.  201   einen  Ausdruck  von  der  Form: 

(paA-\-xbB-{-ipcC, 

wo  (f,  X,  ip  bloss  von  der  Art  und  "Weise  der  fortgesetzten  Verbin- 
dung und  nicht  zugleich  von  a,  b,  c  abhängige  Coefficienten  sind. 
Dem  so  eben  Gesagten  zufolge  wird  daher, 

n'=aA'i'b'B'+c'C' 
gesetzt, 

P'=  (paA'+  xVB'+  xl'cC 

sein,  wo  f/),  x,  xp  dieselben  "Werthe,  als  in  dem  Ausdrucke  für  P, 
haben.     Da  nun  auch  umgekehrt  jeder  Punct  der  Ebene  ABC, 

=  ffaA-i-  x^ß-\-  4'^^ 
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gesetzt  und  nach  Angabe  der  Werthe  von  (p,  %,  ip  durch  blosses 
Ziehen  gerader  Linien  gefunden  werden  kann,  nur  mit  der  Be- 
merkung, dass,  wenn  die  Verhältnisse  dieser  Coefficienten  irrational 
sind,  die  Anzahl  der  zu  ziehenden  Linien  unendlich  wird,  so  lassen 
sich  bei  der  Collineationsverwandtschaft  ebener  Figuren,  entsprechende 
Puncte  auch  folgendergestalt  barycentrisch  definiren: 

Werden   vier   beliebigen  Puncten  A,  B,   C,  D  der  einen  Ebene, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  vier  beliebige  Puncte 
A\  B\  C,  D'  unter  der  nämlichen  Bedingung  in  der  anderen  Ebene 
entsprechend   angenommen,   so   entspricht  jedem  anderen   Puncte  P 
in  der  ersten  Ebene  der  Punct  P'  in  der  zweiten,  wenn, 
D  =  aA  +  hB  +  cC,     P=2)A-\-qB  +  rC, 
D'=  a'A'-\-  h'B'+  cC\     P'  =  p'A'+  q'B'^  r'C 
gesetzt,  sich  verhalten: 

p        q        r  p'        q         r  > 

-^  ■■  -\  ■■  —  =  ^  ■■  ^  ■■  -r[=(p-  y.■^^)■ 
a        0        c  a         0  c 

Man    kann   daher  auch   sagen:    in   dem   allgemeinen  Ausdrucke 

eines  Punctes, 

(paA  +  ihB  -{-  ipcC, 

sind  für  eine  und  dieselbe  Ebene  A,  B,  C,  a,  b,  c  constant,  und  von 
einem  Puncte  der  Ebene  zum  anderen  (p^  7,  ip  veränderlich ;  dagegen 
von  einer  Ebene  zur  anderen  A,  B,  C\  a,  b,  c  veränderlich,  und  für 
sich    entsprechende  Puncte  verschiedener   Ebenen  ip ,  x,  ip  constant. 

§.  220.  Zusätze.  a)  Hat  man  die  vier  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  A  und  A', '  B  und  B',  C  und  C,  D  und  D' 
festgesetzt,  so  wird  jedem  anderen  Puncte  P  der  Ebene  ABC  ein 
Punct  P',  und  nur  einer,  in  der  Ebene  A'B'C  entsprechen.  Denn 
mit  den  Puncten  A,  B,  C,  D,  P  sind  die  Verhältnisse  a  :  b  :  c  und 
(p  :  %  :  ip,  und  mit  den  Puncten  A\  B',  C,  D'  die  Verhältnisse 
a  :  b' :  c  gegeben ;  folglich  sind  auch  in  dem  Ausdrucke  für  P'  die 
Verhältnisse  (pa:  %b' :  ipc',  und  mithin  P'  selbst,  unzweideutig  be- 
stimmt. 

b)   Ist  in  den  Ausdrücken  zweier  sich  entsprechender  Puncte, 

(paA  +  xbB-\-ipcC  und  cp a  A' +  x^' B' -\- ip c  C\ 
die  Summe  der  Coefficienten  des  einen 

fp <■(' -\-  X^  -\-  H^c  =  0, 
so  folgt  daraus  nicht,  dass  auch 

(pa-\-  yh'-\-  ipc'=  0 
ist.    Einem  unendlich  entfernten  Puncte  der  einen  Ebene,  d.  h.  einem 
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solchen,  der  als  der  Durchschnitt  zweier  Parallelen  anzusehen  ist, 
wird  daher  im  Allgemeinen  nicht  ebenfalls  ein  unendlich  entfernter 
in  der  anderen  Ebene  entsprechen ;  und  umgekehrt  kann  es  der  Fall 
sein,  dass  von  den  Geraden,  welche  sich  in  der  einen  Ebene  in  P 
schneiden,  die  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  ein- 
ander parallel  laufen. 

c)    Bezeichnen   cp,  x,  ip    gegebene    Functionen    einer  Veränder- 
lichen, so  sind 

cpaA  +  yhB-^4icC  und  rpa  A'+ yh'B'+\pcC' 

die  Ausdrücke  zweier  sich  entsprechenden  Linien.  Da  sich  die 
Coefficienten  dieser  Ausdrücke  nur  durch  die  Verschiedenheit  der 
in  (/),  ;j,  'tp  multiplicirten  Constanten  unterscheiden,  so  erhellet,  dass 
auch  bei  der  CoUineationsverwandtschaft  die  Ordnung  der  Linien 
sich  nicht  ändert.  Wie  schon  die  in  §.217  gegebene  Erklärung  ver- 
langt, entspricht  daher  einer  Geraden  eine  Gerade.  Ferner  wird  die 
einer  Linie  von  der  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  entsprechende 
Linie  ebenfalls  von  der  zweiten,  dritten,  etc.  Ordnung  sein.  Einer 
gegebenen  Ellipse  kann  aber  nicht  nur  jede  andere  Ellipse,  wie  bei 
der  Affinität  (§.  173),  sondern  auch  jede  Hyperbel  und  jede  Parabel 
entsprechen,  oder  mit  anderen  Worten:  sämmtliche  drei  Arten  von 
Kegelschnitten  sind  collinear  verwandt.  Dies  erhellet  sogleich  dar- 
aus,   dass  sich  jedes  Kegelschnittes  AuTsdruck  auf  die  einfache  Form 

bringen  lässt  {§.  61,  IV),  bei  der  CoUineationsverwandtschaft  aber 
nicht  nur  die  Puncte  -4,  J5,  C,  sondern  auch  die  Coefficienten  a,  5,  c 
von  einer  Figur  zur  anderen  veränderlich  sind. 

§.221.     In  dem  allgemeinen  Ausdrucke 
fpaA-^yhB^ipcC 
eines  Punctes,  welcher  dem  aus  den  vier  Hauptpuncten 

A,  B,  C  und  aA  +  bB-i-cC 
-entspringenden  ebenen  Netze  zugehörte,  standen  cp ,  x,  ^  in  ratio- 
nalen Verhältnissen  zu  einander,  und  alle  anderen  bei  dem  Netze 
als  rational  erwiesenen  Verhältnisse  waren  es  deshalb,  weil  sie,  als 
rationale  Functionen  solcher  Verhältnisse,  wie  cp  :  %\  \p,  dargestellt 
w^erden  konnten.  Bei  der  gegenwärtigen  Untersuchung,  welche  sich 
nicht  bloss  auf  die  Netzpuncte,  sondern  auch  auf  alle  anderen  Puncte 
der  Ebene  erstreckt,  sind  nun  zwar  die  Verhältnisse  (f  ■  %  ■  ip  nicht 
mehr  rational,  zeichnen  sich  aber  dadurch  aus,  dass  sie  von  einer 
Ebene  zur  anderen  ihre  Werthe  behalten.    Wir  können  folglich  den 
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Schluss  machen,  dass  alle  bei  dem  Netz  als  rational  erwiesenen  Ver- 
hältnisse gegenwärtig  von  einer  Ebene  zur  anderen  constant  sind. 
Dies  berechtigt  uns  weiter  zu  nachstehenden  Folgerungen: 

1)  Nach  §.  204  können  je  vier  Puncte  /,  K,  L,  M  eines  ebenen 
Netzes,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  als  Haupt- 
puncte  genommen  werden;  oder  mit  anderen  Worten:  ist 

M=iI+kK-{-lL, 

und  wird  irgend  ein  anderer  Punct  des  Netzes 

P=  LiI-\-y.kK-\-UL 

gesetzt,  so  sind  die  Verhältnisse  l  .  /.  :  ).  rational.  Bezeichnen  daher 
/,  . . .,  M,  P  überhaupt  fünf  Puncte  einer  Ebene,  und  sind  /',  . . .,  M' ,  P' 
die  ihnen  entsprechenden  in  einer  colKnearen  Figur,  so  muss,  wenn 

M'=i'r+k'K'-{-l'L' 
gesetzt  ^^-ird, 

P'=  ii'I'-{-  y.k'K'+  UL' 

sein.  Sind  folglich  zwei  Figuren  nach  der  in  §.219  gegebenen  Er- 
klärung collinear  verwandt,  so  sind  sie  dies  nicht  bloss  in  Bezug  auf 
ein  bestimmtes  System  von  vier  Paaren  sich  entsprechender  Puncte 
[A  und  Ä^  ...,  D  und  i)'),  sondern  können  auch  auf  jedes  andere 
System  dieser  Art  (/  und  /',  ...,  J/ und  J7')  als  collineare  Figuren 
bezogen  werden. 

Systeme,  deren  jedes  nur  aus  vier  Puncten  in  einer  Ebene  be- 
steht, lassen  sich  stets  als  collinear  verwandt  betrachten,  —  eben  so, 
wie  alle  Dreiecke  einander  affin,  und  alle  Systeme  von  bloss  zwei 
Puncten  einander  ähnhch  sind. 

2)  Wir  haben  in  §.  202,«  gesehen,  dass  alle  Doppelschnittsver- 
hältnisse eines  ebenen  Netzes  rational  sind,  und  schliessen  daraus, 
dass  Doppelschnittsverhältnisse  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten 
coUinearer  Figuren  gleiche  Werthe  haben.  Sind  also  A,  B^  C,  D 
vier  Puncte  der  einen  Figur,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  und 
-4',  ...,  D'  die  ihnen  entsprechenden  und  daher  gleichfalls  in  einer 
Geraden  begriflfenen  Puncte  der  anderen  Figur,  so  ist 

[A.  B,  C,  D)  =  {A',  B',  C,  D')\ 

und  überhaupt,  sind  A,  ...,  F  beliebige  sechs  Puncte  der  einen 
Figur,  und  A' ,  ...,  F'  die  ihnen  entsprechenden  der  anderen,  so 
ist  {§.  190): 

{A,  B,  CD,  FF)  =  {A\  B',  CD',  FF). 
Man  setze 

AB  ■  CD  —  M,     AB  •  FF=  X, 
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SO  verhält  sich: 

A3I  :  B3I=  ACD  :  BCD, 

AN  :  BN=  AEF  :  BEF; 
(vergl.  den  Beweis  zu  §.  188),  folglich  ist 

^    _   ,.,       ACD      AEF 
{A,  B,  CD,  EF)  =  {A,  B,  M,  A)  =  ^^^  :  -^^^, 

und  wir  können   unsern  Satz  allgemein  verständlich   so  ausdrücken: 

Werde7i  die  Funde  zweier  Ebenen  dergestalt  auf  einander  be- 
zogen, dass  je  drei  Puncten  der  eitlen  Ehene,  loelche  in  einer  Geraden 
liegen,  in  der  anderen  Ebene  drei  gleichfalls  hi  einer  Geraden  be- 
griffene Puncte  entsprechen:  so  ist,  ivenn  A,  B,  C,  D,  E,  F  be- 
liebige sechs  Puncte  der  einen  Ebene  bezeichnen,  das  Verhaltniss 
zwischen  deti  Dreiecken 

ACD     AEF 
'CDB  '  EFB 
dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  sechs  Puncten  der  anderen  Ebene 
gebildeten   Verhaltnisse  gleich. 

Von  den  zwei  Gliedern,  woraus  dieses  Verhältniss  zusammen- 
gesetzt ist,  und  welche  gleichfalls  Verhältnisse  sind,  ist  bei  affinen 
Figuren  schon  jedes  Glied  für  sich,  wie  ACD  :  CDB,  —  und  von 
den  zwei  Gliedern  dieses  letzteren  Verhältnisses,  bei  gleichen  Figuren, 
ebenfalls  jedes  für  sich,  wie  ACD,  —  von  der  einen  Figur  zur 
anderen  constant.  Dieselbe  Bemerkung  wird  sich  bei  collinearen 
Figuren  im  Räume  und  in  geraden  Linien  wiederholen  lassen,  und 
man  kann  daher  die  Affinität  als  eine  eben  so  specielle  Art  der 
Collineationsverwandtschaft  betrachten,  als  es  die  Gleichheit  von  der 
Affinität  war. 

3)  Vermöge  §.  215  sind  auch  alle  Vieleckschnittsverhältnisse 
zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  collinearer  Figuren  einander 
gleich. 

Vieleckschnittsverhältnisse  können,  eben  so  wie  vorhin  die 
Doppelschnittsverhältnisse,  auch  durch  Verhältnisse  zwischen  Drei- 
ecken  dargestellt  werden.     Man  habe  z.  B.    das   Dreieckschnittsver- 

hältniss : 

BN     CO      AP  _ 

WC     'ÖA'  PB"     ' 

wo  also  N  mit  B  und  C,  O  mit  C  und  A,  P  mit  A  und  B  in 
Geraden  liegen.  Man  ziehe  in  der  Ebene  des  Dreiecks  durch  N,  O,  P 
willkürlich  drei  andere  Gerade  und  nehme  in  diesen  nach  Belieben 
die  Puncte  D,  E,  F,   G,  H,  I;  so  dass 

BCDE  =  N,     CAFG=0,     AB- 111=  P. 
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Da  nun  alsdann 

BN :  NC  =  —  BDE  :  DEC, 
etc.,  so  wird 

BDE       CFG      AHI 


J  = 


DEC  FGA  '  HIB 
Dass  dieses  Verhältniss ,  bei  welchem  A,  ...,  I  beliebige  neun 
Puncte  der  Ebene  sein  können,  dem  auf  gleiche  Art  aus  den  ent- 
sprechenden Puncten  einer  collinearen  Figur  zusammengesetzten 
Verhältnisse  gleich  sei,  lässt  sich  auch  dadurch  sehr  leicht  bcAveisen, 
dass  man  es,  eben  so  wie  in  §.  216,  c  die  Vieleckschnittsverhältnisse 
zwischen  Puncten  in  einer  Geraden,  in  ein  Product  aus  Doppel- 
schnittsverhältnissen zerlegt.     Es  wird  nämlich 

_        BDE      CFG      BFG     AHI 
~        DEC      FGB     FGÄ     ITlB 

=  —  {B,  C,  DE,  FG)  {B,  A,  FG,  HI). 
Eben   so   kann   man    auch   bei    Viereckschnittsverhältnissen,    u.  s.  w. 
verfahren. 

4)  Die  Collineationsverwandtschaft  ebener  Figuren  bestand  nach 
§.  219  in  der  Beständigkeit  der  Verhältnisse  (f  :  x  '.  ip  für  jedes  Paar 
sich  entsprechender  Puncte.  Auch  diese  Verhältnisse  können  geo- 
metrisch nicht  anders,  als  durch  Doppelschnittsverhältnisse  dargestellt 
werden.     Denn  aus 

D  =  aA-\-ljB  +  cC  und  F=  (paA  +  x^>B  -\- xpcC 
folgt 

a  :  h  =  —BCD  :  CDA 
und 

mithin 


cpa:  x^  =  —  BGP\  CPA, 
cp:x  =  {B,A,  CP,  CD)  =  {A,  B,  CD,  CP), 


und  eben  so 

X:ip  =  {B,  CAD,  AP). 

Man  kann  folglich  die  Verwandtschaft  der  Collineation  auch 
geradezu  durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  de- 
finiren,  so  dass  nämlich  zwei  ebene  Figuren  einander  collinear  sind, 
wenn  jedes  Verhältniss  von  der  Form 

ACD      AEF 
CDB  ■    EFB 
bei  der   einen  Figur  dem  eben  so   aus   den  entsprechenden  Puncten 
der  anderen  Figur  gebildeten  Verhältnisse  gleich  ist. 

§.  222.  Die  Verwandtschaft  der  Collineation  zwischen  Figuren 
im  Räume  besteht,  eben  so  wie  bei  ebenen  Figuren,  in  dem  gegen- 

Möbius  Werke  I.  18 
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seitigen  Entsprechen  gerader  Linien  (§.  217).  Dass  auch  jeder  Ebene 
des  einen  Raums  eine  ebene  Fläche  in  dem  anderen  entspricht,  ist 
eine  nothwendige  Folge  hiervon.  Denn,  sind  A,  B,  C,  D  vier  in 
einer  Ebene  begriffene  Puncte  des  einen  Raums,  und  E  der  unter 
dieser  Voraussetzung  stattfindende  Durchschnitt  von  AB  und  CD, 
sind  ferner  A' ,  ...,  E'  die  diesen  fünf  Puncten  im  anderen  Räume 
entsprechenden  Puncte,  so  werden  auch  Ä,  B',  E'  und  C,  D' ,  E' 
in  Geraden,  und  folglich  A' ,  B',   C,  D'  in  einer  Ebene  liegen. 

Zur  deutlichen  Darstellung  dieses  collinearen,  von  jeder  anderen 
Bedingung  freien  Entsprechens  aller  in  ZAvei  Räumen*)  enthaltenen 
Puncte,  und  zur  Entwickelung  der  übrigen  hierbei  vorkommenden 
Relationen  wird  uns  wiederum  das  geometrische  Netz  dienen. 

Denn  seien  A,  B,  C,  D  vier  beliebige  Puncte,  welche  nicht  in 
einer  Ebene  liegen.  Man  verbinde  sie  zu  dreien  durch  Ebenen,  so 
schneiden  sich  diese  zu  dreien  nur  in  den  vier  Puncten  selbst,  und 
es  wird  mithin  durch  sie  allein  kein  anderer  Punct  bestimmt. 
Kommt  aber  noch  ein  fünfter  Punct  E  hinzu,  der  mit  keinen  dreien 
der  vier  ersteren  in  einer  Ebene  liegt,  so  kann  man  nach  §.214 
durch  fortgesetzte  Verbindung  des  nunmehrigen  Systems  von  fünf 
Puncten  nicht  nur  eine  unendliche  Menge  neuer  Puncte  erhalten, 
sondern  auch  zu  jedem  gegebenen  sechsten  Puncte  P  entweder  voll- 
kommen gelangen,  oder  doch  einen  anderen  finden,  welcher  dem 
P  unendlich  nahe  liegt  und  sich  daher  als  mit  P  identisch  be- 
trachten lässt. 

Seien  nun  A',  B',  C,  D',  E'  fünf  andere  Puncte,  von  denen 
ebenfalls  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  setze  sie  den  fünf 
vorigen  der  Reihe  nach  entsprechend,  A'  dem  A,  B'  dem  5,  u.  s.  w., 
und  denke  sich  dieselben  eben  so  zu  dreien  durch  Ebenen  verbunden 
und  diese  Verbindung  auf  dieselbe  Weise  fortgesetzt,  auf  welche 
man,  von  A,  B,  C,  D,  E  anfangend,  zu  P  gelangen  konnte,  so  wird 
der  eben  so  aus  A',  B\  C,  D',  E'  erhaltene  Punct,  welcher  P' 
heisse,  der  dem  P  entsprechende  sein.  Und  somit  ist  klar,  dass, 
nach  Festsetzung  der  fünf  Puncte  A,  ...,  E  in  dem  einen ,  und  der 
fünf  ihnen  entsprechenden  A',  ...,  E'  in  dem  anderen  Räume,  für 
jeden    sechsten  Punct   des    einen  Raums    ein,    der   Collineationsver- 


*)  Da  jeder  dieser  Räume  unbegrenzt  gedacht  werden  muss,  und  es  gleich- 
wohl nur  einen  unendlichen  Raum  giebt,  so  hat  man  sich  die  beiden  Räume 
einander  durchdringend  vorzustellen,  wie  zwei  in  einander  fallende  unendliche 
Ebenen  oder  gerade  Linien,  so  dass  jeder  Punct  die  Vereinigung  zweier  Puncte 
ist,  von  denen  der  eine  dem  einen  und  der  andere  dem  anderen  Räume  zu- 
gehört. 
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wandtschaft  gemäss,  entsprechender  sechster  in  dem  anderen  Räume 
sich  angeben  lassen  muss. 

§.  223.     Sei,  wie  in  §.211, 
E=  aA  +  hB-\-cC-\-dD,     P  =  (faA-{- yhB -\-  xpcC+toclD. 
so  sind  die  Verhältnisse  der  Coefficienten  y,  /,  ip,  cd  bloss  von  der 
Art  und  Weise  abhängig,  auf  welche  man  von  A,  ...,  E  durch  fort- 
gesetzte  Verbindung  mit   Ebenen  zu  P  kommen  kann.      Setzt  man 
demnach  in  dem  anderen  Räume, 

E'=  aA'-\-  h'B'+  c'C'-^  d'D', 
so  wird  der  dem  P  entsprechende  Punct 

P'=  (paA'-\-  yh'B'-Y  ipc'C'-{-  wd'D' 
sein.     Ganz  so  wie  in  §.  219,   lassen  sich  daher   collinear  verwandte 
Systeme   von  Puncten   im   Räume    auch    dadurch    erklären,    dass  in 
dem  allgemeinen  Ausdrucke  eines  Punctes, 

(paA  +  xiB  +  H>cC-\-codD, 
die  Puncte  A,  B,  C,  D  und  Coefficientenverhältnisse  a  :  b  :  c  :  d  nur 
für   ein   und  dasselbe   System  beständig   sind,    die   Verhältnisse   aber 
zwischen  den   Coefficienten  y,  /,  \p,  to   nur  für   sich   entsprechende 
Puncte  verschiedener  Systeme  ungeändert  bleiben. 

§.  224.  Zusätze,  a)  Aus  dieser  Erklärung  der  CoUineations- 
verwandtschaft  durch  barycentrische  Formeln  fliesst  eben  so,  wie  in 
§.  220,  a  und  J,  dass,  nachdem  die  den  fünf  Puncten  A,  ...,  E  ent- 
sprechenden fünf  A\  ...,  E'  gewählt  Avorden  sind,  jedem  sechsten 
Puncte  des  einen  Systems  nicht  mehr  als  ein  Punct  im  anderen 
entsprechen  kann,  dass  aber  wohl  von  zwei  sich  entsprechenden 
Puncten  der  eine  ein  unendlich  entfernter  sein  kann,  ohne  dass  es 
deshalb  auch  der  andere  ist. 

h)  Sind  f/),  X'  H^i  ^^  Functionen  einer  oder  zweier  Veränder- 
lichen, so  stellen 

(paA  +  yibB+xpcC+iodD  und  (p a  A' +  x^' B' +^f c  C -\- lo d' D' 

zwei  collinear  verwandte  Linien  im  Räume  oder  Flächen  vor,  die 
daher,  nach  derselben  Schlussart,  vde  in  §.  220,  c  immer  von  einerlei 
Ordnung  sind.  Uebereinstimmend  mit  dem  Vorigen,  entspricht  da- 
her einer  Geraden  eine  Gerade,  einer  Ebene  eine  Ebene,  folglich 
einem  Systeme  gerader  Linien  in  einer  Ebene  ein  System  von 
Geraden,  welche  ebenfalls  in  einer  Ebene  begriffen  sind.  Schneiden 
sich  mehrere  Gerade  der  einen  Figur  in  einem  und  demselben 
Puncte,   so   thun   dasselbe   die   entsprechenden  Geraden   der  anderen 
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Figur,  können  sich  aber  auch  parallel  sein,  und  umgekehrt  entspricht 
einem  Systeme  paralleler  Geraden  ein  System  von  Geraden,  die  sich 
im  Allgemeinen  in  einem  Puncte  schneiden.  Einem  Systeme  von 
Ebenen,  welche  sich  in  Parallelen  schneiden,  wird  im  Allgemeinen 
ein  System  von  Ebenen  entsprechen,  welche  durch  einen  und  den- 
selben Punct  gehen,  und  einem  Systeme  paralleler  Ebenen  ein 
System  von  Ebenen,  welche  sich  in  einer  gemeinschaftlichen  Geraden 
schneiden. 

c)  Was  die  Flächen  der  zweiten  Ordnung  betrifft,  so  sind  diese 
nicht  eben  so,  wie  die  Linien  der  zweiten  Ordnung,  sämmtlich  ein- 
ander collinear,  sondern  zerfallen  in  dieser  Hinsicht  in  zwei  Arten, 
von  denen  die  eine  das  Ellipsoid,  das  elliptische  Hyperboloid  und 
das  elliptische  Paraboloid,  die  andere  das  hyperbolische  Hyperboloid 
und  das  hyperbolische  Paraboloid  in  sich  begreift. 

Um  dieses  zu  zeigen,  bringe  man  zuvor  den  allgemeinen  Aus- 
druck dieser  Flächen 

A-\-tB  +  tiC+{it^-\-  Jitu  -h  lu^)D 

(§.  110)  auf  eine  etwas  einfachere  Form,  indem  man  den  Coeffi- 
eienten  von   T> 

als  das  Aggregat  zweier  Quadrate  darstellt.     Man  setze  zu  dem  Ende 

"lit-^-hu  =  2«rr, 
eliminire  damit  ^,  nehme  hierauf 

C,  =  1iC—kB 
statt  C  zum  Fundamentalpuncte  und  setze  noch 

{2i  —  k)u  =  2iy 
und 

1)  {Ail  —  k^)i={2i—k)^m] 

so  erhält  man  den  Ausdruck: 

1)  A -\- X B -{-  1/ C\ -{-  (ix-'  4-  my^)  1). 

Der  Ausdruck  einer  damit  collinear  verwandten  Fläche  ist: 

aA'-\-  hxB'-\-  cyC'-\-  d{ix^  -f-  my^)D', 

oder  einfacher,  wenn  man 

bx  =  av  ,     cy  =  aw 
und 

2)  adi  =  b^i',     adm  =  r-^tri 

setzt, 

n)  ^'4-  V  B'-\-  tv  C'-h  {i'v-  +  m'w^)  D. 
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Aus  den  Gleichungen  2)  folgt  nun  unmittelbar,  dass,  wegen  der 
willkürlich  zu  bestimmenden  a,  6,  c,  d,  zwischen  den  Constanten  i 
und  m  im  Ausdrucke  I)  und  den  Constanten  i'  und  m'  in  II)  nur 
insofern  eine  Beziehung  stattfindet,  als  die  Verhältnisse  i  :  7n  und 
i' :  m!  einerlei  Zeichen  haben  müssen;  dass  hingegen  i'  und  m'  ab- 
solut genommen  von  i  und  m  ganz  unabhängig  sind.  Nach  1)  ist 
aber  das  Zeichen  von  i  :  m  einerlei  mit  dem  Zeichen  von  4^7  —  k"*-^ 
und  letzteres  für  die  vorhin  genannten  Flächen  der  ersten  Art  positiv, 
für  die  der  zweiten  Art  negativ  (§.  110).  Es  sind  mithin  alle  Flächen 
der  ersten  Art  unter  sich,  und  eben  so  alle  Flächen  der  zweiten  Art 
unter  sich  collinear  verwandt.     (Vergl.  die  Anmerkung   zu  §.  179.) 

§.  225.  Die  in  §.  221  gemachte  Schlussfolge,  wonach  alle  die- 
jenigen Verhältnisse,  welche  beim  Netze  rationale  Werthe  hatten, 
zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  coUinearer  Figuren  einander 
gleich  Avaren,  findet  auch  hier  vollkommene  AnAvendung,  und  wir 
erhalten  damit  folgende,  den  dortigen  ganz  analoge  Resultate. 

1)  Die  in  §.  223  gegebene  Erklärung  collinear  verwandter 
Figuren  im  Räume  beschränkt  sich  nicht  auf  ein  bestimmtes  System 
von  fünf  Paaren  sich  entsprechender  Puncte.  —  Findet  zwischen  P 
und  P'  auf  A  und  Ä,  ...,  P,  und  £"  bezogen,  die  dort  bemerkte 
Relation  statt,  so  wird  eine  Relation  derselben  Art  auch  bestehen, 
wenn  man  P  und  P'  auf  irgend  fünf  andere  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  bezieht  (§.  212,  r). 

Zwischen  Systemen,  deren  jedes  nur  fünf  Puncte  im  Räume 
ausmachen,  ist  noch  keine  dergleichen  Relation,  und  folglich  immer 
Collineations Verwandtschaft  vorhanden. 

2)  Alle  Doppelschnittsverhältnisse  (§.  212,  a)  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse (§.  215)  zwischen  sich  entsprechenden  Puncten  collinearer 
Figuren  im  Räume  haben  gleiche  Werthe.  Sind  also  A,  ...,  //  irgend 
8  Puncte  der  einen  Figur,  und  Ä ^  . . .,  H'  die  ihnen  entsprechenden 
in  der  anderen,  so  ist  (§.  196,  h) 

{A,  B,  CDE,  FGH)  =  {A',  B\  C'D'E',  F'G'H'). 

Man  setze 

£=  aA-\-hB  +  cC+dD  und  AB  ■  CDE=  M, 
so  ist 

M=aA-^bB, 

folglich  AM:  MB,  oder  das  Verhältniss,    nach  welchem  die  Gerade 
AB  von  der  Ebene  CDE  geschnitten  wird, 

=  b  :a=  CDEA  :  BCDE, 
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und  auf  eben  die  Art  findet  sich,  wenn  man 

AB-  FGH=N 

setzt, 

AN:  NB  =  FGHA  :  BFGH. 
Hierdurch  wird 

M,  B,  CDE,  FGH)  -  ^,^^^      FGHB' 

und  man  bekommt  folgenden  Satz: 

Werden  alle  Pmicte   zweier   Bäume  dergestalt    auf   einander   be- 
zogen,   dass  von  Je   drei  Puncten  des   einen  Raums  ^    welche  in   einer 
Geraden  sind,    die  entsprechenden  Puncte   des  anderen  Baumes  gleich- 
falls in  einer  Geraden  liegeti,  so  ist  das   Verhältniss  der  Pyramiden 

ACDE      AFGH 
CDEB   ■  FGHB 

aus  irgend  acht  Puncten  A,  .  .  .,  H  des  einen  Baums,  dem  eben  so 
aus  den  entsprechenden  acht  Puncten  des  anderen  Baums  gebildeten 
Verh  ältnisse  gleich . 

3)  In  Betreff  der  Vieleckschnittsverhältnisse  ist  noch  zu  be- 
merken ,  dass  diese  sich  gleichfalls ,  wie  die  Doppelschnittsverhält- 
nisse, durch  Verhältnisse  zwischen  Pyramiden  ausdrücken  lassen. 
Setzt  man  z.  B.  bei  dem  in  §.  221,  3  mit  J  bezeichneten  Dreieck- 
schnittsverhältnisse : 

N=BC-  DBF,      0=CAGHI,     P=ABKLM, 
so  wird 

BN:  NG=  BDEF:  DEFC, 

etc.,  und  daher 

BDEF      CGHI     AKLM 


J  = 


DEFC      GHIA      KLMB 


Auch  kann   ein   solches  Verhältniss,   eben   so  wie    dort,   in  Doppel- 
schnittsverhältnisse zerlegt  werden;  man  hat  nämlich: 

_  BDEF  CGHI  AKLM 
~  DEFC  '  GHIB  '  KLMB 
=  —  {B,  C,  DEF,  GHI)  [B,  A,  GHI,  KLM). 

4)  Die  Verwandtschaft  der  Collineation  kann  endlich,  wie  bei 
ebenen  Figuren,  so  auch  bei  Figuren  im  Räume  durch  die  Gleich- 
heit aller  Doppelschnittsverhältnisse  zwischen  sich  entsprechenden 
Puncten  erklärt  werden,  indem  auch  hier  die  in  der  Erklärung  §.  223 
als   von   einer  Figur    zur    anderen    constant    bemerkten  Verhältnisse 
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(p  .  X  :  H'  ■  f'J   geometrisch   durch   Doppelschnittsverhältnisse  sich  dar- 
stellen lassen.     So  findet  man 

cp  :X  =  {A,B,  CDE,  CDP), 

etc. 

§.  226.  Die  Vollständigkeit  erfordert  es,  noch  über  die  Col- 
lineationsverwandtschaft  solcher  Systeme  von  Puncten  Einiges  hin- 
zuzufügen, deren  jedes  bloss  in  einer  Geraden  enthalten  ist.  Weil 
aus  Puncten,  die  in  einer  und  derselben  Geraden  liegen,  ein  Netz 
zu  construiren  unmöglich  ist,  so  kann  eine  Erklärung,  derjenigen 
analog,  nach  Avelcher  sich  bei  Systemen  in  Ebenen  und  im  Räume 
gerade  Linien  gegenseitig  entsprachen,  in  diesem  Falle  zwar  nicht 
gegeben  werden.  So  wie  aber  bei  zwei  sich  entsprechenden  geraden 
Linien  in  zwei  ebenen  oder  körperlichen  Räumen,  jedes  Doppel- 
schnittsverhältniss  der  einen  Linie  dem  Doppelschnittsverhältniss 
zwischen  den  entsprechenden  Puncten  der  anderen  Linie  gleich  war, 
so  wird  man  auch  bei  zw^ei  isolirten  Geraden  die  Collineationsver- 
wandtschaft  ihrer  Puncte  in  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsver- 
hältnisse zu  setzen  haben. 

Sind  demnach  A,  B,  C,  D,  ...  mehrere  Puncte  der  einen 
Geraden,  und  A',  B' ,  ...  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen, 
so  ist  bei  der  CoUineationsverwandtschaft  dieser  ZAvei  Systeme 

{A,B,C,D)=={A\B',  C',D'), 
etc.,  oder,  was  dasselbe  ausdrückt:   setzt  man,  auf  A,  B  als  Funda- 
mentalpuncte   des   einen  und  A',  B'  als  Fundamentalpuncte  des  an- 
deren Systems  bezogen, 

C=aA-\-bB,     C'=aA'-\-b'B', 
so  muss,  wenn  einer  der  übrigen  Puncte  des  ersten  Systems 

P=  cpaA  +  xbB 
ist,  der  entsprechende  des  zweiten  Systems 

P'=(paA'+x^'B' 
sein.     Denn  es  folgt  hieraus 

cp:x  =  {A,B,  C,  P)  =  {A',  B\  C,  P'). 
Dass  aber,  wenn  Q  und  Q',  R  und  R ,  S  und  S'  auf  gleiche  Weise, 
wie  P  und  P',  einander  entsprechend  genommen  sind,  auch 

(P,  Q,  R,  S)  =  (P',  Q\  R',  S') 
ist,  erhellet  schon  aus  §.  186. 

Ich  erinnere  nur  noch,  dass  alle  Systeme,  deren  jedes  bloss  aus 
drei  Puncten  in  einer  Geraden  besteht,  als  einander  collinear  ver- 
wandt anzusehen  sind. 
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Construction  collinear  verwandter  Figuren. 

§.  227.  Aufgabe.  Ein  System  von  Puncten  in  einer  Geraden 
ist  gegeben.     Ein  demselben  collinear  verwandtes  zu  construiren. 

Auflösung.  Heissen  bei  dieser  und  den  zwei  folgenden  Auf- 
gaben A,  B,  ...,  P,  ...  die  Puncte,  welche  das  gegebene  System 
ausmachen,  A',  B',  ...,  P',  ...  die  ihnen  resp.  entsprechenden  in 
dem  zu  construir enden. 

Man  nehme  in  einer  Geraden  a'  die  drei  Puncte  A',  B',  C  nach 
Willkür  und  gebe  dieser  Linie  gegen  die  Linie  a,  in  welcher  die 
gegebenen  Puncte  A^  B,  ...  enthalten  sind,  eine  solche  Lage,  dass 
A'  mit  A  zusammenfällt,  und  mithin  beide  Linien  in  eine  und  die- 
selbe Ebene  zu  liegen  kommen.  Man  ziehe  nun  BB'  und  CC, 
welche  sich  in  0  schneiden,  so  erhält  man  für  irgend  einen  anderen 
Punct  P  des  gegebenen  Systems  den  entsprechenden  Punct  P'  als 
Durchschnitt  von  OP  mit  a.  —  Der  Beweis  dieses  Verfahrens  er- 
giebt  sich  unmittelbar  aus  §.  189. 


§.  228.       Zusatz.      Nimmt    man    O    (Fig.  50)    Avillkürlich ,    so 
kann   man   der   Geraden  a    immer,    und    zwar    auf   doppelte  Weise, 

eine  solche  Lage  geben,  dass  A',  B\  C 
in  OA,  OB,  OC  fallen,  wo  dann  P\ 
eben  so  wie  vorhin,  der  Durchschnitt 
von  OP  mit  a  ist.  Denn,  da  die 
Seiten  AA',  A'B',  BB,  BA  des  Vier- 
ecks AA'B'B  von  der  Geraden  CC 
resp.  in  0,  C,  0,  C  geschnitten  werden, 
so  hat  man  {§.  199,  c) 


AO      A'C 
OA'  '  C'B' 


B'O      BC 
OB   ■  CA 


1. 


Hiernach  ist  das  Verhältniss  ÄO  .  OB'  durch  die  Proportion 


AC 
CB 


A'C 
C'B' 


AO 
OB 


A'O 
OB' 


gegeben,  und  man  kann  folglich  eine  Gerade  ziehen,  welche  mit  der 
gesuchten  Lage  von  a  parallel  ist.  Schneide  diese  Parallele  die 
OA  und  OB  resp.  in  A"  und  B",  so  findet  sich  OA'  als  die  vierte 
Proportionallinie  zu  A"B",  A'B'  und  OA",  wodurch  nun  die  Lage 
von  a    vollkommen,   und  zwar  auf  doppelte  W^eise,   bestimmt   wird, 
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indem  man  OA'  in  OA  auf  die  eine  sowohl  als  die  andere  Seite 
von   O  tragen  kann. 

§.  229.  Aufgabe.  Ein,  einem  gegebenen  Systeme  van  Puncten 
in  einer  Ebene  coUinear  verwandtes,  System  zu  construiren. 

Auflösung.  Man  nehme  in  dem  gegebenen  Systeme  die 
Geraden  CA  und  CB  als  Axen,  und  beziehe  darauf  jeden  anderen 
Punct  des  Systems,  indem  man  ihn  mit  B  und  A  durch  Gerade 
verbindet  und  die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  Axen  CA 
und  CB  angiebt.     Sei  demnach  für  D: 

CA-  BD  =  M,     CB  '  AB  =  N, 
für  P: 

CA-  BP=  X,      CB  -  AP=Y. 
Auf  gleiche  Art  nehme  man  in  dem  anderen  Systeme,   das  man 
sich  schon  construirt  denke,    CA'  und  CB'  zu  Axen   und  projicire 
darauf  aus  B'  und  A'  den  Punct  D'  und  jeden  der  übrigen,  P',  in- 
dem man  für  D' : 

CA'  -  B'D'=  31',     CB'  -  A'D'  =  iV, 
für  P': 

CA-  B'P'=  X',     CB'-  A'P'=  Y' 

setzt.  Man  bestimme  nun  A  ,  B',  C,  D'  nach  Willkür,  so  sind  da- 
mit auch  die  den  Puncten  M  und  iV  entsprechenden  31'  und  N' 
bestimmt.  Da  ferner  von  den  in  der  Axe  CA'  liegenden  vier 
Puncten  C,  Ä,  31',  X'  die  drei  ersten  den  Puncten  C,  A,  31  in 
CA  entsprechen,  so  kann  man  nach  §.  227  den  dem  X  entsprechen- 
den vierten  Punct  X',  und  eben  so  in  der  Axe  CB',  aus  C",  B',  N' 
in  Bezug  auf  C,  B,  N,  den  dem  Y  entsprechenden  Punct  Y'  finden. 
Hiermit  bekommt  man  endlich 

P'=A'Y'-  B'X'. 

§.  230,  Zusatz.  Das  einfache  Mittel,  dessen  wir  uns  be- 
dienten, um  zu  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten  in  einer 
Geraden  ein  collinear  verwandtes  System  zu  construiren,  und  wo- 
nach jeder  nicht  willkürliche  Punct  des  letzteren  sich  durch  Ziehung 
einer  einzigen  Geraden  ergab,  veranlasst  zu  der  Frage,  ob  nicht 
ein  eben  so  einfaches  Verfahren  auch  zur  Construction  collinearer 
Figuren  in  Ebenen  angcAvendet  werden  könne.  So  viel  begreift  man 
leicht,  dass,  wenn  bei  zwei  Ebenen,  die  eine  beliebige  Lage  gegen 
einander  haben ,  von  den  Puncten  der  einen  Ebene  gerade  Linien 
nach  irgend  einem  ausserhalb  beider  Ebenen  befindlichen  Puncte  O 
gezogen  w^erden,    die   Puncte,    in   denen   diese    Geraden   die    andere 
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Ebene  treffen,  ein  den  ersteren  Puncten  collineares  System  bilden 
werden;  Aveil  nach  dieser  Constructionsart  jeder  Geraden  a  der  einen 
Ebene  auch  eine  Gerade  a  in  der  anderen  entspricht,  diejenige 
nämlich,  Avorin  die  andere  Ebene  von  der  Ebene  durch  0  und  a 
geschnitten  wird*).  Kann  aber  auch  umgekehrt,  wenn  beliebigen 
vier  Puncten  A,  B,  C,  D  der  einen  Ebene  irgend  vier  Puncte 
A' ,  ..,  D'  in  der  anderen  entsprechend  gesetzt  sind,  der  einen  Ebene 
immer  eine  solche  Lage  gegen  die  andere  gegeben  werden,  dass  die 
vier  Geraden  AA\  ..,  DD',  und  folglich  auch  jede  fünfte,  welche 
irgend  zwei  in  Bezug  auf  A,  ..,  D  und  A',  ..,  D'  sich  coUinear 
entsprechende  Puncte  verbindet,  durch  einen  und  denselben  Punct 
O  gehen? 

Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  wollen  wir  anfänglich  nur  die 
drei  ersten   Paare   der   sich    entsprechenden   Puncte   berücksichtigen. 
Heissen   die   Seiten  der    von   ihnen   gebildeten   Dreiecke    ABC  und 
ÄB'C  (Fig.  51): 
BC=f,     CA=g,     AB^h-     B'C'=f\     C'A'=g',     A'B'=h'. 

Seien  ferner  unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  drei  Geraden 
AA',  BB',   CC  in  einem  Puncte   O  schneiden: 

OA  =  x,     OB=^y,     OC=z\ 
OA'=x',     0'B'=y',     OC'=z; 
so    ist    nun     durch     Gleichungen     auszu- 
drücken,   dass    von   den  zwei  Pyramiden, 
deren  Kanten  /,  .</,  //,  .r,  y,  z  und/',  ...,  z 
sind,   die   durch    die  Kanten  x,  y,  z  und 
x\  y\  z    gebildeten   körperlichen  Winkel, 
(oder  die  Kanten  des  einen  mit  den  rück- 
wärts  verlängerten   Kanten    des    anderen), 
zur   Coincidenz   gebracht  werden   können, 
dass  folglich  die  ebenen  Winkel  yz,  zx,  xy 
den  Winkeln   y'z    etc.    resp.   gleich   sind.      Man   setze   daher  in  den 
Dreiecken  fyz  und  f'y'z  die  Cosinus  der  Winkel  yz  und  y'z\  durch 


Fig.  51. 


*)  Bringt  man  in  O  das'  Auge,  so  erscheint  das  eine  System  als  eine 
perspectivische  Abbildung  des  anderen.  Das  auf  eine  Ebene  perspectivisch 
entworfene  Bild  einer  ebenen  Figur  steht  daher  mit  letzterer  stets  in  C ollin ea- 
tionsverwandtschaft. 

Wird  das  Auge  unendlich  entfernt  angenommen,  so  sind  die  Figur  und  ihr 
Bild  einander  affin.  Haben  die  beiden  Ebenen  eine  parallele  Lage,  so  findet 
Aehnlichkeit  statt;  und  wenn  in  diesem  Falle  das  Auge  entweder  unendlich 
entfernt,  oder  zwischen  beiden  Ebenen  in  der  Mitte  ist,  —  Gleichheit  und 
Aehnlichkeit. 
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die  Seiten  der  Dreiecke  ausgedrückt,   einander  gleich,  so  kommt: 

y'z'  {,/  +  z^  -P)  =  yz{y"-  +  z-  -D , 

oder  nach  einer  leichten  Reduction: 

1)  {yz  —  y'z){yy'—zz')  =py'z'—f'^yz, 

und  eben  so 

[zx  —  z'x)  [zz  —  xx)  =  g^z'x  —  g"^zx, 
(xy  —  x'y)  [xx  —  yy')  =  h^x'y  —  h"-xy, 

wenn  man  auch  von  den  Winkeln  zx  und  z'x',  xy  und  x'y  die 
Cosinus  einander  gleich  setzt.  Dies  sind  also  die  verlangten  Glei- 
chungen, denen  die  Werthe  von  x,  y,  z,  x  ,  y\  z  Genüge  leisten 
müssen.  Weil  man  drei  Gleichungen  weniger,  als  unbekannte 
Grössen,  hat,  so  können  irgend  drei  der  letzteren  nach  Willkür  be- 
stimmt Averden,  nur  mit  der  Vorsicht,  dass  die  drei  übrigen  keine 
unmöglichen  Werthe  erhalten. 

Diese  Willkür  wird  aber  sehr  beschränkt,  wenn  man  verlangt, 
dass  noch  ein  viertes  Paar  in  den  Ebenen  ABC  und  A'B'C  be- 
liebig genommener  Puncto,  D  und  D',  die  man 

dD  =  aA-\-bB-^cC,     d'D'=  aA'+  b'B'-\-  cC 

setze,  mit  O  in  einer  Geraden  liegen  soll.  Die  hierzu  nöthigen  Be- 
dingungsgleichungen lassen  sich  folgendergestalt  finden.     Weil 

OA  =  x,  OA'=x', 
und  daher 

AO  :  OA'=—x  -.x, 
etc.,  so  ist 

2)  0  =  x'A  —  xA',     0  =  y'B  —  yB',     0  =  zC—zC'. 

Man  multiplicire  diese  drei  Ausdrücke  von  O  resp.  mit  — ,  — ,  — , 

x       y      z 

und  addire  sie  hierauf,  so  kommt: 

111 

0  =  a'  —  A-\-b'^B+c—C—  d'D'. 
X  y  z 

Da  nun  die  Gerade  D' O  die  Ebene  ABC  un  Puncte  D  schneiden 
soll,   so  hat  man 

a'^LA  +  h'^B  +  c'—C^D. 
X  y  z 

Hiermit  den  vorhin  für  D  angenommenen  Ausdruck  verglichen, 
ergiebt  sich : 

x        y        z  a        h        c 


X       y        z  a'       b'       c 


I  t 


284  I>er  barycentrische  Calcul.     Abschnitt  II.  §.  230. 

und  die  in  diesen  Verhältnissen  begriffenen  zwei  Gleichungen  werden 
die  gesuchten  Bedingungen  sein.  Um  sie  mit  den  obigen  Glei- 
chungen 1)  in  Verbindung  zu  bringen,   setze  man; 

a        b        c  - 

-^  :  -j.  :  ^  =  «:,?:  y, 

und 

3)  x'  =  aux, 

so  wird 

y'=ßuy,     z'=-yuz. 

Hierbei  sind  a,  ß,  y  drei  in  gegebenen  Verhältnissen  stehende 
Zahlen ,  von  denen  die  eine  nach  Belieben ,  z.  B.  =  1 ,  genommen 
Averden  kann;  u  ist  eine  noch  unbekannte,  jedoch  von  dieser  An- 
nahme mit  abhängige  Zahl.  Substituirt  man  diese  Werthe  für 
x',  y\  z    in  den  Gleichungen  1),  so  erhält  man: 

4)  \{y  —  <^){y^^ — ax^)u^  =  g"^ — yag^u^, 
\{a—ß)  [ax''  —  ßy^)u^  =  li^  —  aßli'u'; 

und  man  muss  nun  die  vier  Unbekannten  u,  x,  y,  z  auf  eine,  diese 
drei  Gleichungen  befriedigende,  Weise  zu  bestimmen  suchen.  Die 
erste  dieser  Unbekannten,  w,  lässt  sich  unabhängig  von  den  drei 
übrigen  darstellen.  Denn  addirt  man  die  Gleichungen,  nachdem 
man  sie  vorher  resp.  mit  ß  —  /,  /  —  a,  a  —  ß  dividirt  hat,  so  kommt : 

ß  —  y  ~*~  y  —  a         ~*~          a  —  ß 

Auch  zeigt  sich  bald,  dass  der  hieraus  folgende  Werth  von  n- 
immer  positiv,  u  selbst  also  immer  möglich  sein  muss.  Es  wird 
nämlich,  wenn  man  in  den  gegebenen  Dreiecken  fgh  und  f'g'h' 
statt  der  Seiten  h,  h'  die  ihnen  gegenüberstehenden  Winkel  einführt, 
und  diese  =  f.i,  f.i',  und  folglich 

h'  =r + f-  -  2/^  cos  i.i ,  h'-'  =r  ^9'^-  2/y  cos  ^c 

setzt: 

,  _      («  -  y)\r  +  (/^  -  yrg'^  -2{a-y){ß-  y)fg  cos  ^Z 
(«  -  yX'ß^P  -f-  [ß  -  yfct'g^  —  1[a-y){ß-  y)aßfg  cos  ^i 

Von  diesem  Bruche  ist  aber  der  Zähler  gleich  dem  Quadrate 
der  Seite  eines  Dreiecks,  in  welchem  die  zwei  anderen  Seiten 

=  («-r)/'.   {ß-y)9'^ 

und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  =  ,«';  folglich  ist  der 
Zähler  immer  positiv,    und   aus  gleichem  Grunde   auch   der  Nenner. 
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Nachdem  man  nun  ii  gefunden  hat,  kann  man  von  den  drei 
Linien  .r,  y,  z  die  eine,  z.  B.  x,  immer  und  auf  unzählige  Arten  so 
annehmen,  dass  die  beiden  anderen  Linien  aus  den  Gleichungen  4) 
bestimmte  mögliche  Werthe  erhalten.  Mittelst  der  Gleichungen  3) 
lassen  sich  dann  auch  x' ,  y\  z  finden,  und  die  Figur  kann  con- 
struirt  werden. 

Unsere  Aufgabe  ist  daher  im  Allgemeinen  immer  und  auf  un- 
endlich viele  Arten  zu  lösen  möglich.  Um  den  geometrischen  Zu- 
sammenhang dieser  Lösungen  aufzufinden,  bemerke  man,  dass  mit 
der  nicht  nach  Willkür  bestimmbaren  Zahl  u  zugleich  die  Linie 
gegeben  ist,  in  der  sich  die  Ebenen  ABC  und  A'B'C,  welche  der 
Kürze  willen  s  und  s'  heissen,  schneiden  müssen.  —  Aus  den 
Formeln  2),  mit  3)  verbunden,  folgt: 

(1  —ßu)0  =  B'—  ßuB,     {V—yu)0=  O'—  yu  C, 
und  hieraus  nach  Elimination  von   O. 

^      B  —  —^ — C=  ^     ^  ,    B'—  T-^ C" 


1  —  ßu  1  —  yu  1  —  ßu  1  —  yu 

^  dem  Durchschnitte  der  Linien  BC  und  B'  C  \  eben  so  findet  sich 

der  Durchschnitt  von  CA  mit  CA 

r/  ^  1  1 

C  =  --^ A—  .  C\ 


1  —  uu  1  —  yu  1  —  OLU  1  —  yu 

Da  nun  diese  z^vei  Puncte,  (so  wie  auch  die  vier  übrigen  Puncte 
AB-  AB',  AD  AD\  BD  B'B\  CD-  CD'),  offenbar  in  der 
Durchschnittslinie  der  Ebenen  £  und  e'  liegen,  so  ist  der  Ausdruck 
dieser  Linie,  bezogen  auf  A,  B,   C . 


1 — au  1  —  ßu  1  —  yu 

auf  A,  B',   C: 

1       .^'+_Ji_5'_i-±^(7', 


1 — au  1  —  ßu  1  —  yu 

wo  V  und  lü  die  Veränderlichen  sind. 

Haben  daher  die  beiden  Ebenen  die  verlangte  gegenseitige  Lage, 
so  werden  sie  sich  in  dieser  Linie  schneiden.  Der  Winkel,  unter 
dem  dies  geschieht,  kann  jeder  beliebige  sein.  Dies  folgt  schon 
daraus,  dass  x  immer  mllkürlich  bestimmt  werden  kann,  lässt  sich 
aber  auch  durch  eine  einfache  geometrische  Betrachtung  darthun. 
Wenn  nämlich  die  zwei  Linien  AA  und  BB'  bei  einer  gewissen 
Lage  der  Ebenen  s  und  e'  sich  treffen,  so  werden  sie  sich  zu  treffen 
fortfahren,  auch  wenn  die  eine  oder  beide  Ebenen  um  ihre  Durch- 
schnittslinie ee',  als  um  eine  Axe,  gedreht  werden;  aus  dem  Grunde, 
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weil,  wenn  AA'  und  BB'  sich  treffen,  AB  und  A'B'  in  ee'  sich 
begegnen  müssen,  und  umgekehrt.  Aus  demselben  Grunde  wird 
auch  jedes  andere  Paar  der  vier  Linien  AA',  ...,  DD'  sich  zu 
treffen  fortfahren,  wenn  dieses  bei  der  anfänglichen  Lage  der  beiden 
Ebenen  geschieht.  Mit  Anwendung  der  in  §.  208  gebrauchten  Schluss- 
folge müssen  daher  die  vier  Linien  AA',  ...,  DD'  immer  in  Einem, 
bei  der  Axendrehung  der  Ebenen  ebenfalls  fortrückenden*),  Puncte  O 
zusammentreffen. 

Weil  u  nicht  unmittelbar,  sondern  u^  gefunden  wurde,  folglich 
ti  zwei  gleiche  aber  entgegengesetzte  Werthe  hat,  so  wird  es  noch 
eine  zweite  Linie  geben,  in  welcher  sich  die  beiden  Ebenen  auf 
eine  die  Aufgabe  befriedigende  Weise  schneiden  können.  Die  Aus- 
drücke dieser  zweiten  Linie  finden  sich,  wenn  man  in  den  Aus- 
drücken der  ersten  —  u  statt  u  setzt.  Geometrisch  kann  man  die 
zweite  Linie  aus  der  ersten  ableiten,  wenn  man  in  den  vier  Linien 
OA,  ...,  OD  die  Abschnitte  OA',  ...,  OD'  von  O  auf  die  ent- 
gegengesetzte Seite  nach  A",  ...,  D"  trägt,  so  dass 

A"A'=  2  0A', 
etc.  Denn  alsdann  wird  das  System  der  vier  Puncte  A",  .  .  . ,  D" 
gleichfalls  in  einer  Ebene  liegen,  und  dem  Systeme  der  vier  Puncte 
A',  ...,  D'  gleich  und  ähnlich  sein.  Diese  Ebene  wird  folglich  die 
Ebene  e',  nur  in  einer  anderen  Lage,  vorstellen,  in  einer  Lage,  die 
mit  der  ersten  offenbar  parallel  ist;  und  der  Durchschnitt  der  Ebene 
e'  in  dieser  zweiten  Lage  mit  der  unverändert  gebliebenen  Ebene  e 
wird  die  gesuchte  ZAveite  Linie  sein ,  die  daher  in  jeder  der  beiden 
Ebenen  mit  der  ersten  Linie  gleichfalls  parallel  sein  muss.  Dieser 
Parallelismus  der  beiden  Linien  giebt  sich  auch  zu  erkennen,  wenn 
man  den  unendlich  entfernten  Punct  derselben  sucht  (§.  41).  Aus 
den  obigen  Ausdrücken  der  Linien  folgt  der  Ausdruck  dieses  Punctes, 
bezogen  auf  A,  B,   C: 

auf  A',  B',   C: 

{ß-y)A'-^{y-a)B'-{-{a-ß)C', 

ist  mithin  von  w  ganz  unabhängig,  bleibt  also  derselbe,  mag  u  positiv 
oder  negativ  genommen  werden. 


*)  Es  ist  leicht  zu  erweisen,  dass,  wenn  nur  die  eine  Ebene  beweglich  ge- 
nommen wird,  der  Punct  O  einen  auf  der  Axe  ee'  perpendicularen  Kreis  be- 
schreibt. 
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Das  Ergebniss  der  bisherigen  Untersuchung  ist  demnach  folgendes : 

Hat  man  zivei  Ebenen  s  iind  e  ,  und  in  jeder  derselben  vier  Puncte: 
A,  B,  C,  D  in  e  und  A',  ...,  D'  iti  «',  so  kann  man  den  Ebenen  im 
Allgemeine7i  immer  und  auf  unendlich  viele  Arten  eine  solche  gegen- 
seitige Lage  geben ^  dass  sich  die  vier  Lifiien  AA\  BB\  CC,  DD' 
in  Eitlem  Puncte  schneiden.  Es  lassen  sich  nämlich  in  jeder  der  beiden 
Ebeneti  ztvei  Parcdlellinie?t  zieheti,  die  Parallelen  p  und  q  in  e,  p'  utid 
q'  in  e',  von  der  Beschaffenheit ,  dass,  —  ivenn  man  die  vier  Puncte 
jeder  Ebene  für  sich  paat'iceise  durch  [sechs]  Gerade  verbindet  und  die 
Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  zicei  Parallelen  der  jedesmaligen 
Ebene  bestimmt,  —  das  System  der  6  Durchschnitte  mit  p  dem  Systeme 
der  gleichnamigen  Durchschnitte  mit  p' ,  und  eben  so  das  System  der 
6  Puncte  in  q  dem  der  6  Puncte  in  q'  gleich  und  ähnlich  ist.  Bringt 
man  nun  die  beiden  Ebetien  in  ehie  solche  Lage,  dass  die  6  Puncte  in 
p  mit  den  gleichnamigen  in  p' ,  odeo'  die  6  Puncte  in  q  mit  den  gleich- 
namigen in  q  zusammenfallen,  so  loerden  sich,  ivelches  auch  die  gegen- 
seitige Neigung  der  Ebenen  sein  mag,  [auch  können  sie  beide  iti  einander 
fallen),   die  vier  Linien  AA',   ...,  DD'  iti  eitlem  Puncte  vereinigen. 

Anmerkungen.  Diesem  Resultate  zufolge  kann  also  von  je  zwei  ebenen 
Vierecken,  und  mithin  von  je  zwei  collinear  verwandten  ebenen  Figuren  über- 
haupt, die  eine  von  der  anderen  im  Allgemeinen  immer  als  perspectivische 
Abbildung  betrachtet  werden. 

Ein  Fall,  welcher  hierbei  noch  eine  besondere  Erwähnung  verdient,  ist 
der,  wenn  die  zwei  Figuren  A  .  .  D  und  A' .  .  D'  einander  affin  sind.  Als- 
dann verhalten  sich  (§.  145) 

a  :  h  '.  c  =  a' :  h' :  c', 

woraus  nach  den  obigen  Rechnungen  weiter  folgt: 

fi  =  ß  =  y;     f'.g:h=f':g':h';     x  :  ij  :  z  =  x' :  y' :  z'. 

Sind  daher  A..D  und  A'  .  .  D'  affine  Figuren,  so  müssen  sie  einander 
zugleich  ähnlich  sein,  und  ihre  Ebenen  einander  parallel  gelegt  werden, 
wenn  eine  Vereinigung  der  vier  Linien  AA',  ...  statt  haben  soll.  Sind 
aber  die  Figuren  einander  bloss  affin,  so  ist  ein  Zusammentreö'en  der  vier 
Linien  entweder  durchaus  unmöglich,  oder  doch  nur  ein  Zusammentreö'en  im 
Unendlichen ,  d.  h.  gegenseitiger  Parallelismus  derselben,  zu  bewerkstelligen. 
Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  die  gleichnamigen  Spitzen  zweier  Dreiecke 
ABC  und  A'B'C"  nur  dann  durch  Parallelen  verbunden  werden  können,  und 
dass  folglich  von  zwei  affinen  Figuren  A  . .  D .  ,  und  A'. .  D'. .  die  eine ,  als 
Projection  der  anderen  durch  Parallelen,  nur  in  dem  Falle  gelten  kann,  wenn, 
/)  9'  ^. /''  •••  in  der  vorigen  Bedeutung  genommen  und 

gesetzt, 

eine  positive  Grösse  ist. 
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§.  231.  Aufgabe.  Ein  einem  gegebenen  Systeme  von  Puncten 
im  Räume  coUinear  verwandtes  System  zu  construiren. 

Auflösung.  Seien  A,  ...,  E  fünf  Puncte  des  gegebenen  Systems, 
von  denen  keine  vier  in  einer  Ebene  liegen.  Man  nehme  die  Linien 
DA,  DB,  DC  zu  Axen,  also  D  zum  gemeinschaftlichen  Anfangs- 
punct  und  A,  .B,  C  zu  den  Endpuncten  derselben,  und  beziehe  auf 
sie  jeden  anderen  Punct  des  Systems,  indem  man  für  jede  Axe  den 
Punct  angiebt,  in  welchem  sie  von  einer  durch  die  Endpuncte  der 
beiden  anderen  Axen  und  durch  den  zu  bestimmenden  Punct  ge- 
legten Ebene  geschnitten  wird.     Hiernach  werde  bestimmt  E  durch : 

DA    BCE=M,     DB    CAE  =  N,     DC-  ABE=  O, 

P  durch: 

DA    BCP=  X,     DB  ■  CAP=  Y,     DCABP=Z. 

Dasselbe  Verfahren  denke  man  sich  in  dem  anderen  Systeme  wieder- 
holt ,  und  bezeichne  die  den  Puncten  M,  N,  O,  X,  ...  entsprechen- 
den Puncte  durch  M',  N',   0',   X',  ...,  dass  also 

M'=  D'A'-  B'C'E', 
etc. 

Man  nehme  nun  A',  B',  ...,  E'  willkürlich,  jedoch  so,  dass  keine 
vier  derselben  in  einer  Ebene  liegen.  Alsdann  sind  von  den  vier 
Puncten  D',  A',  M',  X',  welche  in  einer  Geraden  liegen  und  den 
gegebenen  Puncten  D,  A,  M,  X  entsprechen,  die  drei  ersteren  eben- 
falls bekannt,  und  man  kann  folglich  nach  §.  227  den  vierten  X' 
finden.  Auf  eben  die  Art  erhält  man  auch  Y'  und  Z'  in  den 
Geraden  D'B'N'Y'  und  D'C'O'Z',  woraus  sich  zuletzt  P'  als  der 
gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  drei  Ebenen  B'C'X',  C'A'Y\ 
A'B'Z'  ergiebt. 

§.  232.  Zusatz.  Der  Beweis  für  die  Richtigkeit  dieser  Con- 
struction  und  des  in  §.  229  bei  ebenen  Figuren  gelehrten  Verfahrens 
beruhet  darauf,  dass  bei  z^vei  collinear  verwandten  ebenen  Figuren 
je  vier  Puncte  der  einen,  für  sich  betrachtet,  von  den  ihnen  ent- 
sprechenden vier  Puncten  der  anderen  im  Allgemeinen  ganz  unab- 
hängig sind,  dass  eben  so  bei  zwei  collinearen  Figuren  im  Räume 
zwischen  je  fünf  Puncten  der  einen  und  den  entsprechenden  fünf 
Puncten  der  anderen  noch  keine  Beziehung  stattfindet,  und  dass 
endlich  die  zwei  oder  drei  Doppelschnittsverhältnisse,  wodurch  jeder 
andere  Punct  der  gegebenen  Figur  in  Bezug  auf  die  ersten  vier 
oder  fünf  Puncte  vollkommen  bestimmt  wird,  in  der  zu  construiren- 
den  Figur  von  gleicher  Grösse  gemacht  wurden. 
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Nimmt  man  die  vier  oder  fünf  ersten  Puncte  der  zu  construiren- 
den  Figur  nicht  willkürlich,  sondern  lässt  sie,  als  ein  System  für 
sich,  zu  den  vier  oder  fünf  ersten  Puncten  der  gegebenen  Figur  in 
einer  der  früher  erklärten  näheren  Verwandtschaften  stehen,  so  ist 
klar,  dass  auch  die  ganze  nach  den  vorhin  gegebenen  Regeln  con- 
struirte  Figur  der  gegebenen  Figur  auf  dieselbe  Art  näher  verwandt 
sein  wird.  Lässt  man  z.  B.  bei  der  Construction  einer  coUinearen 
ebenen  Figur  das  Viereck  A'B'C'D'  dem  Viereck  A  .  .  D  ähnlich 
sein,  so  wird  auch  zwischen  den  ganzen  Figuren  Aehnlichkeit  ob- 
walten. 

Dasselbe  wird  endlich  auch  von  coUinear  verwandten  Systemen 
in  geraden  Linien  gelten,  wo,  wenn  zwischen  drei  Puncten  des  einen 
und  den  entsprechenden  drei  Puncten  des  anderen  Systems  eine 
nähere  Verwandtschaft  stattfindet,  dieselbe  sich  gleichfalls  auf  die 
ganzen  Systeme  erstrecken  Avird. 


Achtes  Capitel. 

Von  den  aus  der  Verwandtschaft  der  Collineation 
entspringenden  Aufgaben. 


§.  233.  Lehrsatz.  Hat  man  ein  System  von  ?i  Puncten  in 
einer  Geraden^  oder  in  einer  Ebene ^  oder  im  Räume,  und  sind  von 
den  daraus  zu  hildenden  Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnissen  resp. 
irgend  n — 3,  In  —  8,  3w — 15  von  einander  unabhängige  gegeben, 
so  kann  man  hiermit  alle  übrigen  finden. 

Beweis.  Der  erste  Fall,  wo  die  Puncte  in  einer  Geraden 
Hegen,  und  wenn  die  gegebenen  Verhältnisse  Doppelschnittsverhält- 
nisse sind,  ist  schon  in  §.  187  bewiesen  worden.  Dass  der  Satz  auch 
für  Vieleckschnittsverhältnisse  gilt,  folgt  aus  §.  216,  c. 

Wenn  zweitens  die  Puncte  in  einer  Ebene  enthalten  sind,  so 
setze  man,  wie  in  §.  219,  zwischen  vier  Puncten  des  Systems,  A,  ...,  Z>, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  die  Relation  fest: 

aA  +  bB-^cO^  D, 
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und  bringe  den  Ausdruck  jedes  der  7i  —  4  übrigen  Puncte  auf  die 
Form 

(f) a A  -\-  ih B  -\-  \p cC ^ 

so  dass  jeder  dieser  Puncte  in  Bezug  auf  die  vier  ersten  durch  zwei 
solcher  Verhältnisse,  wie  cp  :  %  und  x  •  V^»  ^^^^  folglich  alle  n  —  4 
Puncte  durch  1[n  —  4)  solcher  Verhältnisse  bestimmt  sind.  Nach 
§.  221  sind  aber  alle  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse 
des  Systems  Functionen  dieser  2w  —  8  Verhältnisse;  es  muss  daher 
auch  aus  irgend  In  —  8  von  einander  unabhängigen  Doppelschnitts- 
und Vieleckschnittsverhältnissen  des  Systems  jedes  andere  Verhält- 
niss  dieser  Art  gefunden  werden  können. 

Eben  so  wird  endlich  der  Beweis  für  den  dritten  Fall  geführt,  wo, 

jE;=  aA-^  ...-\-dD 

gesetzt,  jeder  der  7i — 5  übrigen  Puncte,  jP,  ö,  ...,  durch  drei  solcher 
Verhältnisse,  wie  </)  :  /,  X  '■  4'7  V^  :  w,  und  folglich  alle  w  —  5  Puncte 
durch  3  {n  —  5)  solcher  Verhältnisse  in  Bezug  auf  die  fünf  ersten 
bestimmt  werden.  Von  diesen  Verhältnissen  aber  können  alle  in 
dem  Systeme  vorkommenden  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse als  Functionen  dargestellt  werden  (§.  225). 

§.  234.  Zusätze,  a)  Bei  einem  Systeme  von  4,  5,  6,  7,  8,  9,  ... 
Puncten  in  einer  Ebene  müssen  also  0,  2,  4,  6,  8,  10,  ...  Doppel- 
schnitts- (und  Vieleckschnitts-)verhältnisse  gegeben  sein,  um  daraus 
alle  übrigen  bestimmen  zu  können. 

Bei  einem  Systeme  von  bloss  vier  Puncten  in  einer  Ebene  wird 
daher  noch  kein  Doppelschnittsverhältniss  als  gegeben  erfordert; 
d.  h.  alle  Doppelschnittsverhältnisse,  welche  sich  bilden,  indem  man 
die  vier  Puncte  durch  Gerade  verbindet  und  dieselbe  Verbindung 
mit  den  dadurch  entstehenden  Durchschnittspuncten ,  so  weit  als 
man  Avill,  fortsetzt,  sind  bloss  von  der  Art  und  "Weise  der  Verbindung 
abhängig,  wie  dieses  bereits  aus  §.  202,  a  bekannt  ist.  Auch  haben 
alle  dergleichen  Düppelschnittsverhältnisse  rationale  Werthe. 

Construirt  man  ähnlicherweise  ein  geometrisches  Netz  aus  fünf 
Puncten  in  einer  Ebene,  statt  aus  vieren,  so  reicht  zur  Bestimmung 
aller  darin  vorkommenden  Doppelschnittsverhältnisse  nicht  mehr  die 
Kenntniss  der  Verbindungsart  hin,  durch  welche  man,  von  den  fünf 
Puncten  ausgehend,  zu  den,  irgend  eines  dieser  Doppelschnittsver- 
hältnisse bildenden,  Puncten  gelangt;  sondern  es  müssen  noch  irgend 
zwei  von  einander  unabhängige  Doppelschnittsverhältnisse  selbst  ge- 
geben sein.  —  Bei  dem  geometrischen  Netze,  welchem  sechs  beliebig 
in  einer  Ebene  genommene  Puncte  zum  Grunde  liegen,   lassen  sich 
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aus  irgend  vier  von  einander  unabhängigen  Doppelschnittsverhält- 
nissen die  AVerthe  aller  anderen  ableiten:  u.  s.  \v. 

Man  wird  übrigens  schon  wahrgenommen  haben,  dass  der  eben 
erläuterte  Satz  eine  Verallgemeinerung  des  im  §.  192  erwiesenen  ist, 
indem  dort  nur  von  denjenigen  Doppelschnittsverhältnissen  die  Rede 
war,  welche  bei  einem  Systeme  n  gerader  Linien  in  einer  Ebene  in 
und  von  diesen  Linien  selbst  gebildet  wurden,  hier  aber  bei  einem 
Systeme  von  n  Puncten  in  einer  Ebene,  wodurch  ebenfalls  nur  n 
von  einander  unabhängige  Gerade  bestimmt  werden,  die  Rechnung 
nicht  bloss  auf  diese  beschränkt  ist,  sondern  auf  alle  Linien  des  aus 
71  Puncten  zu  construirenden  Netzes  ausgedehnt  werden  kann. 

h)  Aehnliche  Bemerkungen  lassen  sich  über  den  Lehrsatz  des 
vorigen  §.  machen,  insofern  er  Systeme  im  Räume  betrifft,  und  wo 
er  als  eine  Erweiterung  des  Satzes  in  §.  194  erscheint.  Bei  einem 
Systeme  von  5,  6,  7,  8,  9,  ...  Puncten  ist  hier  die  Anzahl  der  er- 
forderlichen Doppelschnittsverhältnisse  gleich  0,  3,  6,  9,  12,  ... 


Der  abgekürzte  barycentrische  Calcul. 

§.  235.  Da  die  CoUineationsverwandtschaft  eine  Verallgemei- 
nerung der  Affinität  ist,  und  alles  dasjenige,  was  eine  Figur  mit 
einer  ihr  coUinear  verwandten  gemein  hat,  zugleich  jeder  ihr  affinen 
Fiffur  gemeinschaftlich  zukommt:  da  ferner  alle  aus  der  Affinität 
entspringenden  Aufgaben  mit  Hülfe  des  barycentrischen  Calculs  sich 
lösen  lassen:  so  müssen  auch  alle  durch  die  CoUineationsverwandt- 
schaft begründeten  Aufgaben  mittelst  barycentrischer  Formeln  in 
Rechnung  gesetzt  und  gelöst  werden  können.  Es  lässt  sich  aber  bei 
dieser  letzteren  Art  von  Aufgaben  die  barycentrische  Rechnung  be- 
deutend abkürzen,  dadurch  nämlich,  dass  man  die  Coefficienten  der 
Puncte  nur  aus  solchen  Zahlen  bestehen  lässt,  die  in  jeder  Figur, 
welche  mit  der  gegebenen  coUinear  verwandt  ist,  dieselben  bleiben. 
Hierdurch  geschieht  es,  dass  in  demselben  Grade,  in  welchem  von 
der  einen  Seite  wegen  der  zusammengesetzteren  Verhältnisse  die 
Untersuchung  erschwert  scheint,  sie  von  der  anderen  Seite  durch 
Abkürzung  der  Formeln  erleichtert  wird. 

Der  Zweck  dieses  abgekürzten  Calculs  ist  demnach  die  Ent- 
wickelung  aUer  derjenigen  Eigenschaften  einer  Figur,  welche  sie 
mit  jeder  ihr  coUinear  verwandten  Figur,  als  solchen,  gemein  hat. 
Bei  den  durch  diesen  Calcul  zu  lösenden  Aufgaben  und  zu  erweisen- 
den Lehrsätzen  kann  daher  von  keinen  anderen  Grössenverhältnissen, 
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als  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnissen,  und,  wenn  nur 
geradlinige  und  ebenflächige  Figuren  untersucht  werden,  von  keinen 
anderen  Bedingungen,  als  solchen  die  Rede  sein,  dass  drei  oder 
mehrere  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  zwei  oder  mehrere  Gerade 
sich  in  einem  Puncte,  drei  oder  mehrere  Ebenen  in  einer  Geraden 
treffen,  u.  dergl. ;  da  hingegen  die  einfachen  Verhältnisse  zwischen 
Abschnitten  einer  Geraden,  oder  zwischen  Flächentheilen  einer  Ebene, 
oder  zwischen  Theilen  des  Raums  mittelst  des  abgekürzten  Calculs 
eben  so  wenig  berücksichtigt  werden  können,  als  er  die  Fälle,  wo 
der  Durchschnittspunct  von  Geraden  oder  die  Durchschnittslinie  von 
Ebenen  im  Unendhchen  liegt,  und  daher  jene  Geraden  und  diese 
Ebenen  einander  parallel  laufen,  besonders  anzuzeigen  vermag  (§.  220,  ö 
und  §.  224,  a,  h). 

Wir  wollen  nunmehr  die  drei  Arten  räumlicher  Ausdehnung 
einzeln  durchgehen,  und  mit  der  geraden  Linie  den  Anfang  machen. 

§.  236.  Man  habe  ein  System  von  Puncten,  A,  B,  C,  D,  E,  ..., 
welche  in  einer  Geraden  liegen.  A  und  B  zu  Fundamentalpuncten 
genommen,  seien  die  übrigen  Puncte  durch  folgende  Gleichungen 
bestimmt : 

aA-\-bB-\-cC=0,     daA  + Ö'hB  +  dB  =  i), 
eaA  +  thB-\-eE  =  0, 
etc.,  wo  also 

«  +  i  +  c  =  0 ,     6a  +  d'h  +  d=i), 

etc.  Alsdann  sind  es,  nach  §.  226,  nur  die  Verhältnisse  d  :  d',  a  :  e', 
etc.,  welche  dieses  System  von  Puncten  mit  allen  anderen  ihm  col- 
linear  verwandten  gemein  hat,  während  das  Verhältuiss  a  :  b  von 
dem  einen  dieser  Systeme  zu  dem  anderen  veränderlich  ist.  Man 
lasse  demnach  gegenwärtig  die  Coefficienten  a,  b  und  die  davon  ab- 
hängigen c,  c?,  e,  ...,  als  solche,  die  nicht  weiter  in  Rechnung 
kommen,  hinweg  und  schreibe: 

A  +  B+C=(i,     dA-\-d'B  +  D  =  {i,     eA-\-E'B-\-E  =  {i, 
etc.,    oder   einfacher,    da    man    gleich    anfangs   statt   d  .  d\    e  .  e    etc. 
hätte  ö  .  \ ,  £  :  1 ,  etc.  setzen  können : 

A  +  B+C=(),     dA  +  B-\-D  =  {),     sA  +  B  +  E  =  0, 
etc. 

Eigentlich  genommen,  werden  also  in  diesen  nunmehrigen  Glei- 
chungen durch  die  Buchstaben  A,  B,  C,  ...  nicht  wie  bisher  bloss 
die  Puncte  A,  B,  C,  ...  (oder  vielmehr  die  Abschnitte  AA',  BB', 
CC,  ...,  §.  13),  sondern  diese  Puncte,  jeder  noch  mit  einem  gewissen, 
durch    den   ganzen   Verlauf  der   Rechnuns:    constanten   Coefficienten 
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a.  b,  r,  ...  behaftet,  ausgedrückt.  Man  kann  daher  mit  solchen 
Gleichungen  offenbar  die  nämlichen  algebraischen  Operationen,  Avie 
mit  den  bisherigen  anstellen,  kann,  durch  successive  Elimination  der 
Punete  A  und  B,  eine  Gleichung  zwischen  je  drei  anderen  Puncten 
des  Systems  ableiten,  z.  B. 

{1  —  6)A  +  C  —  D  =  0,     {\—s)A-{-C—E=0, 
{d  —  e)  C—  {[—s)D-^{\—d)E=  0. 

etc.,  darf  aber  aus  diesen  Gleichungen  nur  solche  Verhältnisse 
folgern,  welche  Functionen  der  beibehaltenen  Coefficienten  d,  e.  ... 
allein  sind,  also  nur  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse, 
als  bei  welchen  die  Coefficienten  a,  b,  c.  . . .,  hätte  man  sie  anfäng- 
lich auch  stehen  lassen,  zuletzt  von  selbst  herausgefallen  sein  würden. 
Werde  z.  B.  der  Werth  des  Doppelschnittsverhältnisses  (C,  Z>, 
A.  £)  verlangt.  Die  hierzu  nöthigen  Gleichungen  zwischen  C\  D.  A 
und  C,  D,  E  sind: 

C—D  +  {\  —Ö)A  =  {).     ((5  — e)C'— (1— 6)Z>-h(l  —ö)E  =  {). 
Aus  der  ersteren  folgt: 

CA  :  AD  =  —1:1, 
[oder  vielmehr  =  —  ^  ^  c] ; 
aus  der  letzteren: 

CE  :  EU  =  —{\—e):  {d  —  e), 
[oder  vielmehr  =  —  d{l  —  e)  :  c{d  —  «)]; 
und  durch  Verbindung  dieser  Proportionen: 

{C,  D,  A,  E)  =  ^^^- 

Soll  ferner  der  Werth  des  Dreieckschnittsverhältnisses 

AB      CD     EF 
BC  '  DE  '  FA 

bestimmt  werden,  so  übersieht  man  leicht,  dass  erstlich  die  Coeffi- 
cienten b,  d,  f  der  Punete  B,  D,  F  gar  nicht  ins  Spiel  kommen, 
dass  zweitens  durch  Multiplication  von  AB  :  BC  mit  CD  :  DE  der 
Coefficient  c  weggeschafft  wird,  und  wenn  man  hierein  nach  EF :  FA 
multiplicirt,  nicht  nur  e,  sondern  auch  a  herausfällt. 

Auf  diese  Weise  lässt  sich  also  jedes  Doppelschnitts-  und  Viel- 
eckschnittsverhältniss  zwischen  den  Puncten  des  Systems  als  Function 
der  Coefficienten  d,  e,  ...  darstellen,  so  wie  diese  letzteren  selbst  nichts 
anderes,  als  die  Werthe  der  Doppelschnittsverhältnisse  {A,  B,  C,  D), 
[A,  B,  C,  E),  etc.  ausdrücken  (§.  226). 
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§.  237. 


§.  237.  Um  bei  Bestimmung  dieser  zusammengesetzten  Ver- 
hältnisse nicht  nöthig  zu  haben,  die  Werthe  der  einzelnen  einfachen 
Verhältnisse  mit  niederzuschreiben,  kann  man  sich  folgender  aus 
dem  Vorigen  leicht  fliessender  Regel  bedienen.  —  Für  jedes  ein- 
fache Verhältniss,  wie  AB  :  B  C,  suche  man  die  auf  Null  reducirte 
Gleichung  zwischen  den  drei  Puncten  desselben,  A,  B,  C,  stelle  auch 
diese  Puncte  in  derselben  Folge,  in  welcher  sie  im  Verhältnisse 
selbst  vorkommen ,  also  hier  zuerst  A ,  dann  B  und  zuletzt  C.  Als- 
dann ist  das  Product  aus  den  Coefficienten  der  letzten  Puncte  aller 
Gleichungen,  dividirt  durch  das  Product  aus  den  Coefficienten  aller 
ersten  Puncte,    der  gesuchte  Werth   des  Vieleckschnittsverhältnisses. 

Die  nämliche  Regel  lässt  sich  auch  bei  der  Werthbestimmung 
eines  Doppelschnittsverhältnisses ,  (/,  K,  L,  M) ,  anwenden ,  indem 
man  dasselbe  als  ein  Zweieckschnittsverhältniss  {IL  :  LK)  [KM  :  311), 
betrachtet.  Man  suche  daher  die  Gleichungen  zwischen  /,  L,  K  und 
zwischen  JT,  M^  I. 

lI+IL-\-/,K=  0, 
%'K+i.i3I+lI=  0; 

oder,  was  dasselbe  ist:  man  drücke  jeden  der  beiden  Schneidepuncte 
iv,  M  durch  die  beiden  Grenzpuncte  /,  K  aus,  und  zwar  L  durch 
/  und  K,  M  durch  K  und  /: 


und  man  hat  sogleich 


lI-\-  kK=L, 
■/K-^iI=M, 

(/,  K,L,M)  =  y.i:  r/. 


§.  238.  Sind  nun  bei  w  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...,  iV  in  einer 
geraden  Linie,  n  —  3  zwischen  denselben  gebildete  und  von  einander 
unabhängige  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben, 
und  soll  daraus  eines  der  übrigen  dieser  Verhältnisse  gefunden 
werden  (§.  233),  so  setze  man:  ' 


A-\-B-\-  C=0,     dA-^B  +  D  =  0, 


vA-\-B-{-N=  0, 


und  bestimme  hieraus  die  Werthe  der  w  —  3  gegebenen  Verhältnisse 
und  des  gesuchten  als  Functionen  der  n  —  3  Coefficienten  ö,  e,  ...,v. 
Dies  giebt  ein  System  von  n  —  2  Gleichungen,  aus  denen  man,  nach 
Elimination  der  w  —  3  Hülfsgrössen  ö,  e ,  . . . ,  v  eine  Gleichung 
zwischen  den  ?i  —  3  gegebenen  Verhältnissen  und  dem  gesuchten 
bekommt,  und  somit  das  letztere  in  Werthen  der  ersteren  ausdrücken 
kann. 
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Beispiel.     Bei  einem  Systeme  von  sechs  Puncten  A,  ...,  i^  in 
einer  Geraden  sind  die  6  —  3  =  3  Dreieckschnittsverhältnisse 


{BC 

CA)  {AE 

EF)  {FD  . 

DB)=p 

{DE 

EO)  {CA 

AB)  {BF 

FD)  =  q 

[FA 

AE)  {EC 

CD)  {DB  : 

BF)  =  r 

gegeben.     Das  Dreieckschnittsverhältniss 

{AD:  DC)  {CF :  FE)  {EB  :  BA)  =  x 

zu  finden.  —  Man  setze: 

^  +  J?4-C=0,     dA-^B-\-D  =  ^, 

EA-\-B-\-E  =  (i,    i;a^b  +  f  =  0. 

Um  nun  zuerst  die  Werthe  von  p,  q,  r,  x  durch  (5,  «,  t  auszu- 
drücken, bilde  man  nach  der  im  vorigen  §.  mitgetheilten  Regel  die 
Gruppen  von  Gleichungen  für  p 

5+     C+  ^  =  0, 

{t  —  E)A—    E^  F  =  0, 

dF—^D-]-{d  —  L)B  =  0; 
für  q 


-{l-e)D-\-{l- 

-ö)E+{d  —  £)C=0, 

c-^ 

A-\-             B  =  0, 

{S'-t)B-\- 

ÖF—          tD  =  0- 

sich 

n            ^-^ 

{ö-e)t 

^             d{t~€)' 

^-{i-e){ö-t) 

ergiebt. 

Durch  ein  gleiches  Verfahren  erhält  man: 

d{\  —  e)  €(C— 1) 


r  = 


i:{d  —  \y   •^  — ((5_i)(c  — €)' 

und  es  ist  nur  noch  übrig,  aus  diesen  vier  Gleichungen  ö,  e,  C  zu 
eliminiren.  Zu  dem  Ende  bemerke  man,  dass  in  jedem  der  Brüche, 
wodurch  p,  q,  r  ausgedrückt  werden,  die  Summe  des  Zählers  und 
Nenners  immer  dieselbe  ist,  nämKch 

dass  folglich  mit  Anwendung  dieser  durch  v  bezeichneten  Summe 

-0 . ü . 

^■~  Ö{t  —  E)         '     ^  — (!—£)(($  — p  ' 

r  ^=. 1 

l{6-\) 
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geschrieben  werden  kann.*)     Man  setze  daher  zur  Abkürzung 
1       _     ,  1       _    ,  1       _    , 

so  wird 

^,/=(5(^  — €),     vq'={l—e){d  —  l),     vr'=^{ö—l). 
Hieraus  findet  sich  weiter: 

v{l-q'-r')  =  CO  -6),    v{l-r'-p')  =  (5(1  -C), 
v{\-p'-q')  =  8{d-t); 
mithin,   wenn  man  das  Product   aus  diesen  drei  Gleichungen  durch 
das  Product  aus  den  drei  vorhergehenden  dividirt: 

(1  _  g'-  r')  (1  -  r'-p')  (1  -p'-  q)  _        e[\-l)       _ 
77?  -{t-e){ö-\) 

oder,  wenn  p' ,  q' ,  r'  ^^iederum  durch  p,  q^  r  ausgedrückt  werden: 

{\—qr){\—rp){\—pq) 
{l+i>)(l+^)(l+r) 

Setzt  man  z.  B.  ^;  =  —  2,  q  =  —  2,  r  =  —  | ,  so  wird  hiernach 
X  =  11.     Es  finden  diese  Werthe  statt  für 

AB  =  BC=CD  =  DE  =  EF. 


§.  239.  Betrachten  wir  jetzt  ein  System  von  Puncten  A^  B,  ..., 
welche  in  einer  Ebene  enthalten  sind.  Auf  A,  B,  C  als  Funda- 
mentalpuncte  bezogen,  seien  die  Gleichungen  für  die  übrigen  Puncte : 

aA-\-  bB-\-cC-\-dD  =  0, 
eaA  4-  e'hB  +  e"cC+  eE  =  0, 
^aA-{-^'bB+^"cC-\-fF=0, 
u.  s.  w.,  also 

a-\-b-{-c-\-d=0,  sa  -\-  e'b  -\-  e"c  -\-  e  =  0 , 
etc.  Da  wir  nun  gegenwärtig  bloss  diejenigen  Eigenschaften  des 
Systems  berücksichtigen  wollen,  die  dasselbe  mit  einem  ihm  coUinear 
verwandten ,  als  solchen ,  gemein  hat ,  und  da  hierbei  nur  die  Ver- 
hältnisse €  :  e':  e",  ^  :  C:  C",  etc.  unverändert  bleiben  {§.  219),  so 
lassen  wir  abermals  die  Coefficienten  a,  b,  c,  d,  e,  y,  ...  weg,  setzen 
auch,   weil  es  nicht  auf  die  absoluten  Werthe  von  e,  e',  e",  sondern 


*;    Ea  folgt  hieraus,    dass  für  v  =  0  sich  jede  der  drei  Grössen  p,  q,  r  und 
mitbin  auch  ihr  Product  auf  —  1  reducirt.     In  der  That  findet  sich  dieses  Product 
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bloss  auf  ihr  gegenseitiges  Verhältniss  ankommt,  e"=  1,  und  eben 
so  r'=1,  etc.  und  schreiben  hiernach  jene  Gleichungen  unter 
folgender  einfachst  möglicher  Form: 

eA  +  E'B-\-C-{-E={S, 

u.  s.  w. 

Zur  richtigen  Anwendung  dieser  Gleichungen  haben  wir  uns, 
ebenso  wie  in  §.  236,  nur  vorzustellen,  dass  A,  B,  C,  JD,  E,  ...  nicht 
mehr  bloss  Puncte,  sondern  Puncte,  jeder  mit  einem  gcAvissen 
während  der  ganzen  Rechnung  unveränderlichen  Coefficienten  ver- 
bunden, bedeuten.  Hieraus  folgt  wiederum,  dass  die  Rechnung  mit 
diesen  Gleichungen  ganz  dieselbe,  wie  mit  den  anfänglichen,  nicht 
abgekürzten,  ist,  und  dass  man  durch  successive  EKmination  der 
Fundamentalpuncte  A,  B,  C  eine  Gleichung  zwischen  je  vier  anderen 
Puncten  des  Systems  entwickeln  kann. 

§.  240.  A,  B,  C  in  der  jetzt  angegebenen  Bedeutung  genommen, 
drückt  eA-\-  s'B  einen  Punct  der  Geraden  AB  aus,  (dessen  Lage  gegen 
A  und  B  erst  durch  Zusammensetzung  des  Verhältnisses  £  :  «'  mit  dem 
der  weggelassenen  Coefficienten,  a  :  b,  vollkommen  bestimmt  wird). 
Eben  so  ist  C  -\-  E  ein  gewisser  in  CE  liegender  Punct,  (nicht  eben 
der  Mittelpunct  (§.  30),  sondern  der  Punct  cC-\-eE).     Da  nun 

eA  +  eB+  C+E=  0, 
so  folgt 

eA-\-eB  =  —  {C-{-E) 

^  dem  Durchschnitte  der  Geraden  AB  und  C E.  Heisse  dieser  P, 
so  kann  man  setzen: 

eA  +  E'B  =  —  C—E=P, 

ohne  dem  P  einen  anderen  Coefficienten,  als  die  Einheit  zu  geben, 
indem  man  den  Coefficienten ,  welchen  P  hiernach  eigentlich  er- 
halten sollte , 

[sa  -\-  e'b  ^=  —  [c  -\-  e)], 

eben  so  mit  dem  Buchstaben  P,  wie  a  mit  A,  b  mit  5,  etc.  ver- 
einigt denkt. 

Allgemein  also:  besteht  zwischen  den  vier  Puncten  des  Systems 
/,  K,  L,  M  die  Gleichung 

iI+'/.K+lL-\-iiM=  0, 
so  folgt  daraus  für  den  Durchschnitt  P  der  Linien  IK  und  LM: 
P=±  {iI-{-  y.K)  =  =P  [IL  -h  ^tM). 
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Ob  man  P  =  -|-  oder  —  (t  /  +  x.  K)  setzt,  ist  gleichgültig.  Nur 
muss  man  bei  dem  einmal  Gesetzten  im  Fortgange  der  Rechnung 
bleiben,  und  darf,  wenn  man 

genommen,  den  anderen  Werth  nicht  +,  sondern  — {IL  -{-  [.iM) 
nehmen,  und  umgekehrt.  Eben  so  leuchtet  ein,  dass  die  positive 
Annahme  sämmtlicher  Glieder  in  den  Gleichungen  des  vorigen  §., 
so  wie  in  den  analogen  Gleichungen  des  §.  236,  nicht  wesentlich 
nothwendig  ist.     Man  kann  eben  so  gut 

A  —  B-[-C=D,     eA-{-s'B~C  =  i:, 

etc.  setzen,  muss  aber  nur  mit  den  einmal  gewählten  Zeichen  die 
Rechnung  gleichförmig  fortführen. 

So  wie  übrigens  zwischen  je  drei  Puncten,  z.  B.  /,  K,  P,  welche 
der  Construction  nach  in  einer  Geraden  liegen,  immer  eine  Gleichung 
stattfindet,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass,  wenn  zwischen  drei  Puncten 
einer  Ebene  eine  Gleichung  sich  durch  den  Calcul  ergiebt,  diese 
drei  Puncto  in  einer  Geraden  liegen. 

§.  241.  Die  Berechnung  der  Doppelschnitts-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnisse geschieht  auf  dieselbe  Art,  wie  in  dem  Vorigen 
bei  einem  Systeme  von  Puncten  in  einer  Geraden.  Zuerst  sucht 
man  nach  Anleitung  des  vorigen  §.  für  jedes  einfache  Verhältniss 
besonders,  die  Gleichung  zwischen  den  drei  in  einer  Geraden  ent- 
haltenen Puncten  desselben,  und  verfährt  dann  nach  der  in  §.  237 
angegebenen  Regel. 

Soll  z.  B.  der  AVerth  eines  Doppelschnittsverhältnisses  von  der 
Form  (7,  K,  LM,  NO)  gefunden  werden,  so  suche  man  zuerst  die 
Gleichungen  zwischen  /,  K,  L,  M  und  7,  K,  N,  0.     Seien  diese : 

1)  iI-\-/.K-hlL-^fiM=0, 

2)  i'I  +  yJK-]-  vN-i-  0  0  =  0. 


Sei  ferner 

so  ist 

folglich 


IKLM=P,     IKNO=Q, 

iI-\-KK=  P, 
y:K+iI=  Q, 


(7,  K,  LM,  NO)  =  (7,  K,  P,  Q)  =  t'y.  :  lk. 

Zugleich  sieht  man  hieraus,  dass  man,  auch  ohne  erst  die  Be- 
zeichnungen P  und  Q  zu  gebrauchen,  zu  dem  Werthe  des  Doppel- 
schnittsverhältnisses (7,  K,  LM,  NO)  aus  den  Gleichungen  1)  und  2) 
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unmittelbar  gelangen  kann,  wenn  man  darin  XL  -{-  (.iM  und  vN -\-  oO 
sogleich  als  die  Puncte  nimmt,  welche  in  dem  Ausdrucke  des  Doppel- 
schnittsverhältnisses durch  LM  und  NO  angezeigt  werden.  —  Eben 
so  lässt  sich  auch  die  Berechnung  eines  Vieleckschnitts  Verhältnisses 
abkürzen,  wenn  die  Schneidepuncte  der  Seiten  nicht  geradezu,  son- 
dern statt  jedes  derselben  zwei  Puncte  gegeben  sind,  die  mit  dem 
Schneidepuncte  in  einer  Geraden  liegen,  wie  in  §.221,3. 

Hat  man  nun  auf  diese  Weise  die  Werthe  aller  bei  der  Auf- 
gabe in  Betracht  kommenden  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältnisse durch  die  2  (w  —  4)  Hülfsgrössen  e  und  t',  C  und  T,  etc. 
ausgedrückt,  so  kann  man  durch  Elimination  dieser  letzteren  die  zu 
bestimmende  Relation  zwischen  den  2w — 8  gegebenen  Verhältnissen 
und  einem  (2«  —  7)ten  gesuchten,  so  wie  die  anderen  hierherge- 
hörigen Eigenschaften  der  Figur,  entwickeln. 

§.  242.  Zusätze,  a)  Wie  schon  aus  §.  221,4  folgt,  und  auch 
aus  dem  vorigen  §.  sich  ganz  leicht  finden  lässt,  sind  die  Hülfs- 
grössen £  und  g',  'C  und  T,  etc.  Werthe  von  Doppelschnittsverhält- 
nissen in  den  Linien  AC  und  BC,  nämlich: 

s  =  {A,  C,  BD,  BE),     8'={B,  C,AD,  AE), 

u.  s.  w.,  so  dass  hiernach,  schon  durch  die  anfänglichen  Gleichungen 
selbst,  jeder  der  w  —  4  Puncte  E,  F,  .  .  in  Bezug  auf  die  vier  ersten 
A,  .  .,  D  durch  zwei  Doppelschnittsverhältnisse  bestimmt  ist. 

b)  Wenn  einer  von  den  n  Puncten  der  Figur,  G,  mit  zwei  anderen 
derselben,  E  und  F,  in  einer  Geraden  liegt,  so  ist  damit  von  den  zwei 
zur  Bestimmung  von  G  nöthigen  Doppelschnittsverhältnissen  das  eine 
schon  als  gegeben  anzusehen.  Denn  sind  H,  I  irgend  zwei  andere 
ausserhalb  der  Geraden  EEG  liegende  Puncte  der  Figur,  so  sind 
die  Puncte  EF-  GH  und  EF-  Gl  mit  G  identisch,  und  mithin 
(§.  182): 

{E,F,  GH,  GI)  =  1; 

so  wie  umgekehrt  aus  dieser  Gleichung  folgt,  dass  E,  F,  G  in  einer 
Geraden  liegen.  Das  andere,  oder  vielmehr  das  einzige  in  diesem 
Falle  zur  vollkommenen  Bestimmung  von  G  erforderliche  Doppel- 
schnittsverhältniss ,  so  wie  die  Bedingung  selbst,  dass  E,  F,  G  in 
einer  Geraden  sind,  wird  am  einfachsten  dargestellt,  wenn  man  G 
auf  E  und  F  unmittelbar  bezieht  und  daher 

riE-\-F-\-  G  =  0 
setzt.     Denn  aus  den  Gleichungen  für  E  und  F  folgt: 
{e  —  C)A  +  {e—  'C)B-\-E—F=0, 
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und  hieraus  in  Verbindung  mit 

G  +  F-\-rjE=  0 

das  Doppelschnittsverhältniss: 

{E,F,AB,  G)  =  —rj. 

So  vielmal  also  bei  einem  Systeme  von  ti  Puncten  in  einer  Ebene 
der  Fall  eintritt,  dass  drei  Puncte  desselben  in  einer  Geraden  liegen, 
um  eben  so  viel  Einheiten  wird  die  Anzahl  der  Hülfsgrössen  e,  e',  ... 
kleiner  als  2ti  —  8  sein  können,  um  eben  so  viel  aber  die  Anzahl 
der  gegebenen  Doppelschnittsverhältnisse  kleiner  als  2n  —  8  sein 
müssen,  wenn  zwischen  letzteren  gegenseitige  Unabhängigkeit  noch 
stattfinden  soll. 

§.  243.  Folgende  Beispiele  werden  das  Bisherige  noch  deut- 
licher machen. 

1)  Die  einfachste  ebene  Figur,  worauf  der  abgekürzte  barycen- 
trische Calcul  angcAvendet  werden  kann,  ist  das  aus  vier  Puncten 
entstehende  ebene  Netz,  indem  man  hier  noch  keiner  Hülfsgrössen 
bedarf.  Alle  bei  dem  Netze  vorkommenden  Doppelschnitts-  und 
Vieleckschnittsverhältnisse,  so  wie  die  merkwürdigen  Fälle,  wo  drei 
oder  mehrere  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  etc.  können  mittelst 
dieses  Calculs,  leichter  als  auf  jede  andere  Weise,  gefunden  werden. 
Um  dieses  nur  an  den  in  §.  198  entwickelten  Eigenschaften  zu  zeigen, 
so  setze  man  (Fig.  43) : 

A-\-B-\-C-{-D  =  0. 
Hieraus  folgt: 

(§.  240) 

und  hieraus  weiter: 

mithin : 


—  B—C=A  +  D  =  A' 

—  C—A  =  B-\-n  =  B' 

—  A  —  B=  C  +  D=  C, 

B—C=  B—  C'=F 
0  —  A  =  C—  A'=  G 
A—B  =  A'—B'=H, 


F-{-G-{-H=0, 

d.  h.   F,   G,   H   liegen    in   einer   Geraden.      Aus    den   Werthen    für 
A\  B\  C  ergiebt  sich  ferner: 

B'-\-C'=B->(-C+1D  =  D  —  A  =  A", 
und  eben  so 

C'-\-A'=n-^B  =  B",     A'-{-B'=  D—C=  C"\ 
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folgKch 

B—C=  B—  C'=  C"—  B"=  F, 

etc.,    d.  h.    die   Gerade   B"C"   geht    durch    den   Durchschnitt  F   der 
Geraden  BC  und  B'C,  u.  s.  w. 
Sodann  fliesst  aus 

A'=A-^D  und  A"=D  —  A 
das  Doppelschnittsverhältniss 

{A,D,A',A")  =  -1; 
und  aus  den  durch  A,  B,   C  ausgedrückten  Werthen  von  A' ,  B',  C 
das  Dreieckschnittsverhältniss : 

{BA':  A'C){CB':  B'A){AC':  C'B)  =  1. 

2)  Die  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  in  Fig.  43  haben  eine  solche 
Lage  gegen  einander,  dass  erstlich  die  Spitzen  von  A'B'C  in  den 
Seiten  von  ABC  liegen,  und  dass  zweitens  die  Geraden,  welche  die 
gegenüberliegenden  Spitzen  beider  Dreiecke  verbinden,  sich  in  einem 
Puncte  D  schneiden.  Wir  wollen  nunmehr  von  diesen  zwei  Be- 
dingungen das  einemal  nur  die  eine  und  das  anderemal  nur  die 
andere  gelten  lassen,  und  somit  die  vorigen  Sätze  auf  zweifache 
Weise  zu  verallgemeinern  suchen. 

Seien  demnach  ABC  und  A'B'C  (Fig.  52)  zwei  Dreiecke  in 
einer  Ebene,  von  welchen  die  Spitzen  A,  B,  C  des  einen  den  Spitzen 
A',  B',  C  des  anderen  bloss  dergestalt  ent- 
sprechen, dass  die  Geraden,  welche  die  sich 
entsprechenden  Spitzen  verbinden,  in  einem 
und  demselben  Puncte  D  zusammentreffen. 
Die  dieser  Figur  zum  Grunde  zu  legenden 
Gleichungen  werden  daher  sein: 


^-h  J5-f  C'-i-Z>  =  0, 
und  nach  §.  242,  b 

A'=  aA-\-I),     B'=  ßB-^  D, 
C=yC+n. 
Heissen    nun   wiederum    die   Durchschnitte  je   zweier   sich   ent- 
sprechenden Seiten: 

BCB'C'=F,     CA-  CA'=G,     AB    A'B'=  H, 
so  ist: 

B'—C'=ßB  —  yC  =F, 
C'—A'=yC  —  aA=  G, 
A'—B'=aA  —  ßB  =  H, 
mithin 

F-{-G-hH=0, 
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SO  dass  folglich  auch  hier  die  Durchschnitte  F,  G^  H  der  drei  Paare 
sich  entsprechender  Seiten  in  einer  Geraden  liegen*). 

Seien  die  Durchschnittspuncte  je  zweier  sich  nicht  entsprechen- 
den Seiten: 

BC-  C'A'=  31,     CA  ■  A'B'=  N,     AB  ■  B'C'=  O, 
BC-  A'B'=P,     CAB'C'=Q,     AB  •  C'A'=  R. 

Um  die  Ausdrücke  dieser  Puncte  zu  erhalten,  hat  man: 

A'=  ctA  +  D  =  {a—\)A  —  B—  C 
B'  =  ß  B  +  D  =  —  A  +  [ß  —  \]B  —  C 
C  =  y  C  +  D  =  —  A~  B  +  {y  —  \)C , 
folglich 

[a  —  1)  C"+  A'  =  —  aB  +  [[y  —  \){a  —  \)  —  \]C  =  M, 
und  eben  so 

{ß-\)A'+B'=N,     {y-\)B'+C'^0, 
^'+(a  — 1)5'=P,     B'+{ß—\)C'=Q,     C'+{y—\)A' 
Hieraus  ergeben  sich  die  Dreieckschnittsverhältnisse: 
CM     A'N     B'O  1 


R. 


MA' 
A'P 


NB' 

B'Q 


folglich 


PB'   '  QC 

B'O.  B'Q 
OC.  QC 

und  auf  gleiche  Weise : 

BM .  BP 


-i)(/?-i)(y-i)' 


OC         (a 

CR 

-RÄ'  =  ^''- 

CM.  CR      

MA'.RA'       NB'.PB' 

CN.CQ        AO  .  AR 


A'N.  A'P 


1; 


also: 


310  .  PC    '    NA  .  QA    '    OB  .  RB 


=  1 


Wenn  zwei  Dreiecke  in  einer  Ebene  eine  solche  Lage  gegen  eiti- 
ander  7iahe?i.,  dass  die  drei  Geraden^  welche  die  gleichnamigen  Spitzeti 
verbinden.,  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  so  ist  das  Product  aus  den 
Verhältnissen.,  nach  welchen  jede  Seite  des  einen  Dreiecks  von  den  zwei 
ungleichnamigen  Seiten  des  anderen  geschnitten  wird.,  der  Einheit  gleich. 

Lässt  man  den  Punct  Ä  in  AD  fortrücken,  bis  er  in  die  Seite 
BC  fällt,    und  eben  so   B'  in  BD  bis  CA,    C  in  CD  bis  AB,   so 


*]  Man  wird  bald  finden,  dass  dieser  Satz,  ähnlicherweise  wie  der  speciellere 
(§.  207) ,  sich  auch  ohne  Rechnung  mit  Hülfe  einer  Construction  im  körperlichen 
Räume  darthun  lässt,  und  dass  er  selbst  dann  gilt,  wenn  die  beiden  Dreiecke 
nicht  mehr  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 
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fallen  M,  P  mit  A' ]  N,  Q  mit  B' :  0,  B  mit  C  zusammen,  und  die 
linke  Seite  der  letzteren  Gleichung  geht  über  in  das  Quadrat  des 
für  den  speciellen  Fall  1)  der  Einheit  gleich  gefundenen  Dreieck- 
schnittsverhältnisses. 

3)  Wir  nehmen  jetzt  zweiteng' an,  dass 
die  Spitzen  des  Dreiecks  A'B'C  (Fig.  53) 
in  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  liegen, 
dass  aber  die  Geraden  durch  die  gegen- 
überstehenden Spitzen  sich  nicht  in  Einem, 
sondern  in  den  drei  Puncten 

BB'CC'=D,     CC-  AA'=JS, 
AA'-  BB'=F 
schneiden.     Sei  femer: 

AA'-  B'C'=I,     BB'-  C'A'=K, 

Es  erhellet  nun  sogleich,  dass  zur  Construction  dieser  Figur  nur 
die  fünf  Puncte  A,  B,  C,  D  und  der  in  BC  liegende  A'  gegeben 
zu  sein  brauchen,  indem  sich  daraus  alle  übrigen  bloss  durch  Ziehen 
gerader  Linien  finden  lassen.     Man  setze  daher: 

1)  A-\-B-{-C-{-D  =  0, 

2)  B-{-cC=  A\ 

so  werden  sich  alle  bei  dieser  Figur  vorkommenden  Doppelschnitts- 
und Vieleckschnittsverhältnisse  als  Functionen  von  c  ergeben,  und 
es  wird  daher  schon  zwischen  je  zwei  solchen  Verhältnissen  immer 
eine  Relation  stattfinden.  Es  folgen  nämlich  aus  1)  und  2)  die  Aus- 
drücke der  übrigen  Puncte: 


CO'-  A'B'=L. 


A  +  C  =  —  B  —  D  =  B\ 
A  +  B  =  —  C—D=  C, 

A-^A'=  cC-\-  C'=  E, 

cA  +  A'=B  +  cB'=  F, 


3) 

4) 
aus  2)  und  4) : 

5) 
aus  2)  und  3): 

6) 
aus  2),  3)  und  4): 

7)  {\-\-c)A-\-A'=cB'+C'=I, 

etc.,    und    aus    diesen    Gleichungen    die  Werthe    folgender    Doppel- 
schnittsverhältnisse durch  c  ausgedrückt :  aus  5)  und  6) : 

{A,A\E,F)  =  e, 
aus  5)  und  7): 

{A,A',E,I)  =  \  +r, 
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aus  6)  und  7): 

{A,A',F,I)  =  ^-^' 

Wir  haben  demnach  folgende  Relationen  zwischen  Doppelschnitts- 
verhältnissen : 

{A',  I,  A,  E)  =  {A\  I,  F,A)  =  -  {A,  A',  E,  F) 
=  {B',  K,  B,  F)  =  {B',  K,  D,  B)  =  etc.  =  —  c. 
Die  Gleichheit  der  beiden  ersten  Doppelschnittsverhältnisse  lässt 
sich  auch  so  ausdrücken,  dass  das  Verhältniss  A'A  :  AI  die  mittlere 
Proportionalgrösse    ist    zwischen    den    Verhältnissen    A'E  :  EI   und 
A'F :  FI,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dfass 
A'A^  .  lA^  =  A'E .  A'F  :  IE .  IF. 
Noch  bieten  sich  in   der  Figur  mehrere  Dreieckschnittsverhält- 
nisse zur  Untersuchung  dar.  —  Aus  den  Gleichungen  2),  3),  4)  fliesst : 

(c)         {BA':  A'C)  [OB':  B'A)  [AC:  C B)  =  c. 
Sei  ferner 

BC-  B'C'=M,     CA-  C'A'=N,     AB    A'B'=0, 
so  hat  man  aus  3)  und  4): 

B—C=—B'-{-C'=M, 

aus  5): 

cC—A  =  —  C'-{-A'=N, 
aus  6): 

cA  —  B  =  —A'-{-cB'=  O. 

Hieraus  ergeben  sich  die  Dreieckschnittsverhältnisse: 

{d)    {BM:  MC){CN:  NA){AO  :  0B)^—\, 

{e)    (B'M  :  MC)  [C N :  NA)  {A'O  :  OB')  =  —  c; 
und  wir  erhalten  damit  folgendes  Theorem: 

Wird  in  ein  Dreieck  [ABC)  ein  anderes  [A'B'C)  besciirieben,  so 
ist  erstlich  das  Dreieckschnittsverhältniss  [d) ,  nach  welchem  die  Seiten 
des  umschriebenen  Dreiecks  von  den  gegenüberliegenden  Seiten  des  ein- 
beschriebenen geschnitten  werdeti ,  gleich  dem  negativen  Quadrate  des 
Umgekehrten  des  Dreieckschnittsverhältnisses  (e),  nach  ivelchem  die 
Seite7i  des  einbeschriebenen  Dreiecks  vofi  den  Seiteti  des  umschriebenen 
geschnitten  werden;  und  ziveitens  das  letztere  Dreieckschnittsverhältniss  (e) 
gleich  dem  negativen  Wertlie  des  Dreieckschnittsvei'hältnisses  [c) ,  7iach 
welchem  die  Seiten  des  umschriebenen  Dreiecks  von  den  Spitzen  des 
einbeschriebenen  getheilt  werden. 

Von  den  drei  Dreiecken  ABC,  A'B'C,  DEF  haben  die  zwei 
ersten  ihre  Spitzen  in  den  Seiten  des  dritten  liegen   und   sind  daher 
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als  in  das  dritte  einbeschrieben  zu  betrachten.  Nehmen  Avir  nun 
zuerst  DEF  als  umschriebenes  und  ABC  als  einbeschriebenes 
Dreieck,  so  ist  nach  dem  ersten  Theile  des  vorigen  Satzes,  und  weil 

EF-  BC=A',     FD-  CA  =  B\     DEAB=C': 

[EA' :  A'F)  [FB' :  B'D)  [D  C :  C'E) 
=  —  1  :  [{BÄ  :  A'C)  [CB' :  B' A)  [A  C  :  CB)]". 

Nehmen  wir  zweitens  A'B'C  als  das  in  DEF  einbeschriebene 
Dreieck,  so  ist  nach  dem  zweiten  Theile  des  Satzes,  und  weil 
EF-  B'C'=I,  etc.: 

[B'I :  IC)  [CK:  KA')  {A'L  :  LB') 
=  —  {EA':  A'F)  {FB':  B'D)  {DC:  C'E). 

Durch  Verbindung  dieser  zwei  Gleichungen  erhalten  wir  aber 
zu  dem  obigen  Satze  noch  folgenden  dritten  Theil: 

Das  Dreieckschnittsverhültniss  ^  nach  welchem  die  Seiten  des  ein- 
heschriehenen  Dreiecks  {A'B'C)  von  den  Geraden,  welche  die  Spitzen 
desselben  mit  den  gegenüberliegenden  Spitzen  des  umschriebenen  {ABC) 
verbinden,  geschnitten  icerden,  ist  gleich  dem  Quadrate  des  Umge- 
kehrten des  Dreieckschnittsverhältnisses ,  nach  loelchem  die  Seiten  des 
umschrieb etien  Dreiecks  von  den  Spitzen  des  einbeschriebenen  geschnitten 
werden. 

4)    Als  letztes  Beispiel   diene   ein  Viereck  AB  CD  (Fig.  54),    in 
welches  ein  anderes  Viereck  EFGH  e\\\- 
beschrieben  ist,  so  dass  E  in  AB,   F  \\\ 
BC,   etc.  liegt.      Man    setze    diesen   ein- 
fachen Bedingungen  zufolge: 

eA-\-B  -\-E  =0, 

fB-^C-{-F  =  0, 
gC-\-D-{-G  =  0, 

hD  +  A  +  H^O.  Fig.  54. 

Alle  bei  dieser  Figur  statthabenden  Doppelschnitts-  und  Vieleck- 
schnittsverhältnisse werden  sich  daher  durch  e,  f,  g,  h  ausdrücken 
lassen,  und  man  wird  folglich  aus  je  vier  solchen  Verhältnissen  den 
"VVerth  jedes  fünften  bestimmen  können.  Sei  demnach  die  Aufgabe 
vorgelegt : 

Aus  den  vier  Doppelschnittsverhältnissen 

{E,  G,  BD,  AC)  =  a,     {F,  H,  AC,  BD)  =  b, 
{A,C,EG,FH)  =  c,     {B,  D,FH,  EG)  =  d, 

Möbius  Werke  I.  20 
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nacli  welchen  die  Diagonalen  des  einbeschriebenen  Vierecks  von  den 
Diagonalen  des  umschriebenen,  und  umgekehrt  die  letzteren  von  den 
ersteren  geschnitten  Averden,  das  Viereckschnittsverhältniss 
{AE  :  EB)  [BF :  FC)  {CG  :  G D)  {DH  :  HA)  =  x 
zu  finden,  nach  welchem  die  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks  von 
den  Spitzen  des  einbeschriebenen   getheilt  werden. 
Aus  den  Gleichungen  I)  folgern  wir: 

gE^eG-^e[\—g)D^-g{\-e)B  =  ^, 
G^E—[\—e)A  —  {\-g)C=^, 

hF+fH+h{\-f)C+f{\-h)A  =  0, 
H+F—[\  —f)B^{l—h)D  =  (), 

und    hieraus   die    gegebenen  Doppelschnittsverhältnisse    in    Werthen 
von  e,   . . . ,  Ir. 


(E,  G,  BD,  AC)  =a  =  —,     {F,  H,  AC,  BD)  = 

iA,C,EG,FH)Le=f^'-^^^^^^ 


/ 
h 


7,(1  _,)(!_/)' 

(ji   T)  T7TT  rr\       ri  —  ^^^  ~^^  (1—^0 
(ß,  A  FH,  EG)  -d-  -^^—j^^^^--y 

Der  Werth  von  x  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  I): 

x=\  :  efgh. 
Mittelst    der   vier  Gleichungen   für  a,  ..,  d  sind   nun  umgekehrt 
die  Werthe  von  e,   ..,  Z',    durch  a,  ..,  d  ausgedrückt,   zu  svichen  und 
hierauf  in  der  Gleichung  für  x  zu  substituiren ,  welches  nachstehende 
Rechnung  giebt.     Zuerst  hat  man: 

ahd 

acd 


_i\-hV-_   1  lh-f\\ 

-\\-f)-  b'\\-f)' 


mithin,  wenn  man  zur  Abkürzung  a,  b,  c,  d  resp.  =  er,  ß'^,  y*,  d-  setzt: 

ay        er  —  e  1  — / 

Hieraus  fliesst  nun  sogleich: 

_a{aßd  —  y)  ß{ccyd  —  ß) 

^—     ßd  —  ay    '  -^  "   ccßyd—\  ' 

e    aßö  —  y  ,  f  ayö  —  ß 

^^V^~  a{ßö  —  ay)'  '  ~  ~ß^  ~  ß{aßyö—l)' 
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und  man  bekommt,  wenn  man  noch  die  Quadratwurzel  von  x  mit  ^ 
bezeichnet,  folgendes  Resultat: 


^  = 


{ßd-ay){aßyÖ-\) 


{alid-y){ayd  —  ß) 

Die  jetzt  betrachtete  Figur  besteht  eben  so  aus  zwei  in  einander 
beschriebenen  Vierecken,  wie  die  vorherige  (Fig.  53)  aus  zwei  Drei- 
ecken zusammengesetzt  war.  Es  lässt  sich  daher  erwarten,  dass  mit 
den  sehr  einfachen  und  merkwürdigen  Relationen,  welche  wir  bei 
den  zwei  in  einander  beschriebenen  Dreiecken  entdeckten,  einige 
analoge  Relationen  auch  bei  der  Figur  der  zwei  Vierecke  vorkommen 
Averden.  Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  folgere  man  aus  den 
Gleichungen  I) : 

efA—C+fE—F  =  0,     fgB  —  D-^gF  ~G  =  (i, 
ghC  —  A  +  hG  —  H={),      heD  —  B -{- eH— E  =  0. 
Hiernach  ist,  wenn 

EF    AC  =  I,   FG-  BD  =  K,    GH  ■  AC=  L,   HE  •  BD  =  M 
gesetzt  wird: 

[a]         {A,C,I,L)  =  {B,D,K,3I)=\:efgh 
[b]     {EI :  IF)  [FK :  KG)  [GL  :  LH)  [HM  :  ME)  =  1  :  efg/t. 
Setzt  man  ferner 
EFBD  =  P,     FG  •  CA=  Q,     GHDB  =  B,     HEAC=S, 
so  ist  wegen  [1— e-\-ef)B  — eD-{-E-\-eF=0: 

P=E-heF 

und  eben  so 

Q  =  F-i-fG,     R=G-{-gH.     S=H-\-hE, 
folglich 

[c]     [EP  :  PF)  [FQ  :  QG)[GR  :  RH)  [HS  :  SE)  =  efgh. 

Endlich  ist 

{e-l)gA  +  {\-g)D  +  gE-\-G  =  0, 

(^— l)eC  +  (l  —e)B-\-eG-\-E=0, 
und  daher 

[d]  {E,  G,  AD,  BC)  =  l  :  eg, 

und  eben  so 

[d]  {F,H,AB,  CD)=\  -.fh. 

Alles  dieses  zusammengenommen  bildet  nun  folgenden  Satz; 

Wird  in  ein  ebenes  Viereck  AB  CD  ein  anderes  ei?iheschriebe7i, 
dessen  Spitzen  E,  F.  G.  H  resp.  in  die  Seiten  AB,  BC,  CD,  DA 
des  er steren  fallen,   so  haben  gleiche   Werthe  mit  einander: 

20* 
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1)  das  ViereckschnittsverhäUniss  \x\^  nach  welchem  die  Seiten  des 
ersten  oder  umschriebenen  Vierecks  voti  den  Spitzen  des  zweiten  oder 
einheschriehenen  getheilt  werden ; 

2)  das  Viereckschnittsverhältniss  [5],  nach  welchem  die  Seiten  EF,  ... 
des  ziceiten  Vierecks  von  den  Diagonalen  AC  BD  des  ersten  abwech- 
selnd geschnitten  werden; 

3)  das  Umgekehrte  des  Viereckschnittsverhältnisses  [c],  7iach  toelchem 
die  Seiten  EF.,  ..  .  des  zweiten  Vierecks  von  den  Diagonalen  BD.,  AG 
des  ersten  abicechselnd  geschnitten  werden-, 

4)  jedes  der  zwei  Doppelschnittsverhältnisse  \a\ ,  nach  welchen  die 
Diagonalen  AC^  BD  des  ersten  Vierecks.,  AC  von  den  Seiten  EF  und 
GH.,  BD  von  den  Seiten  FG  und  HE  des  zweiten  Vierecks  getheilt 
werden ; 

5)  das  Product  aus  den  zwei  Doppelschnitisverhältnissen  [d],  nach 
welchen  die  Diagonale?i  EG.,  FH  des  zweiten  Vierecks,  EG  von  den 
Seiten  DA  und  BC^  FH  von  den  Seiten  AB  und  CD  des  ersten 
getheilt  iverden. 


§.  244.  Es  ist  noch  übrig,  die  Anwendung  des  abgekürzten 
Calculs  auf  Systeme  von  Puncten  im  Räume  zu  zeigen.  Folgendes 
sind  die  hierzu  dienenden  Sätze,  welche  nach  dem,  was  in  den  vor- 
hergehenden §§.  über  Systeme  in  Geraden  und  Ebenen  gesagt  worden, 
von  selbst  verständlich  sein  werden. 

a)  Heissen  die  Puncte  des  Systems  im  Räume:  A.  B^  C,  D,  E, 
-F,  G,  ...,  so  setze  man,  A,  B,  C,  D  zn  Fundamentalpuncten  ge- 
nommen : 

A-{-B-^C-\-D-{-E  =  0, 

tA  -t-  t'B  +  rc-H  i>  -I-  i^  =  0 , 

yiA  +  r]'B  +  ifC-{-D+  G  =  0, 
u.  s.  w. 

Aus  diesen  Gleichungen  kann  man  durch  successive  Elimination 
von  A,  B,  C,  D  eine  Gleichung  zwischen  je  fünf  anderen  Puncten 
des  Systems  ableiten. 

b)  Soll  der  Punct  R  gefunden  werden,  in  welchem  eine  Gerade 
durch  die  zwei  Puncte  /,  K  von  einer  Ebene  durch  die  drei  Puncte 
L,  31,  N  des  Systems  geschnitten  wird,  so  entwickle  man  die  Glei- 
chung zwischen  den  fünf  Puncten  /,  K,  L,  31,  N: 

iI-{-yiK+lL  +  ^i3I-\-vN=  0, 
und  man  hat 

R  =  ±{iI-\-y^K)  =  -^[lL-\-  f.i3I-{-  vN). 
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c)  Jede  Gleichung  zwischen  drei  Puncten  allein,  "vvie 

giebt  zu  erkennen,    dass    die  drei  Puncte  R,  /,  K  in  einer  Geraden 
liegen;  und  jede  Gleichung  bloss  zwischen  vier  Puncten,  wie 

R-\-IL  +  i.lM+vN=  0, 

dass  die  vier  Puncte  R,  L,  31,  N  in  einer  Ebene  enthalten  sind. 

d)  Die  Berechnung  der  Doppelschnitts-  und  recurrirenden  Ver- 
hältnisse richtet  sich  hier  nach  denselben  Regeln,  vrie  bei  Systemen 
in  Geraden  und  Ebenen,  nachdem  man  für  jedes  einfache  Verhältniss 
die  Gleichung  zwischen  den  drei  Puncten  desselben  hingestellt  hat. 
Um  den  "Werth  eines  Doppelschnittsverhältnisses  von  der  Form: 
(/,  K,  LMN,  POQ)  zu  berechnen,  entwickelt  man  die  Gleichungen 
zwischen  /,  K,  L,  31,  N  und  /,  K,   0,  P,   Q: 

Ll+y.K+lL  +  II J/-H  J^iV  =  0 , 
t'I  +  -/K+oO  +  7tP  +  QQ  =  0, 

und  schliesst  hieraus  unmittelbar 

(/,  K,  L3IN,  OPQ)  =  l'v.  :  v.l. 

e)  Die  Anzahl  der  Coefficienten  t,  'C\  ...  bei  den  Gleichungen 
in  a)  beträgt  3(/?  —  5),  nämlich  drei  für  jeden  der  n  —  5  Puncte 
F,  G ,  H,  . . .  Sind  daher  bei  einem  Systeme  von  7i  Puncten  im 
Räume  3/^  —  15  von  einander  unabhängige  Doppelschnitts-  oder 
Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben,  und  drückt  man  dieselben,  so 
w^e  ein  (3?« — J4)tes  gesuchtes,  durch  die  ^n — 15  Coefficienten  aus, 
so  wird  die  Elimination  dieser  letzteren  aus  den  damit  entstehenden 
3w  —  14  Gleichungen  das  verlangte  Resultat  herbeiführen. 

f)  Aus  den  Gleichungen 

etc.  folgt: 

L  =  [A,  D,  BCE,  BCF),     t'=  {B,  D,  ACE,  ACE), 
r=  (C,  D,  ABE,  ABF), 

etc.     Jeder  der   Coefficienten   L,  C',  T',  rj,  ...   ist  daher  zugleich   der 
Werth  eines  Doppelschnittsverhältnisses.     Vergl.  §.  225,  4. 

Liegt  F  in  der  Ebene  ABD,  so  ist  r'=  0;  liegt  F  in  der 
Geraden  AD,  so  sind  T  und  '^"=  0.  Mit  der  Bedingung,  dass  vier 
Puncte  des  Systems  in  einer  Ebene,  oder  drei  Puncte  in  einer  Geraden 
liegen,  sind  daher  ein  oder  zwei  Doppelschnittsverhältnisse  als  gegeben 
anzusehen. 


310 


Der  barycentrische  Calcul.     Abschnitt  II. 


§.  245. 


jy^^.A 


■^B' 


§.  245.  Beispiel.  In  der  dreiseitigen  Pyramide  AB  CD 
(Fig.  55)  werden  die  gegenüberstehenden  Seiten  AC,  BD  von  der 
Geraden   EF  in   den   Puncten  E,   F,    und    die    gegenüberstehenden 

Seiten  B  C,  AD  von  der  Geraden 
JJ'  GH  in   den   Puncten    G    und  // 

geschnitten. 

Um  dieses  System  von  Puncten 
in  Gleichungen  zu  setzen,  denke 
man  sich  durch  A,  G,  H  eine 
Ebene  gelegt,  welche  die  Gerade 
EF  im  Puncte  M  schneide.  Als- 
dann liegen  in  einer  Ebene  die 
Puncte  B,  Z>,  F,  E,  J/;  in  einer 
zweiten  Ebene  die  Puncte  A,  O, 
E,  F,  M;  in  einer  dritten  die 
Puncte  A,  D,  H,  G,  M\  und  der  Durchschnitt  der  ersten  dieser 
drei  Ebenen,  BDM,  mit  AC  ist  E;  der  zweiten  AC3I  mit  BD 
ist  F]  der  dritten  ADM  mit  BC  ist  G.  Sei  daher  für  A,  B,  C,  D 
als  Fundamentalpuncte : 

A-{-  B-\-  C+  7>  + J/=0, 
so  folgt 

1)  A+  C  =  —  {B  -^  D  +  M)  =  E, 

2)  B^n=  —  {A-\-C-\-  M)  =  F, 

3)  B-{-C=  —  {A  +  D-{-M)=  G. 

Sei    endlich    für    H,     als    einem    in    AI)    liegenden    und    von    den 
übrigen  unabhängigen  Punct: 

4)  aA  +  D^  H. 

Alle  aus  diesem  Systeme  von  acht  Puncten  entspringenden 
Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  Averden  daher  Func- 
tionen der  einzigen  Grösse  a  sein,  und  es  wird  folglich  schon  zwischen 
je  zweien  dieser  Verhältnisse  eine  Relation  bestehen.  —  Dasselbe 
ergiebt  sich  auch  folgenderweise.  Bei  einem  Systeme  von  8  Puncten 
müssen  3.8  —  15  =  9  Doppelschnittsverhältnisse  gegeben  sein.  Mit 
der  Bedingung  aber,  dass  die  4  Puncte  E,  F,  G,  H  resp.  in  den 
Geraden  A  C,  etc.  liegen  sollen,  sind  eben  so  viel  Paare  von  Doppel- 
schnittsverhältnissen schon  als  gegeben  zu  betrachten,  also  nur 
9  —  2.4  =  1  noch  zu  wissen  übrig,  um  jedes  andere  bestimmen  zu 
können. 

"Werde  nun  verlangt,  eine  Gerade  zu  ziehen^  welche  die  vier 
Geraden  AB,   CD,  EF,    GH  insgesammt  sclineidet. 
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Man  bewege  eine  Gerade  dergestalt,  dass  sie  fortwährend  die 
drei  ersten  gegebenen  Geraden,  AB,  CD,  EF,  schneidet,  und  somit 
ein  hyperbolisches  Hyperboloid  erzeugt  (§.  111).  Wird  nun  von  dieser 
Fläche  die  vierte  Gerade  GH  geschnitten,  welches  dann  in  zwei 
Puncten  geschieht,  so  wird  die  bewegte  Gerade  in  jeder  der  beiden 
Lagen,  wo  sie  durch  den  einen  oder  anderen  dieser  Durchschnitts- 
puncte  geht,  die  vier  gegebenen  Geraden  zugleich  treffen,  und  mit- 
hin die  verlangte  sein.  —  Man  erkennt  hierdurch  schon  im  Voraus, 
dass  die  Lösung  der  vorgelegten  Aufgabe  zu  einer  quadratischen 
Gleichung  führen  muss. 

In  der  That,  treffe  die  gesuchte  Gerade  die  EF  und  GH  in  den 
Puncten : 

B  =  rE-\-F  =  rA-{-B-{-rC-{-D, 
S=  sG-^H=  aA-^sB  -\-sC+  D. 

Sie  treffe  ferner  die  Geraden  AB  und   CD  in  den  Puncten: 

P=j)R  +  S=  [pr  -h  a)A  +  (;j  4-  5)^  4-  [pr  -f-  s)  C -j-  (^  -f  1) 2) , 
Q  =  qR-{-S=  {qr-\-a)A+  {q  +  s)B  +  [qr  +  s)C  +  {q -{- 1)  D. 

Da  nun  P  in  AB  und  Q  in  CD  liegen  soll,  so  hat  man  die 
Gleichungen : 

j)r-\-s  ==  0,     ^  +  1=0,      qr'j-a  =  0,     q-^-s  =  0, 

welche  aufgelöst: 


P 


—  1 


q 


y«, 


geben. 

Hierdurch  wird 

5)     E  =  }aE-{-F, 

6)     S  =  VäG-{-H. 

7)     P  =  —R  +  S==—[l  —  Va)  [V^A  4-  B) , 

8)     Q  =  —  VäR  -\-S=^{i  —  Va)  {VäC-^  D). 

Aus  diesen  Gleichungen   1),   ...,   S)   lassen  sich  alle  in  der 

Figur 

vorkommenden    Yieleckschnittsverhältnisse    in    Werthen    von 

a    be- 

rechnen.      Wir    heben     darunter     folgende,     als    der    Einheit 

selbst 

gleiche ,  aus : 

[AP 

PB)  [BF  :  FD)  [DQ 

QC)  [CE  :  EA)  =  1, 

[AP 

PB)  [BG  :  GC)  [CQ 

QD)  [DH:HA)  =  1, 

[ER 

RF)  [FD  :  DB)  [BP 

PA)  [AC  :  CE)  =  1, 

[ER 

RF)  [FB  :  BD)[DQ 

QC)  [CA  :  AE)  =  1, 

[GS 

SH)  [HD  :  DA)[AP 

PB)   [BC  :  CG)  =  1. 

[GS 

SH)[HA:  AD)[DQ 

QC)  [CB  :BG)  =  1. 
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Schon  mittelst  der  beiden  ersten  dieser  Formeln  lässt  sich  nnn 
unsere  Aufgabe  vollkommen  lösen.  Denn  es  ergeben  sich  daraus 
die  Verhältnisse: 

AP  :  PB  =  y{AE  :  EC)  {CG  :  GB)  {AH  :  HD)  [DF  :  FB), 


CQ:  QD  =  y{CG  :  GB)  {BF  :  FD)  {CE  :  EA)  {AH  :  HD), 
und  hiermit  die  zwei  in  der  gesuchten  Geraden  liegenden  Puncte  P 
und  Q.     Zugleich  sieht   man   aus  diesen  Formeln,    dass   die  Lösung 
nur  dann,  und  dann  immer,  möglich  ist,  wenn  die  zwei  Producte 

{BF:  FD)  {CE  :  EA)  und  {BG  :  GC){DH  :  HA) 
einerlei  Zeichen  haben,  dass  ferner,  je  nachdem  das  gemeinschaft- 
liche Zeichen  derselben  das  positive  oder  negative  ist,  die  Verhält- 
nisse AP  :  PB  und  CQ  :  QD  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen 
zu  behaften  sind*),  und  dass  es  endlich,  "svie  schon  die  "SVurzelgrösse 
y«  andeutet,  bei  möglicher  Lösung  immer  zwei  Linien  giebt,  welche 
der  Aufgabe  Genüge  leisten. 

Die  Puncte  P  und  S,  welche  nach  Ziehung  der  Geraden  PQ 
sich  als  Durchschnitte  derselben  mit  EF  und  GH  ergeben,  können 
auch  ohne  dieses  durch  die  Verhältnisse  ER  :  PF  und  GS  :  SH 
bestimmt  werden,  deren  Werthe  sich  aus  den  voranstehenden  Formeln 
ebenfalls  leicht  finden  lassen. 

Was  noch  die  gegenseitige  Beziehung  der  zwei,  die  Aufgabe 
lösenden,  Linien  anlangt,  so  erhellet,  dass,  Avenn  P',  Q',  P',  S'  die 
Puncte  heissen,  in  denen  die  zweite  Linie  die  Geraden  AB,  CD, 
EF,  GH  schneidet,  wegen  des  Wurzelzeichens  die  AVerthe  der  Ver- 
-hältnisse  AP  :  PB  nml  AP':  P'B,  CQ  :  QD  und  CQ':  Q'D  etc. 
paarweise  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt  sind,  oder,  was  das- 
selbe ausdrückt,  dass 

{A,  B,  P,  P')  =  {C,  D,  Q,  Q')  =  {E,  F,  R,  R')  =  {G,  H,  S,S')=  —  l; 

d.  i.  jede    der  vier  gegebenen  Geraden  AB,    CD,   EF,    GH   wird 
von  den  zwei  gesuchten  harmonisch  getheilt. 
So  wie  endlich 

P  =  —R-i-S,      Q  =  —  VaR  -{-  S, 
eben  so  ist 

P'=  —  i^'-f  S',     Q'=+  VäR'-\-  S', 
und  folglich: 

{P,  Q,  R,S)  =  —  {P',  Q',  R',  S')  =  Vä. 


*]  Die  hieraus  fliessenden  Bedingungen  für  die  Lage  der  Puncte  £,  F,  G,  H 
in  den  Linien  AC ,  B D,  ...,  so  wie  die  hieraus  folgende  Lage  von  P  und  Q  in 
AB  und  CD,   wird  man  sich  leicht  selbst  entwickeln. 
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§.  246.  Von  den  vier  Geraden  AB,  CD,  EF,  GH,  welche 
im  vorigen  §.  mit  einer  einzigen  Geraden  geschnitten  werden  sollten, 
waren  die  beiden  ersten  ein  Paar  gegenüberstehender  Seiten  einer 
dreiseitigen  Pyramide,  während  die  dritte  und  vierte  die  beiden  an- 
deren Paare  gegenüberstehender  Seiten  der  Pyramide  durchschnitten. 
Es  kann  nun  hierbei  noch  die  Frage  aufgeworfen  Averden,  ob  nicht 
jedwede  vier  Gerade,  von  denen  keine  zwei  in  einer  Ebene  liegen, 
auf  die  eben  besagte  "Weise  sich  auf  einander  beziehen  lassen,  ob 
also  nicht  durch  die  Rechnung  des  vorigen  §.  die  Aufgabe,  eine 
Gerade  zu  finden,  welche  vier  andere  gegebene  schneidet,  ganz  all- 
gemein gelöst  sei. 

Um  dieses  näher  zu  untersuchen,  mögen  AB,  CD,  EF,  GH 
(Fig.  55)  irgend  vier  gerade  Linien  in  dem  Räume  vorstellen.  Man 
lege  durch  AB  und  einen  beliebig  gewählten  Punct  C  der  Geraden 
CD  eine  Ebene,  welche  EF  in  E  und  GH  in  G  schneide,  und 
ziehe  CE  und  CG,  welche  AB  resp.  in  A  und  B  treffen.  Man 
lege  ferner  durch  B  und  CD  eine  Ebene,  welche  der  EF  in  F  be- 
gegne, ziehe  BF,  welche  CD  in  D  schneide,  und  ziehe  AD.  —  Im 
Allgemeinen  wird  es  nun  zwar  nicht  der  Fall  sein,  dass  AD,  wie 
erfordert  wird,  auch  durch  GH  geht.  Weil  aber  der  Punct  C  will- 
kürlich in  CD  genommen  worden  ist,  und  man  durch  eine  andere 
Annahme  von  C  auch  A  und  D  in  den  Linien  AB  und  CD  an 
anderen  Orten  erhält,  so  scheint  es  allerdings,  als  ob  C  so  gewählt 
werden  könne,  dass  AD  zugleich  die  GH  schneide.  Indessen  ge- 
schieht dieses  im  Allgemeinen  keineswegs:  vielmehr  soll  sogleich 
gezeigt  werden,  dass,  wenn  für  eine  gewisse  Annahme  von  C,  AD 
und  GH  sich  schneiden,  dasselbe  auch  für  jedes  anders  gewählte  C 
erfolgt,  dass  mithin,  wenn  für  ein  gewisses  C  der  Durchschnitt  von 
AD  und  GH  nicht  erfolgt,  derselbe  auch  für  kein  anderes  C  statt- 
findet; dass  folglich  die  Lage  der  vier  Linien  AB ,  CD,  ...  im 
vorigen  §.  nur  eine  specielle  ist. 

Dieses  kann  man  auch  schon  aus  der  oben  gefundenen  Gleichung: 

(P,  Q,  R,  S;  =  —  IP',  Q',  R',  S'] 

folgern.  —  Man  nehme  zwei  Gerade  jj  und  ^j',  welche  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  und  in  jeder  derselben  vier  Puncte  nach  Belieben:  P,  Q,  R,  S  in  p: 
P',  ...,  S'  inp'.  Man  ziehe  hierauf  die  vier  Geraden:  PP',  QQ',  RR',  SS'. 
"Wird  nun  umgekehrt  eine  Gerade  verlangt,  welche  diese  vier  Geraden  zugleich 
schneidet,  so  wird  dieser  Forderung  jede  der  beiden  Geraden  p  und  p',  und 
keine  andere,  Genüge  leisten.  (Denn  die  hierzu  oben  gegebene  geometrische 
Auflösung  vermittelst  des  Hyperboloids  beschränkt  sich  nicht  auf  eine  spe- 
cielle Lage  der  vier  Linien,  und  die  Antwort  muss  folglich  jederzeit  von 
quadratischer  Beschaffenheit  sein.)    Die  vier  gegebenen  Geraden  PP',  QQ',  ... 
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können  daher  von  den  gesuchten  in  keinen  anderen  Puncten,  als  in  den  vorhin 
von  einander  ganz  unabhängig  genommenen  P,  ...,  S  und  P',  ...,  S'  getroffen 
werden.  Die  obige  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  zwischen  diesen 
Puncten  giebt  folglieh  eine  specielle  Lage  der  vier  Linien  AB,  . . .,  GH  zu 
erkennen. 

In  der  Pyraiiiide  AB  CD  werden  die  gegenüberstehenden  Seiten 
AC,  BD  von  der  Geraden  EF  in  E,  F,  und  die  gegenüberstehenden 
Seiten  BC,  AD  von  der  Geraden  G H  in  G,  H  getroffen.  Wird 
nun  eine  zweite  Pyramide  A'B'C'D'  construirt.,  dergestalt,  dass  die 
Seite  A'B'  mit  AB  und  die  Seite  CD'  mit  CD  in  derselben  Geraden 
liegt ^  U7id  dass  A'C  und  B' D'  von  EF.,  und  B' C  von  GH  geschnitten 
ioerden.1  so  wird  GH  auch  der  AD'  begegjien. 

Beweis.  Die  Construction  der  zweiten  Pyramide  A'B'C'D'  ist 
folgende.  Man  nehme  in  CD  beliebig  die  Spitze  C;  alsdann  schneidet 
eine  Ebene  durch  C  und  EF  die  AB  in  A' ,  eine  zweite  Ebene 
durch  C  und  GH  die  ^^  in  B' ,  eine  dritte  Ebene  durch  B'  und 
EF  die  CD  in  Z)';  und  es  ist  jetzt  noch  zu  erweisen,  dass  eine 
vierte  Ebene  durch  Ä  und  GH  die  CD  ebenfalls  in  D'  trifft.  ^ 
Sei  wie  vorhin 

E  =  A-\-C,     F=B-i-D,     G  =  B-{-C,    H=aA-\-D, 

und  überdies 

C'=cC-\-D. 
Hieraus  folgt: 

cE-\-F—C'=cA-{-B  =  A', 
cG-i-H—  C'=  aA-\-cB  =  B' , 
und  daraus  weiter: 

aE-{-cF—B'=aC-\-cD  =  D', 
aG-\-  cH—  aA'=  aC  +  cD. 

Mithin  wird  CD  von  den  Ebenen  EFB'  und  GHA'  in  einem  und 
demselben  Puncte 


geschnitten,  wie  zu  erweisen  war. 

Noch  sind  bei  dieser  Figur  folgende  Relationen  zwischen  Doppel- 
schnittsverhältnissen zu  bemerken.  Man  setze,  den  bisherigen  Be- 
Zeichnungen  analog: 

A'C'  EF=E',     BD'-  EF=F', 
B'C-  GH~  G',     A'U-  GH=  H , 
und  man  hat  vermöge  der  vorigen  Gleichungen: 


^ 


D'=aC  +  cD  \ 


r 
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E'=cE  +  F,     G'=cG  +  H, 
F'=aE+cF,      H'=aG  +  cH, 
und  aus  diesen  allen: 
[A.  B.  A',  B')  =  [C,  D,  C",  D')  =  [E,  F,  E\  F')  =  {G,  H,  G\  H')  =  ^  ■ 


Sclilnssl)emerkuiigen. 

§.247.  So  wie  jede  der  bisher  erklärten  fünf  Verwandtschaften 
zu  einer  besonderen  Art  geometrischer  Aufgaben  führt,  eben  so  kann 
auch  umgekehrt  jede  Aufgabe  der  niederen  Geometrie,  wo  aus  ge- 
wissen, in  hinreichender  Anzahl  gegebenen  Stücken  eines  Systems 
von  Puncten,  Geraden,  oder  Ebenen,  andere  Stücke  des  Systems 
gefunden  werden  sollen,  aus  einer  der  fünf  Verwandtschaften  ent- 
sprungen, angesehen  werden.  Sind  nämlich  die  gegebenen  Stücke 
von  der  Anzahl  und  Beschaffenheit,  dass  damit  ein  dem  System,  zu 
welchem  sie  gehören,  gleiches  und  ähnliches,  oder  bloss  ähnliches, 
u.  s.  Av.  construirt  werden  kann,  so  Avird  man  die  Aufgabe  zu  der 
Verwandtschaft  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit ,  der  Aehnlichkeit 
allein,  u.  s.  w.  zu  rechnen  haben.  Alle  Aufgaben  der  genannten 
Art  lassen  sich  daher  in  fünf  Classen  theilen. 

Folgende  Tafel  giebt  eine  Uebersicht  hiervon,  und  damit  zu- 
gleich von  den  Hauptsätzen,  welche  in  diesem  Abschnitte  gefunden 
worden  sind.  Zur  Knken  Hand  stehen  die  fünf  Arten  von  Ver- 
wandtschaften, aus  denen  die  Aufgaben  ihren  Ursprung  nehmen. 
Die  drei  darauf  folgenden  mit  I),  H),  HI)  bezeichneten  Columnen 
enthalten  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Stücke,  welche 
bei  einem  Systeme  von  /^  Puncten  in  einer  Geraden,  oder  in  einer 
Ebene,  oder  im  Räume  gegeben  sein  müssen,  um  daraus  die  übrigen 
finden  zu  können.  Zur  rechten  Seite  dieser  Columnen  ist  die  Be- 
schaffenheit der  gegebenen  und  gesuchten  Stücke  bemerkt.  Bei  den 
aus  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  entspringenden  Aufgaben  ist 
diese  Angabe  weggelassen,  weil  aus  der  Anzahl  der  Stücke  und  der 
Bedingung  ihrer  gegenseitigen  Unabhängigkeit  die  Beschaffenheit, 
wenigstens  die  negative,  schon  erkannt  wird.  (Bei  n  Puncten  in 
einer  Ebene  z.  B.  kann  zwischen  2//  —  3  Stücken,  welche  bloss 
Verhältnisse  sind,  keine  Unabhängigkeit  stattfinden.)  Eben  so  ist  es 
bei  den  Aufgaben,  welchen  die  Aehnlichkeit  zum  Grunde  liegt,  hin- 
reichend, zu  wissen,  dass  die  gegebenen  Stücke  nicht  räumliche 
Grössen  selbst,  sondern  nur  Verhältnisse  zA^-ischen  denselben  sein 
dürfen.       Dass     man     aber     zu     diesen    Verhältnissen    nicht    bloss 
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§.  248. 


Verhältnisse  zwischen  den  Theilen  des  jedesmaligen  Raums  (Raum- 
theilen),  in  welchem  die  Figur  enthalten  ist  (§.  154  zu  Ende),  oder 
nicht  bloss  Vieleckschnittsverhältnisse  nehmen  darf,  fliesst  schon 
aus  der  Anzahl  und  der  geforderten  Unabhängigkeit  der  gegebenen 
Stücke,  und  war  daher  ebenfalls  nicht  nöthig  zu  bemerken.  (So 
können  2n  —  4  Doppelschnittsverhältnisse  bei  n  Puncten  in  einer 
Ebene  nicht  von  einander  unabhängig  sein.) 


I. 

n. 

ni. 

Gleichheit  und  Aehn- 

lichkeit 

M—  1 

2m  — 3 

3  M  —  6 

Aehnlichkeit 

n  —  2 

2  m  — 4 

3  m  —  T 

Verhältnisse. 

Gleichheit 

«— 1 

2  M  —  5 

3m  — 11 

Raumtheile. 

Affinität 

M  — 2 

2  M  —  6 

3m  — 12 

Verhältnisse  zwischen 
Raumtheilen. 

CoUineationsA-erwandt- 

schaft 

M  —  3 

2m  — 8 

3m  — 15 

Vieleckschnittsverhält- 
nisse. 

§.  248.  Eine  Aufgabe  ist  als  gelöst  zu  betrachten,  wenn 
zwischen  den  gegebenen  Stücken  und  dem  gesuchten  eine  Relation 
oder  Gleichung  gefunden  worden  ist.  Man  kann  hierdurch  veran- 
lasst werden,  auch  diese  Relationen  und  die  Eigenschaften  der 
Figuren  überhaupt  in  fünf  Classen  zu  theilen ,  so  dass  nämlich  eine 
Eigenschaft  in  die  Classe,  Avelche  z.  B.  aus  der  Affinität  entspringt, 
zu  setzen  wäre,  wenn  die  Figur  diese  Eigenschaft  mit  allen  ihr 
affinen  Figuren,  als  solchen,  gemein  hätte.  Da  aber  die  Relationen 
zwischen  den  Theilen  einer  Figur  nicht  von  der  absoluten  Grösse, 
sondern  bloss  von  dem  gegenseitigen  Verhältniss  der  Theile  ab- 
hängen, so  kommt  jede  bei  einer  gewissen  Figur  stattfindende 
Relation  immer  auch  jeder  anderen  Figur  zu,  welche  der  ersteren 
ähnlich  ist.  Hiernach  würden  die  beiden  ersten  Classen  von  Rela- 
tionen, welche  aus  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  allein  ihren 
Ursprung  nehmen,  in  eine  zusammengehen,  so  wie  auch  die  beiden 
folgenden  Classen,  denen  die  Gleichheit  und  die  Affinität  zum  Grunde 
liegt  (§.  163,  b);  oder  vielmehr,  man  kann  nur  drei  Classen  von  Eigen- 
schaften der  Figuren  aufstellen :  die  erste  geht  hervor  aus  der  Aehn- 
lichkeit, die  zweite  aus  der  Affinität,  und  die  dritte  aus  der  Ver- 
Avandtschaft   der  CoUineation.     Da  ferner   ähnliche  Figuren  zugleich 
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affin,  und  affine  Figuren  zugleich  collinear  verwandt  sind,  so  werden 
wir,  um  nicht  die  eine  Classe  in  der  anderen  eingeschlossen  zu  er- 
halten,   auf  folgende  Weise   diese   Classen   zu   unterscheiden   haben. 

Eine  Eigenschaft  der  dritten  Classe  findet  zwischen  solchen 
Verhältnissen  und  Bedingungen  statt,  welche  die  Figur  mit  einer 
anderen  gemein  haben  muss,  wenn  sie  dieser  anderen  collinear  ver- 
wandt heissen  soll.  (Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse 
und  alle  dadurch  ausdrückbaren  Bedingungen.) 

Eine  Eigenschaft  ist  zur  zweiten  Classe  zu  rechnen,  wenn  sie 
zwischen  Verhältnissen  einer  Figur  besteht,  die  in  allen  affinen, 
nicht  aber  zugleich  in  bloss  collinear  verwandten,  Figuren  dieselben 
Werthe  haben.  (Verhältnisse  zwischen  Abschnitten  einer  Geraden, 
zwischen  Theilen  einer  Ebene,  zwischen  Theilen  des  Raums,  die  sich 
nicht  zu  Vieleckschnittsverhältnissen  zusammensetzen  lassen*). 

Alle  übrigen  Eigenschaften,  bei  welchen  daher  Verhältnisse  vor- 
kommen, die  nur  ähnliche,  nicht  aber  zugleich  affine  Figuren  mit 
einander  gemein  haben,  bilden  die  erste  Classe.  (Verhältnisse  zwischen 
Abschnitten  verschiedener  Geraden,  zwischen  Theilen  verschiedener 
Ebenen,  Winkel,  als  Functionen  solcher  Verhältnisse.) 

Ganz  übereinstimmend  mit  dieser  Classificirung  ist  folgende, 
wobei  die  zur  Entwickelung  der  Eigenschaften  dienenden  Hülfsmittel 
zum  Eintheilung.sgrunde  genommen  sind.  —  Jede  Eigenschaft,  welche 
sich  mittelst  des  abgekürzten  barycentrischen  Calculs  finden  lässt, 
gehört  zur  dritten  Classe.  Die  Eigenschaften,  welche  mit  Hülfe  des 
barycentrischen  Calculs  selbst  und  nicht  zugleich  mittelst  des  abge- 
kürzten gefunden  werden  können,  begründen  die  zweite  Classe.  Die 
Eigenschaften  endlich,  welche  nicht  durch  den  barycentrischen  Calcul 
selbst  und  folglich  auch  nicht  durch  den  abgekürzten  erweislich  sind, 
sondern  wozu  die  Lehre  von  den  Winkeln  (der  pythagorische  Lelu- 
satz,  trigonometrische  Formeln,  u.  s.  w.)  unumgängKch  erfordert  wird, 
machen  die  erste  Classe  aus**). 

Diese  Eintheilung-  der  Eig^enschaften  in  Classen  ist  aber  nicht 
bloss  auf  Systeme  von  Geraden  und  Ebenen  beschränkt,  sondern 
kann  auch  auf  krumme  Linien  und  Flächen  ausgedehnt  werden.  Im 
Allgemeinen  ist  hiervon  zu  merken,  dass  in  das  Wesen  des  Krummen. 


*,   Z.  B.  die  Relation  in  §.  160    Fig.  32)  : 

ÄA  "*"  B'B   ~   C'C' 
**)    Auszunehmen    sind    hiervon    die   Proportionen   in   §.  18.  b  und   §.  20,  b,  c, 
welche   die  Grundlage   des  barycentrischen  Calculs  bilden,    und   zu   deren  Be-weis 
die  Lehre  von  den  "Winkeln  gleichwohl  nicht  entbehrt  werden  kann. 
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selbst  die  Eigenschaften  der  zAveiten  Classe  weniger  eingehen,  als 
die  der  ersten,  und  die  der  dritten  Classe  noch  Aveniger,  als  die  der 
zweiten.  Denn  der  nicht  abgekürzte  barycentrische  Calcul  kann  mit 
Hülfe  der  Analysis  des  Unendlichen  bloss  Probleme  der  Quadratur*) 
und  Kubatur  behandeln.  Rectificiren  und  Applaniren  aber  ist  ohne 
Betrachtung  von  Winkeln  unmöglich.  Für  den  abgekürzten  Calcul 
bleiben  in  dieser  Hinsicht  nur  die  Berührungen  und  die  verschiedenen 
Ordniingen  derselben  zu  untersuchen  übrig,  ausgenommen  die  Be- 
rührungen in  unendlicher  Entfernung  oder  die  Lehre  von  den  Asym- 
ptoten, welche  noch  Gegenstand  des  nicht  abgekürzten  Calculs  sein 
kann.  Die  Verschiedenheit  der  Krümmung  aber,  und  folglich  die 
Grösse  des  Krümmungshalbmessers,  kann  nur  mit  Zuziehung  von 
Winkeln  untersucht  werden  und  gehört  daher  zu  den  Gegenständen 
der  ersten  Classe. 

Was  insbesondere  die  Eigenschaften  der  Linien  der  zweiten 
Ordnung  anlangt,  mit  denen  wir  uns,  den  barycentrischen  Calcul  zu 
Hülfe  nehmend,  sogleich  näher  beschäftigen  werden,  so  gehören  der 
ersten  Classe  eigenthümlich  an,  und  können  folglich  hier  nicht  in 
Betracht  kommen:  der  Unterschied  zwischen  Kreis  und  Ellipse, 
zwischen  gleichseitiger  und  ungleichseitiger  Hyperbel,  die  Lehre 
von  den  Hauptaxen  und  den  Brennpuncten.  Von  der  dritten  Classe 
bleiben  ausgeschlossen,  können  aber  noch  in  der  zweiten  behandelt 
werden :  der  Unterschied  zwischen  den  drei  Arten  der  Kegelschnitte, 
die  Lehren  vom  Mittelpuncte ,  von  den  conjugirten  Diametern  und 
den  Asymptoten.  Die  Eigenschaften  der  di'itten  Classe  finden  für 
alle  drei  Arten  von  Kegelschnitten  zugleich  statt  und  betreifen  haupt- 
sächlich merkwürdige  Doppelschnittsverhältnisse  bei  sehr  einfachen, 
weder  durch  Winkel  noch  Parallelismus  bedingten,  Verbindungen 
gerader  Linien  mit  Kegelschnitten,  merkwürdige  Lagen  der  durch 
solche  Verbindungen  bestimmte  Puncte,  u.  dergl.  m. 


*)  Ist  pA -\- qB -\- r  C  der  Ausdxuck  einer  ebenen  Curve,  so  findet  sich,  den 
Inhalt  des  Fundamentaldreiecks  ABC=  1  gesetzt,  das  Flächenelement ,  welches 
von  einem  Elemente  der  Curve  und  von  den  zwei,  von  A  an  die  Endpuncte  dieses 
Elements  gezogenen,  Geraden  begrenzt  Avird, 

gdr  —  rdiq 


Dritter  Abschnitt. 


Auwendimg  des  baryceiitrischen  Calculs 

auf  die  Entwickelung  mehrerer  Eigenscliafteii 

der  Kegelschnitte. 


Erstes  Capitel. 

Bestimmung  eines  Kegelschnitts  durch 
gegebene  Puncte. 


§.  249.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  durch  die  drei  Funda- 
mentalpuncte  A,  B,   C  beschriebenen  Kegelschnitts  ist  (§.  64,  1): 

a{v  —  ß){ü  —  y)A-{-b  {v  —  y) {v  —  a)B -}- c{v  —  a){v  —  ß)  C. 

Es  kann  aber  dieser  Ausdruck  bedeutend  vereinfacht  werden. 
Weil  nämlich  ein  Kegelschnitt  durch  fünf  Puncte  bestimmt  ist,  und 
gegenwärtiger  schon  durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht,  folg- 
lich zu  seiner  völligen  Bestimmung  nur  noch  zwei  gegebener  Puncte 
bedarf,  so  müssen  sich  die  sechs  in  dem  Ausdrucke  vorkommenden 
Constanten  bis  auf  zwei  vermindern  lassen.  Dieses  kann  folgender- 
gestalt  geschehen.  —  Man  dividire  den  Ausdruck  durch  (y — y)  [v — a), 
so  wird  er: 

a'^^^lA  +  bB  +  c'-^^C. 
V  —  a  V  — y 

Nun  hat  man  die  identische  Gleichung: 

(ß  —  y){v  —  a)-^{y  —  a){v  —  ß)  +  ia  —  ß){v  —  y)  =  0. 
Setzt  man  daher: 

a  —  ß      V  —  y 
y  —  a  '  V  — ß  ' 

so  wird 

y  —  a     V — ß 

Hiermit  in  dem  Ausdrucke  statt  v  die  Grösse  x  als  Veränder- 
liche eingeführt,  erhält  man: 

{y  —  c<){i—x)  ^(y^a)ic 

Möbius   Werke  I.  21 
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und  wenn  man  die  Constanten 

a[ß  —  r)=f:      h{y-a)=g,     c{a  —  ß)  =  h 


setzt : 


I)  _Z_^_,ij  +  Ae, 


oder 

fxA—gx{\—x)B  +  h{\  —x)C, 

wo  von  den  drei  noch  übrigen  Constanten  f,  g^  h  die  eine  nach 
Belieben,  z.  B.  gleich  1,  genommen  werden  kann,  welches  wir  aber, 
lim  die  Symmetrie  nicht  zu  stören,  unterlassen  wollen. 

§.  250.  Die  Verhältnisse  f :  g  :  h  werden  im  Allgemeinen  (bei 
der  Ellipse  und  Hyperbel)  bestimmt,  wenn  nächst  den  drei  Funda- 
mentalpuncten  noch  zwei  andere  Puncte  gegeben  sind,  durch  welche 
die  Curve  gehen  soll.     Sei  der  eine  dieser  Puncte 

D  =  aA  +  hB  +  cC, 
so   folgt  durch  Vergleichung   seines  Ausdrucks   mit  dem  des  Kegel- 
schnitts I)  (§.  24,  a) : 


I 


•^        •  —  g  :  —  ^  a  :  0  :  c, 


mithin 


und  daher 


1  —  X  ^       X 


^  :  ~-  :  —  =  1  — X  :  —  1 
a        0        c 


1)  /+|  +  A  =  o, 

'  a  b  c 

die   Bedingungsgleichung  dafür,    dass   der  Punct   D  in  dem  Kegel- 
schnitte I)  enthalten  ist. 

Sei    der    andere   Punct,    durch    welchen   der   Kegelschnitt  noch 
beschrieben  werden  soll, 

E=aA  -{-h'B  +  c'O, 
so  findet  sich  eben  so 

2)  ^+|r  +  4  =  0. 


a 


b'     '     c 


und  durch  Verbindung  dieser  Gleichung  mit  der  vorigen: 

f'-9-^'  =  \j;^  —  Yc]  ■  W'~  Va)  ■  \^'  ~  ^b) 

=  a{ß  —  y)  :  b{y  —  a)  :  c{a  —  ß), 
wenn  man 

a        ,,        b  ,        c 


zur  Abkürzung  setzt. 


«  '    *      /i '    "^      r 
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Der  Ausdruck    für   den  durch  die   fünf  Puncte  A,  B,   C,  D,  E 
beschriebenen  Kegelschnitt  ist  mithin: 

a{ß  —  y)xA  —  b[y  —  a)x{\  —  x)B  -{-  c{(x  —  ß){\  —  x)  C. 
Durch  A  geht  die  Curve  für  x  =  \ ,   durch  B  für  ar  =  oo ,  durch  C 
für  X  =  0,  durch  D  für 

X  =  ~{a  —  ß)  :  iy  —  a), 
durch  E  für 

x=--—y{a  —  ß)  :  ß{y  —  a). 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke 

{a  —  ß):{y  —  a)=—m, 
und  folglich 

{ß  —  y):{y  —  a)  =  ~\  -^m, 

so  reducirt  er  sich  auf 

11)      a{l—m)xA-{-bx{i—x)B-\-cm{l—x)C, 
welches,  wenn  m  unbestimmt  gelassen  wird,  der  allgemeine  Ausdruck 
für  jeden  Kegelschnitt  ist,   in  welchem  die  vier  Puncte  A,  B,   C,  D 
liegen.  —  Denselben  erhält  man  auch  schon,  wenn  man,  zufolge  der 
Gleichung  1) , 

^  :  -^  :  —  ^=  \  —m  :  —  1  :  m 
a        o        c 

setzt,  wodurch 

f  :  g  :  h  =  a[\  — m)  :  —  b  :  cm 

wird. 

§.  251.     Sei  jetzt 

D  =  aA-{-bB  +  cC 
irgend    ein   in    der   Ebene    des   Kegelschnitts   I)    befindlicher  Punct, 
und  durch  denselben  an  den  Kegelschnitt  eine  Tangente  zu  legen.  — 
Der  Ausdruck   für  die  Tangente  an  I)    in   dem  Puncte,   für  welchen 
X  =  x'  ist,  findet  sich  nach  §.  77 : 

^^-^^[\-x'+v)A-gB  +  ^^{x-v)C. 

Soll  nun  diese  Tangente,    wie  gefordert  wird,   durch  den  Punct 
aA-\-  bB  -\-  cC  gehen,  so  muss  sich  verhalten: 
■f  Ji 

r^i^—^'-i-v)  ■■  —9  ■■  -7^{^'—v)  =  a:  h  :  c, 


(1  —  x'Y  '  -    .    >^/  •        if   ■   ^n 

oder,  wenn  man  einstweilen 

a    .       b   ,        c 

setzt : 

1  —  x'+  V  :  —\  :  X  —  V  =  t(l  —  x'y^  :  k  :  Ix'^. 

21* 
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Dies  giebt: 

die  Gleichung,  durch  deren  Auflösung  man  den  Werth  von  x  für 
den  Berührungspunct  erhält,  und  somit  die  Tangente  ziehen  kann. 
Es  ist  aber  diese  Gleichung  nach  x'  geordnet: 

{i  +  l)x'^  —  2ix'+  i-\-k  =  0, 

und  ihre  zwei  Wurzeln  sind  mithin  möglich  und  verschieden,  oder 
möglich  und  gleich,  oder  unmöglich,  je  nachdem 

ii  +  l)(i  +  i)-i^  =  kl  +  H+a  =  jji(^  +  f  +  t) 

negativ,  null,  oder  positiv  ist.  Im  ersten  Falle  lassen  sich  von  dem 
gegebenen  Puncte  an  den  Kegelschnitt  zwei  verschiedene  Tangenten, 
in  dem  zweiten  zwei  identische,  in  dem  dritten  gar  keine  ziehen. 
Das  Erste  findet  statt,  wenn  der  Punct  auf  der  erhabenen  Seite,  also 
ausserhalb  des  Kegelschnitts,  liegt;  das  Zweite,  wenn  er  ein  Punct 
der  Curve  selbst  ist;  das  Dritte  ereignet  sich,  wenn  er  auf  der  hohlen 
Seite  und  mithin  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt.  Wir  ziehen  hier- 
aus die  Folgerung: 

Der  Punct  aA  -\-  hB  -\-  cC  liegt  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  I),    je   nachdem  die   Summe    der   drei    Quotienten 

— ,  -^,  —  mit  dem   Producte   derselben   einerlei    oder  verschiedene 
a       0       f 

Zeichen  hat.     Ist  aber  diese  Summe  gleich  0,   so  liegt  der  Punct  in 

dem   Kegelschnitte    selbst,    wie   schon    in    dem   vorigen    §.   gefunden 

Avorden. 

§.  252.  Ein  durch  seinen  Ausdruck  gegebener  Kegelschnitt  ist 
eine  Hyperbel,  oder  Ellipse,  je  nachdem  die  Coefficientensumme  des 
Ausdrucks  in  zwei  reelle  Factoren  zerlegbar  ist,  oder  nicht.  Sind 
die  Factoren  reell  und  gleich,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Parabel. 
(§.  61   bis  63.) 

Nun  ist  die  Coefficientensumme  des  Ausdrucks  I): 

fx  —  gx{\  —  x)  ^h{\—x)=  gx'-  —  {g  +  h  —f)x  +  h , 

und  der  Ausdruck  gehört  folglich  einer  Hyperbel,  Parabel,  oder 
Ellipse  an,  je  nachdem 

{g  +  h  -fY  -  \gh  =p  +  g'-  +  h^  -  1{gh  +  hf+fg) 

positiv,  null,  oder  negativ  ist. 

Für  die  Parabel  insbesondere  wird  daher  erfordert: 

^  +  Ä— /=2yP", 


I 
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folglich 

Der  Ausdruck  für  eine  Parabel,  welche  durch  die  drei  Fundamental- 
puncte  geht,  ist  demnach: 

[}fg—VhYxA  —  gx{\—x)B^h[\  —x)C, 
oder  einfacher,  wenn  man 


|/A  = 


e 
9 
setzt : 

(1  —  efxA  —  x{i  —x)B-{-e^[\—x)  C, 
wobei  die  Summe  der  Coefficienten  =  (e  —  xf. 

§.  253.  Weil  in  diesem  Ausdrucke  für  die  Parabel  nur  eine 
Constante  noch  zurück  ist,  so  ist  eine  Parabel  sclion  durch  vier  Puncte 
vollkommen  hestimmt.  Sei  daher  nächst  -4,  B  und  C,  der  vierte  Punct, 
durch  den  die  Parabel  geführt  werden  soll, 

B  =  aA-\-})B^cC, 
so    hat    man    zur    Bestimmung    von    e    die    quadi'atische    Gleichung 
(§.  250,  1): 

ü^=^  +  |  +  ^  =  0, 
a  0  c 

oder 

(a  +  c)5e-  — 2  ^ce +  («-!- J)c  =  0. 

Es  folgt  hieraus,  dass  sich  durch  die  vier  Puncte  A^  B,  C,  D 
im  Allgemeinen  entweder  zwei  verschiedene  Parabeln,  oder  gar  keine 
beschreiben  lassen,  je  nachdem  nämlich  die  beiden  Wurzeln  dieser 
nach  e  aufgelösten  Gleichung  reell  oder  imaginär  sind,  je  nachdem 
also  die  Grösse 

h^c"'  —  [a-{-b){a  -\-  c)bc  =  —  abc{a -\-  b  -\-  c)  =  abcd, 
wenn  man 

a-\-b-{-c-\-d  =  0 

setzt,  einen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Ist  aber  dieses 
Product  positiv,  so  sind  zwei  seiner  Factoren  positiv,  die  beiden  an- 
deren negativ,  und  alsdann  liegt  jeder  der  vier  Puncte  A,  B,  C,  D 
ausserhalb  des  von  den  drei  übrigen  gebildeten  Dreiecks  (§.  32,  Zu- 
satz). Ist  hingegen  das  Product  negativ,  so  hat  der  eine  Factor  das 
entgegengesetzte  Zeichen  von  dem  der  drei  übrigen,  und  der  eine 
Punct,  welchem  dieser  Factor  als  Coefficient  zukommt,  liegt  inner- 
halb des  Dreiecks,  zu  welchem  die  drei  anderen  Puncte  die  Spitzen 
abgeben.  —  Also: 
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Haben  vier  Puncte  in  einer  Ebene  eine  solche  Lage  gegeyi  ei^iander, 
dass  Jeder  derselben  ausserhalb  des  Dreiecks^  tcelches  die  drei  anderen 
bilden,  befindlich  ist^  so  lassen  sich  durch  sie  zwei  verschiedene  Parabeln 
beschreiben.  Liegt  dagegeti  einer  der  vier  Puncte  innerhalb  des  von 
den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks,  so  kann  durch  sie  keine  Parabel 
beschrieben  werden. 

In  dem  vorhin  nicht  berührten  Falle,  wo  das  Product 
a})c[a-\-'b  -\-  c,  =0 
wird,  und  die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  einander  gleich  werden,  gehen 
die  zwei  möglichen  Parabeln  in  eine  zusammen.  Wird  nämlich  von  den  vier 
Factoren  jenes  Products  einer  der  drei  ersten,  z.  B.  a  =  0,  so  fällt  D  in  die 
Fundamentallinie  BC  Wenn  nun,  vor  dem  wirklichen  Einfallen,  durch  die 
vier  Puncte  zwei  Parabeln  construirbar  waren,  so  wird  jede  dieser  Parabeln, 
je  näher  D  an  BC  rückt,  sich  desto  mehr  der  Geraden  BC  und  der  durch  A 
damit  gezogenen  Parallele  nähern,  bis  dass,  wenn  D  in  BC  selbst  zu  liegen 
kommt,  jede  Parabel  in  das  System  dieser  zwei  Parallelen  übergeht. 

Setzen  wir  zweitens  den  Factor 

a-^b  +  c  =  0, 
so  wird  D  ein  unendlich  entfernter  Punet,  und  es  erhellet,  dass,  je  weiter  sich 
JD  von  A,  B,  C  entfernt,  doch  so,  dass  immer  zwei  Parabeln  zu  construiren 
möglich  bleiben,  diese  zwei  Parabeln  sich  desto  mehr  aneinander  schliessen 
werden,  bis  sie  für  ein  unendlich  entferntes  D  in  eine  zusammenfallen,  welche 
nächst  A,  B,  C  noch  durch  die  Kichtung  bestimmt  wird,  nach  welcher  D  liegt, 
und  welcher  die  Durchmesser  der  Parabel  parallel  sein  müssen. 

§.  254.  Ziehen  wir  jetzt  ausser  den  Parabeln  noch  die  anderen 
Kegelschnitte  in  Betracht,  welche  durch  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D 
beschrieben  werden  können.  —  Der  allgemeine  Ausdruck  für  diese 
Curven  II)  mit  dem  Ausdrucke  I)  verglichen,  giebt 

f  z=  a{i — m) ,     g  =  — b,     h  =  cm^ 
oder 

f=ap,     g  =  bq,     h  =  cr, 

Avenn  man  der  Symmetrie  willen  die  Verhältnisszahlen 

1  —  m  =  p,     —  1  =  ^ )     ni  ^=  r 

setzt,  wo  daher 

p  -\-  q  -\-  r  =  0. 

Hierdurch  verwandelt  sich  die  Formel 

r  +  9'  +  ^^'  -  2^/^  -  2  hf-  2fg 
(§.  252)  in 

ä^p-  +  Pq^  +  c-r-  —  Ibcqr  —  Icarp  —  'labpq. 
Weil  man  aber,  wegen 


II 
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die  Coefficienten  von  er,  b'^,  c^: 

p^  =  — rp — pq,     q^  =  — pq  —  qt'^     7'^  =  — j-r  —  rp 
setzen  kann,  so  zieht  sich  die  Formel  zusammen  in : 

—  (6  +  c)^qr  —  (c  +  a)h-p  —  {a  +  b^pq, 
und  wird,  wenn  man  wieder  ?n  einführt: 

{b  +  cy^m  —  (c  +  o)*m(l  —  m)  +  («  +  W  (1  —  ^)- 

Der  durch  die  vier  Puncte  A,  B,  C  und  aA-{-  bB  -{-  cC  be- 
schriebene Kegelschnitt  II)  ist  also  eine  Hyperbel,  Parabel,  oder 
Ellipse  (§.  252),  je  nachdem  die  letzterhaltene  Formel 

/'-  +  ...-2^Ä-... 

positiv,  null,  oder  negativ  ist.  Soll  aber  diese  Function  von  m,  die 
wir  in  dem  Folgenden  mit  il/ bezeichnen  wollen,  null  werden  können, 
soll  es  also  möglich  sein,  durch  die  vier  Puncte  Parabeln  zu  be- 
schreiben, so  muss  J/.  nach  m  aufgelöst,  in  zwei  reelle  Factoren 
zerlegbar  sein.    Hierzu  wird  erfordert  (vergl.  §.  252),  dass,  wenn  man 

b  -{-  c  =  i,     c  -{-  a  =  k,     a  -\-  b  =  l 
setzt, 

«4  +  ^4  _|_  j4  _  2k-^p  —  21H-'  —  2^U•■^ 

=  —  (—  e  +  Ä-  4-  /)  (/  —  /^  4-  i) {i  -{-k  —  l){i-\-k  +  l) 
=  —  \Qabc{a  -[-  b  -{-  c)  =  iQabcd 

eine  positive  Grösse  sei,  was  wir  auch  schon  im  vorigen  §.  als  Kenn- 
zeichen für  die  Parabel  gefunden  haben.  Zugleich  aber  erhellet, 
dass  alsdann  31  für  zwei  verschiedene  Werthe  von  m  null,  und  da- 
her für  andere  Werthe  von  9n  bald  positiv  bald  negativ  wird.  Ist 
dagegen  ab  cd  negativ,  so  kann  31  niemals  null  werden,  sondern 
behält  für  jeden  Werth  von  m  ein  und  dasselbe  Zeichen,  und  zwar 
das  positive,  weil  es  sich  unter  anderen  für  m  =  0  auf  («4-^)"  i*e- 
ducirt.  —  Da  nun  einem  positiven  31  die  Hyperbel,  einem  negativen 
die  Ellipse,  und  einem  verschwindenden  die  Parabel  zugehört;  da 
femer,  nachdem  abcd  positiv  oder  negativ  ist,  die  vier  Puncte  A,  ..,  D 
die  eine  oder  die  andere  der  zwei  im  Allgemeinen  möglichen  Lagen 
gegen  einander  haben  (voriger  §.) :  so  ist  das  eben  erhaltene  Resultat, 
geometrisch  ausgedrückt,  folgendes : 

Wenn  von  vier  Puncten  in  einer  Ebene  Jeder  derselben  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  liegt,  so  lassen  sich 
durch  sie  sowohl  Ellipsen  als  Hyperbeln  und  zwei  verschiedene  Parabeln 
beschreiben.  Liegt  aber  der  eine  innerhalb  des  von  deti  drei  anderen 
gebildeten  Dreiecks,  so  können  durch  sie  loeder  Ellipsen  ?ioch  Parabeln, 
sondern  bloss  Hyperbeln  geführt  werden. 
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Heisse  in  dem  Folgenden  der  Kürze  willen  die  erstere  Lage  von 
vier  Puncten  die  parabolische,  und  die  letztere  die  hyperbolische. 

§.  255.  Wir  wollen  nunmehr  die  Untersuchung  auf  ein  System 
von  fünf  Puncten  A,  B,  C,  D,  E  in  einer  Ebene  ausdehnen,  und 
aus  der  gegenseitigen  Lage  derselben  die  Art  des  einzigen  durch  sie 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  erforschen  suchen.  Hierzu  schicken 
■wir  folgenden  leicht  erweislichen  Satz  voraus. 

Hat  man  ein  System  von  fünf  Puncten  in  einer  Ebene,  von 
denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  so  giebt  es  unter  den 
fünf  Quaternionen ,  welche  sich,  je  vier  dieser  Puncto  besonders  ge- 
nommen, bilden  lassen,  wenigstens  eine,  deren  vier  Puncto  eine 
parabolische  Lage  zu  einander  haben. 

Unter  den  fünf  Puncten  A,  ...,  E  seien  nun  die  vier  ersten 
A,  B,  C,  D  (Fig.  56)  die  Puncto  einer  solchen  Quaternion,  und  zwar 

so,  dass  die  Geraden  AC  und  BD  sich 
innerhalb  ihrer  Endpuncte  schneiden 
(§.  32,  Zusatz).  Man  ziehe  die  vier  Ge- 
raden AB,  BC%  CD,  DA.  Durch  sie 
wird  im  Allgemeinen  die  Ebene  in  elf 
Theile  zerlegt,  von  denen  die  vier,  welche 
von  aussen  an  die  Seiten  des  Vierecks 
AB  CD  grenzen,  mit  G,  die  übrigen 
sieben  mit  H  bezeichnet  worden  sind. 
Liegt  nun  der  fünfte  Punct  E  in  einem 
dieser  letzteren  Theile,  so  ist  aus  der 
Fig.  56.  Figur  ersichtlich,  dass  es  alsdann  immer 

drei  von  den  Puncten  A,  B,  C  D  giebt, 
mit  denen  sich  E  in  hyperbolischer  Lage 
befindet,  dass  also  in  diesem  Falle  durch 
die  fünf  Puncte  immer  eine  Hyperbel 
bestimmt  -svird.  Liegt  aber  der  Punct  E 
in  einem  der  vier  mit  G  benannten  Theile, 
so  sind  sämmtliche  fünf  Quaternionen  der 
Fig.  57.  fünf  Puncte  parabolisch,  und  es  kann  mit- 

hin, nach  der  jedesmaligen  besonderen 
Lage  des  Punctes  E  in  diesen  Theilen,  durch  ihn  und  die  vier 
übrigen  bald  eine  Hyperbel,  bald  eine  Ellipse,  bald  eine  Parabel  be- 
schrieben werden ,  oder ,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  wollen :  E  ist 
alsdann  bald  hyperbolisch,  bald  elliptisch,  bald  parabolisch.  Um  zu 
bestimmen,  wenn  er  das  letztere  ist,  beschreibe  man  durch  A,  B. 
C,  D  die  zwei  möglichen  Parabeln  (Fig.  57),   die  also  nur  durch  die 
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Räume  G  sich  fortziehen  können.  Liegt  nun  der  Punct  E  in  einer 
dieser  Parabeln  selbst,  so  ist  er  parabolisch;  liegt  er  nicht  darin, 
so  ist  er  es  nicht,  indem  sonst  durch  A^  B,  C,  D  noch  andere 
Parabeln  müssten  beschrieben  werden  können,  welches  nicht  mög- 
lich ist. 

Es  wird  aber  durch  diese  zwei  Parabeln  die  Ebene  in  sechs 
Räume  abgesondert.  Der  eine  ist  das  von  den  Parabelbögen 
AB,  BC,  CD,  DA  eingeschlossene  Viereck  und  gehört  beiden 
Parabelflächen  gemeinschaftlich.  Vier  andere,  welche  in  der  Figur 
mit  L  bezeichnet  sind  und  an  die  Seiten  dieses  Vierecks  grenzen^ 
liegen  innerhalb  der  einen  und  ausserhalb  der  anderen  Parabel. 
Ausserhalb  beider  Parabeln  liegt  der  noch  übrige  sechste  Raum.  Ich 
behaupte  nun,  dass  alle  Puncte  eines  und  desselben  dieser  Räume 
von  einerlei  Beschaffenheit  sind,  nämhch  alle  entweder  hyperbolisch, 
oder  alle  elliptisch;  und  beweise  dieses  folgendergestalt. 

Der  Werth  von  m  (§.  250  und  §.  254)  ist  bekannt,  sobald  nächst 
den  vier  Puncten  A,  .  .,  D,  die  hierbei  als  fest  betrachtet  werden, 
noch  der  fünfte  E  gegeben  ist.  Jedem  Orte  von  E  entspricht  daher 
ein  gewisser  Werth  von  m,  und  folglich  auch  von  31,  als  einer 
Function  von  m.  Liegt  E  in  einer  der  Parabeln  selbst,  so  ist  3/=  0, 
und  umgekehrt.  Denken  wir  uns  nun  den  Punct  E  nach  Belieben 
sich  stetig  fortbewegend,  jedoch  so,  dass  er  dabei  keiner  der  beiden 
Parabeln  begegnet,  und  folglich  in  demjenigen  der  sechs  Räume,  in 
welchem  er  beim  Anfange  der  Bewegung  ist,  fortwährend  bleibt,  so 
wird  auch  die  Function  31  sich  stetig  ändern,  aber  nicht  gleich  Null 
werden,  und  folglich  immerfort  dasselbe  Zeichen  behalten*).  Da 
aber,  je  nachdem  31  positiv  oder  negativ  ist,  die  fünf  Puncte  in 
einer  Hyperbel  oder  Ellipse  liegen,  und  mithin  der  Punct  E  zu  den 
hyperbolischen  oder  elliptischen  gehört,  so  ist  damit  die  Richtigkeit 
der  obigen  Behauptung  dargethan. 

Nun  waren  alle  Puncte  des  geradlinigen  Vierecks  AB  CD  hyper- 
bolisch, mithin  müssen  es  auch  alle  Puncte  des  mit  den  Parabel- 
bögen begrenzten  Vierecks  sein ;  und  eben  so  folgt,  dass  alle  Puncte 
des  sechsten,  von  den  beiden  Parabeln  ausgeschlossenen,  Raums 
hyperbolisch  sind.    Von  den  vier  übrigen  mit  L  bezeichneten  Räumen 


*)  M  ist  eine  quadratische  Function  von  »z ,  und  kann  daher  nur  durch  0, 
nicht  auch  durch  OO,  aus  dem  Positiven  in  das  Negative,  und  umgekehrt,  über- 
gehen. —  Es  wird  m  =  oo,  und  folglich  31  =  OO^,  für  a  =  y,  d,  i. 


folglich,  Tvenn  ^  in  die  Gerade  BD  zu  liegen  kommt. 
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wird  aber  jeder  bloss  elliptische  Puncte  enthalten.  Denn  denkt  man 
sich  durch  A,  B,  C,  D  eine  Ellipse  beschrieben,  so  kann  diese  nur 
in  den  Räumen  L  enthalten  sein,  wird  aber  durch  jeden  dieser 
Räume  gehen,  weil  sie  eine  in  sich  zurücklaufende  Linie  ohne  Spitzen 
ist.  Folglich  giebt  es  in  jedem  der  Räume  L  eine  Reihe  elliptischer 
Puncte,  folglich  müssen  alle  Puncte  eines  jeden  dieser  vier  Räume 
elliptisch  sein. 

Das  Resultat  unserer  Untersuchung  ist  daher  übersichtlich 
folgendes : 

Aufgabe.  In  einer  Ebene  sind  fünf  Puncte  gegeben^  voti  denen 
heine  drei  in  eitler  Geraden  liegen.  Die  Art  des  Kegelschnitts  zu  be- 
stimmen^ ivelcher  durch  die  fünf  Puncte  beschrieben  icerden  kann. 

Auflösung.  Unter  den  fünf  Puncteti  lassen  sich  immer  vier 
auswählen.,  von  denen  jeder  ausserhalb  des  voti  den  drei  anderen  ge- 
bildeten Dreiecks  liegt.  Es  sei  dieses  geschehen^  und  man  beschreibe 
durch  solche  vier  Puncte  zwei  Parabeln,  icas  immer  möglich  ist*). 
Liegt  nun  der  fünfte  Punct  in  einer  dieser  Parabeln  selbst,  so  ist  diese 
Parabel  der  Kegelschnitt,  welcher  sich  durch  (die  fünf  Puncte  be- 
schreiben lässt.  Liegt  der  Punct  innerhalb  beider  Parabeln,  oder  ausser- 
halb beider,  so  ist  der  Kegelschtiitt  eine  Hyperbel.  Ist  er  dagegen 
innerhalb  der  einen  und  ausserhalb  der  anderen  befindlich,  so  liegt  er 
mit  den  vier  übrigen  in  einer  Ellipse. 

§.  256.  Zusätze,  a)  Stellt  man  sich  durch  die  vier  Puncte 
A,  B,  C,  D  (Fig.  57)  alle  möglichen  Kegelschnitte  beschrieben  vor, 
so  wird  durch  jeden  fünften  Punct  der  Ebene  einer  derselben  gehen, 
und  folglich  die  Ebene  mit  Kegelschnitten  ganz  überdeckt  sein.  Weil 
ferner  durch  fünf  Puncte  ein  Kegelschnitt  vollkommen  bestimmt  ist, 
so  werden  sich  je  zwei  derselben  nur  in  den,  ihnen  allen  gemein- 
schaftlichen, Puncten  A,  B,  O,  D  schneiden;  an  jeder  anderen  Stelle 
der  Ebene  aber  werden  die  zunächst  liegenden  Elemente  dieser 
Curven  einander  parallel  sein.  Endlich  werden  in  die  vier  Räume  L 
bloss  elliptische  Bögen  fallen,  und  die  zwei  übrigen  bloss  mit  hyper- 
bolischen Bögen  angefüllt  sein. 

b)  Durch  vier  Puncte  einer  Ebene,  von  denen  der  eine  inner- 
halb der  drei  anderen  liegt,  lassen  sich  nur  Hyperbeln  beschreiben. 
Man  denke   sich   ähnlicherweise   durch   solche  vier  Puncte    alle   nur 


*)  Sind  die  Geraden  AB  und  CD  (Fig.  57)  einander  parallel,  so  ist  die 
Parabel  BADC  dem  System  dieser  Parallelen  gleich  zu  achten;  und  wenn  auch 
AD  mit  BC  parallel  ist,  so  hat  man  die  Aier  ins  Unendliche  verlängerten  Seiten 
des  Parallelogramms  ABCD  für  die  z^vei  Parabeln  zu  nehmen. 
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möglichen  Hyperbeln  beschrieben,  so  ^vird  auch  hiermit  die  ganze 
Ebene  überzogen  sein,  und  keine  zwei  derselben  werden  sich  irgendwo 
anders,  als  in  den  vier  Puncten  schneiden. 

c)  Auf  eine  dritte  Weise  eine  Ebene  mit  Kegelschnitten  zu  über- 
ziehen, welche  sämmtlich  durch  vier  Puncte  der  Ebene  gehen,  ist 
nicht  möglich,  weil  vier  Puncte  einer  Ebene  im  Allgemeinen  nur 
eine  der  zwei  in  a)  und  b)  angenommenen  Lagen  gegen  einander 
haben  können. 

d)  Da  jede  dieser  beiden  Lagen  gleich  gut  möglich  ist,  und 
weil  die  Fläche  einer  sich  in  das  Unendliche  erstreckenden  Parabel 
sich  zu  der  unendlichen  Ebene ,  in  welcher  sie  liegt,  wie  eine  end- 
liche Grösse  zu  Voo  verhält,  so  kann  man  immer  die  Quadraticurzel 
aus  dem  Unendlichen  gegen  ein  Endliches  icetten.  dass  fünf  in  einer 
Ebene  tcillkürlich  genommene  Puncte  eher  in  einer  Hyj^erbel ,  als  in 
eitler  Ellipse  liegen. 

§.  257.      Die    Bestimmungsweise    der    Art    eines    Kegelschnitts 
nach   der   jedesmaligen   Lage   des    fünften  Punctes    gegen    die    zwei 
durch   die   vier   ersten   Puncte    möglichen    Parabeln    lässt   sich  auch 
folgendergestalt  bloss  durch  Calcul  als  richtig  darthun. 
Der  Ausdruck  für  einen  durch 

A,  B,   C,  D  =  aA  +  bB  +  cC 
gehenden  Kegelschnitt  ist  (§.  250): 

a[\—m)xA  +  bx{\  —  x)B  +  cm{\  —  x)C\ 
und  ein  solcher  Kegelschnitt  eine  Parabel,   wenn  (§.  254) : 

M  =[b-\-  cy-m  —  (c  H-  aY-m{\  —  m)  -\- [a -\-  bf-  [\—m)  =  0. 

Heissen    demnach    m'   und   m!'   die    beiden  Wurzeln    dieser    nach  m 
aufgelösten  quadratischen   Gleichung,    so   geben   dieselben,   im  Aus- 
drucke  des  Kegelschnitts   nach    einander   substituirt,    die  Ausdrücke 
der  zwei  durch  A,  B,   C,  D  möglichen  Parabeln  selbst. 
Der  fünfte  Punct 

E=a'A  +  b'B  +  c'C 

liegt  nun  nach  §.  251  innerhalb  oder  ausserhalb  der  einen  Parabel, 
für  welche  tn  =  m' ,  und  mithin 

f  =z  a[\ — m'),     g  =  —  b,     h  =  cm' 
ist,  je  nachdem 

a{\  —  m')       b       cm'\a{\  —  m')         b  cm"] 


m  Vc 


a'  '    b'    '     c'    Y        ^'  ^'  ^' 

=  —  «1^/(1  —  m')m'\u  —  ,^-f  (/  —  u)m'\ 
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(§.  250)  positiv  oder  negativ  ist;   und  eben  so  innerhalb  oder  ausser- 
halb der  anderen  Parabel,  für  welche  m  =  m\  je  nachdem 

—  aßy[\  —  ?7i")m"[a  —  ß -{- {y  —  cc)m"] 
positiv  oder  negativ  ist.     E  liegt  folglich   innerhalb  beider  Parabeln, 
oder  ausserhalb  beider,  wenn 

m'm"{l  —  m'){\  —  m")[a  —  ß  +  {y  —  a)m'][a  —  ß -{- {y —.  a)m"] 
positiv;    dagegen    innerhalb   der   einen  und   ausserhalb   der  anderen, 
wenn  dieselbe  Grösse  negativ  ist.      Es  fliesst  aber  aus  der  quadrati- 
schen Gleichung  31  =  0,  dass 


mm  =    — ■ —    ; 
\c  +aj 


und  eben  so,  wenn  man  m  mit  1  —  m,  und  a  mit  c  gegenseitig  ver- 
tauscht, als  wodurch  die  Formel  M  unverändert  bleibt: 


(l-m')(l-m")=-(^) 


Mithin  ist   das  Product    w'm"  (1 — m')  [\ — m)   immer    positiv,    und 
die  eben  gedachten  zwei  Bedingungen  reduciren  sich  auf 
[«  —  /?  +  (/  — a)m'][a  — /?  +  (/  — a)m"]>,  <  0. 
Es  sind  ferner  die  Bedingungen,  unter  welchen  ein  durch  A,  B, 
C,  D  gehender  Kegelschnitt  eine  Hyperbel   oder  Ellipse  ist  (§.  254) : 
M  =  {c  -\-  a)-  [m  —  m')  {m  —  m")  >,  <!  0. 
Mithin  ist  der  durch  A,  B,  C,  D,  E  zw  beschreibende  Kegel- 
schnitt, als  für  welchen  nach  §.  250 

a  —  ß 

m  = ■ , 

y  — a 

eine  Hyperbel  oder  Ellipse,  je  nachdem 

[oc  —  ß-\-{y  —  a)m'][a  —  /^  +  (/  —  ci)m"]  >  oder  <  0 , 
Bedingungen,     welche    mit    den    vorigen,     die    Lage    von    E   gegen 
die  zwei  Parabeln  betreffend,    auf  die   erforderliche   Weise   überein- 
stimmen. 
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Zweites  Capitel. 

Bestimmung  eines  Kegelsclinitts  durch  gegebene 

Tangenten. 


§.  258.  Der  allgemeine  Ausdruck  für  einen  Kegelschnitt,  der 
von  den  drei  Fundamentallinien  B  C,  CA ,  A  B  berührt  wird ,  ist 
nach  §.  64,  2: 

a{v  —  a)'A  +  h{v  —  ßYB-\-c{v  —  yf  C. 

Es   lässt   sich  aber  dieser  Ausdruck    auf   ganz    ähnliche   Weise,    wie 
der  Ausdruck  in  §.  249,  vereinfachen,   indem  man 

ü  o-  ■»• 

V  —  u  = -^ — ,     V  —  ß= — - — ,     V  —  y  = 


ß-f  '        y-a^  '        a-/S' 

und  sodann 

setzt.     Hierdurch  wird  der  Ausdruck 

ip'A-\-kq'-B^h-C, 

und  wenn  man  noch,  wegen 

i>4-?  +  ^  =  0, 
die  Verhältnisse 

p  :  q:r  =  i—y  :  —  \  :  y 
setzt ' 

I)  i[i-yY-A  +  kB  +  if-a 

§.  259.     Die  Summe  der  Coefficienten  dieses  Ausdrucks  ist: 

{i-{-W—2iy  +  i-\-k, 

und  mithin   der  Kegelschnitt   eine  Ellipse,   Parabel,   oder   Hyperbel, 
nachdem  (§.  252) 

[i  +  /)  [i  +  k)  —  i^  =  Ä-/  +  li  4-  ik 

positiv,  null,  oder  negativ  ist. 

Um    daher  den   allgemeinen  Ausdruck  für   eine   Parabel  zu   er- 
halten, welche  die  drei  Fundamentalseiten  berührt,   setze  man 

1         1         1 
kl  :  li  :  ik  =^  —r-  :  -T-  :  -^  =  i  —  e  :  —  1   :  e, 
%        k        l 
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mithin 

i  :  k  ;  l  =  e  :  —  e(l  —  e)  :   1  —  e, 

und  der  Ausdruck  wird 

e[\—yYA  —  e[\—e)B  +  {\—e)y^C, 
wobei  die  Summe  der  Coefficienten  =  [e  —  y)^. 

§,  260.  Die  Berührungspuncte  des  Kegelschnitts  I)  mit  den 
Seiten  des  Fundamentaldreiecks  sind 

kB  +  lC\     IC-\-iA,     iA-\-kB, 

für  y  =  l,  oo,  0.  Es  folgt  hieraus,  wie  schon  in  §.  64  bemerkt 
worden,  dass  sich  die  drei  Geraden^  von  den  Spitzen  eines  um  einen 
Kegelschnitt  heschriehenen  Dreiecks  nach  den  Berührung  spunden  in 
den  gegenüberliegenden  Seiten  gezogen^  in  einem  Puncte  schneiden. 
Diesem  Puncte  kommt  hier  der  Ausdruck 

iA-[-kB-i-lC 
zu. 

Da   durch   einen  beliebig  in  der  Ebene  ABC  gegebenen  Punct 

D  =  iA-{-kB-{-lC 

jedes  der  Verhältnisse  i  :  k  :  l,  und  durch  dieselben  der  Kegel- 
schnitt I)  vollkommen  bestimmt  ist,  so  folgt  auch  umgekehrt,  dass, 
icenn  mati  eifie?i  nach  Willkür  in  der  Ebene  eines  Dreiecks  [A  B  C) 
geklommenen  Punct  (Z>,  Fig.  43)  mit  den  Spitzen  des  Dreiecks  durch 
Gerade  ve?'bi7idet,  es  immer  einen,  und  nur  einen,  Kegelschtiitt  giebt, 
welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in  ihren  Durchschnitten  {A' ,  B\  C) 
mit  jenen  Geraden  berührt.  Da  also  jedem  Puncte  D  der  Ebene 
in  Bezug  auf  das  Dreieck  ABC  ein  bestimmter  Kegelschnitt  ent- 
spricht, so  entsteht  die  Frage :  für  welche  Puncte  der  Ebene  ist  der 
zugehörige  Kegelschnitt  eine  Ellipse,  für  Avelche  eine  Parabel,  etc.; 
oder,  wie  wir  uns  kurz  ausdrücken  Avollen:  welche  Puncte  der  Ebene 
sind  in  dieser  Beziehung  elliptisch,  welche  parabolisch,  welche  hyper- 
bolisch'? 

Die  Antwort  hierauf  ist,  zufolge  des  vorigen  §.,  dass  ein  Punct 
iA  -\-  kB  -\-  IC  zu  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Art  gehört,  nach- 
dem kl  -^  li  -\-  ik  positiv,  null  oder  negativ  ist.  Die  parabolischen 
Puncte  insonderheit  Averden  daher  eine  Curve  bilden,  in  deren  Aus- 
drucke zwischen  den  drei  Coefficienten  i,  k,  l  die  Relation 

kl  +  li-{-ik  =  0 
stattfindet.     Man  setze  hiernach 

kl  :  li  :  ik  =  Y  —  z  :  —  1   :  z. 
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SO  Avird 

i  :  h  :  1  =  z  :  —  z[\  —  z)  :  \  —  z, 

und  der  Ausdruck  der  Curve 

zA  —  z[\—z)B-\-[\—  z)  C. 

Die  Curve  ist  daher  (§.  252 i  eine  durch  A,  B,  C  gehende  Ellipse, 
die,  zufolge  dessen,  was  das  nächste  Capitel  über  die  Bestimmung 
des  Mittelpunctes  eines  Kegelschnitts  lehren  wird,  den  Punct 
A-j-  B  -\-  C,  d.  i.  den  Schwerpunct  des  Dreiecks  ABC,  zum  Mittel- 
puncte  hat. 

Da  endlich  nach  §.  251 ,  wenn  wir  die  dortigen  /,  ff,  h,  a,  h,  c 
mit  t,  1,  1,  i,  k,  l  vertauschen,  der  Punct  iA-\-kB-\-lC  inner- 
halb oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  zA  —  etc.  liegt,  nachdem 
kl-\-  li-\-ik  positiv  oder  negativ  ist,  so  sind  die  innerhalb  der 
Ellipse  liegenden  Puncte  elliptisch,  die  ausserhalb  derselben  befind- 
lichen hyperbolisch;  und  das  Ergebniss  lässt  sich  nun  folgender- 
gestalt  zusammenfassen. 

Aufgabe.  Ei7i  Punct  m  der  Ebene  eines  Dreiecks  loird  mit  den 
Spitzen  des  Dreiecks  durch  Gerade  verbunden.  Die  Art  des  Kegel- 
schnitts zu  bestimmen,  welcher  die  Seiten  des  Dreiecks  in  den  Durch- 
schnitteti  derselben  mit  jenen  Geradeti  berührt. 

Auflösung.  Man  beschreibe  um  das  Dreieck  eine  Ellipse,  welche 
den  Schwerpunct  desselben  zum  Mittelpunct  hat;  und  der  Kegelschnitt 
ist  eine  Parabel,  Ellipse,  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  erstgedachte 
Punct  in  der  Peripherie  dieser  Ellipse,  oder  innerhalb,  oder  ausserhalb 
derselben  liegt. 

§.  261.     Der  Ausdruck  der  Tangente  an  den  Kegelschnitt 

I)  i{\—y)'A-\-kB  +  ly'C 

in  dem  Puncte,  für  welchen  y  =  y  ,  findet  sich  nach  §.  77: 

i[\  —y'){\—y'—^t)A^-  kB  +  ly'[y-\-  2v)  C, 

oder,  wenn  man 

y'-{-  2v  =  tv 
setzt : 

1)  i  (1  —  y')  (1  —  ic)  A-]-kB-\-  ly'w  C. 

Die  Durchschnitte  dieser  Geraden  mit  den  Fundamentallinien 
sind: 

kB-\-ly'C,     ly'C—i[\—y')A,     i{\—y')A  +  kB. 

Sei  nun  in  der  Ebene  ABC  eine  beliebige  Gerade  gezogen, 
welche  die  Fundamentallinien,  in  den  Puncten 

bB  —  cC,     cC—aA,     aA—bB 
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(§.  39,  a)  schneide ,  und  deren  Ausdruck  daher 
(fc)  a{l—v)A  —  bB-\-cvC. 

Es    wird    die    Bedingungsgleichung    verlangt,    unter    welcher    diese 
Gerade  eine  Tangente  an  den  Kegelschnitt  I)  ist. 

Soll  die  Tangente  1)  für  einen  gewissen  "VVerth  von  y'  mit  der 
Geraden  fc  identisch  werden  können,  so  müssen  für  denselben  Werth 
von  y'  auch  die  Durchschnitte  beider  mit  den  Fundamentallinien 
zusammenfallen.  Wie  sich  durch  Vergleichung  dieser  Puncto  er- 
giebt,  muss  sich  daher  verhalten: 

a  :  b  :  c  =  i{l  —  y')  :  —  /c  :  ly', 
mithin 

welches  demnach  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 
Noch  folgt  aus  diesen  Proportionen: 

•       7        7  ^  7  ^ 

%  :  k  :  i  = ~,  :  —  b    :  — r  • 

1  — y  y 


Hierdurch  wird  der  Ausdruck  I): 


1—2/  y 


der  Ausdruck  für  alle  Kegelschnitte,  die  von  den  drei  Fundamental- 
linien   und    der  vierten   Geraden   fc  berührt    werden.     Für   den   Be- 
rührungspunct  mit  letzterer  ist  y  ==  y',  und  daher  dieser  Punct  selbst : 
a{l—y')A  —  bB-^cy'C. 
Soll  noch  eine  fünfte  Gerade 

(e)  a{l—w)A—b'B  +  c'wC 

den  Kegelschnitt  I)  berühren,  so  tritt  die  Bedingungsgleichung 

i  k  V 

hinzu,  aus  welcher,  in  Verbindung  mit  der  vorigen, 

1  1  1 


i  :  k  :  l 


bc  —  b'c  '  cd — c'a      ab' — ab 
folgt.     Der  Ausdruck  des  Kegelschnitts,    der  von   den   drei   Funda- 
mentallinien und  den  Geraden  t,  e  berührt  wird,  ist  demnach 

bc  —  bc  ca  —  ca  ab  —  ab 

Da  hierin  keine  unbestimmte  Constante  mehr  vorkommt,  so 
schliessen  wir,  dass  an  fünf  i?i  einer  Ebene  liegende  Gerade  immer 
ein.    und  nicht  mehr  als  ein,    Kegelschnitt  beschrieben   2cerden   kann, 
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dass  folglich   ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen   durch  fünf  Tcmgenten 
vollkom,meti  bestimmt  ist. 


§.  262.  Eine  Parabel  ist  schon  durch  vier  Tangenten  voll- 
kommen bestimmt.  Denn  soll  die  von  den  drei  Fundamentallinien 
berührte  Parabel 


1  —  e  e 

(§.  259)   noch  von  der  vierten   Geraden  fc  berührt  werden,    so   muss 
zufolge  des  vorigen  §. 

a{\  —e)  —  b-{-ce  =  0, 
mithin 

a  —  b 
c  —  a 

sein.     Hierdurch  ^vird  der  Ausdruck  der  Parabel: 

^IpjlA  +  ^B  +  ^C. 
o  —  c  c  —  a  a  —  b 

An  vier  in  eitier  Ebene  befindliche  Gerade  lässt  sich  daher  immer 
eine,  und  nur  eine,  Parabel  berührend  legen. 

Heissen  die  Berührungspuncte  der  Parabel  mit  den  drei  Funda- 
mentallinien:  D,  E,  F  (Fig.  58),  so  hat  man: 

[a  —  b)B  +  {c  —  a)C+{b  —  c)D  =  0, 
für  y  =  1 ; 

[b  —  c)C  +  {a  —  b)A-\-  [c  —  a)  E  =  0, 
für  y  =  oo: 

{c  —  a)AJr{b  —  c)B  +  {a  —  b)  F  =  0, 
für  y  =  0. 

Hieraus  fliessen  die  Proportionen: 

CB  :  BD    DC=  EA  :  AC  :  CE=  AF:  FB  :  BA 

=  b  —  c  :  c  —  a  :  a  —  b, 

die  sich  durch  folgenden  Satz  ausdrücken  lassen: 

Legt  man  an  eine  Parabel  zwei  Tangenten,  AE  und  AF.  so 
icerden  die  Theile  derselben  ztoischen  ihrem  gemeinschaftlichen  Durch- 
schnitte A  und  den  Berührungspuncten  E  und  F  von  jeder  dritten 
Tangente  CB  in  umgekehrten  Verhältnissen  geschnitten  [AE  in  C, 
wie  FA  in  B). 

Diese  einfachen  Proportionen  sind  die  Quelle  mehrerer  an- 
derer merkwürdiger  Eigenschaften   der  Parabel.   —  Es   verhält   sich 

Möbiaa  Werke  I.  22 
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(§.  18,J): 

AB  C  :  ABB  =  A  C  :  AE  =  —  {c  —  a)  :  {h  —  c), 

ABE  :  AFE  =  AB  :  AF=  —  {a  —  b)  :  (b  —  c), 

folglich 

AB  0  :  AFE  ={c  —  a){a  —  h):{h  —  cf; 

folglich,  wenn  man 

{h  —  c){c  —  a)  [a  —  h)  =  p 


setzt : 

und  eben  so 


AEF=^ABC.[h  —  cf  -.p, 

B FD  =  —  AB  C .  [c  —  aY  :  p, 

CDE=—ABC.{a  —  hY  :  p. 


Fig.  5S. 

Zieht  man   aus   diesen   drei  Gleichungen  die  Kubikwurzeln  und 
addirt  sie  hierauf,  so  kommt; 

1)  AEF^  -\-BFD^  -\-CDE^  =  0. 
Das  Product  aus  den  drei  Gleichungen  giebt: 

2)  AEF.BFD.CDE  =  —ABC\ 
"Weil  endlich 

(/,  _  c)3  +  (c  —  a)'  +  {a  —  bY  =  d{b  —  c){c  —  a){a  —  b)  =  ^p 
ist,  so  kommt,  wenn  man  die  drei  Gleichungen  unmittelbar  addii-t: 

3)  AEF-{-BFD-{-CDE  =  —dABC. 
oder 

AFE—BFD~CDE=  "6  ABC, 

und   hieraus   mit  Hinblick   auf  die  Figur,   in   welcher   die    Dreiecke 
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der   letzteren   Formel,    AFE.    BFD,   ...,   insgesammt   einerlei   Vor- 
zeichen haben: 

4)  FEB  =  2ABC*). 

Aus  diesen  Gleichungen  1),  ..,  4)  ziehen  wir  nun  folgende  Sätze. 

Legt  man  cm  eine  Parabel  drei  Tangente?},  so  ist  von  den  drei 
Dreiecke7i,  ivelche  vo?i  Je  zweien  dieser  Tangenten  und  der  durch  die 
Berührungsjnmcte  derselben  gezogene?!  Geraden  begrenzt  werden,  die 
Kubikwurzel  aus  dem  Dreiecke^  loelches  die  zwei  äussersten  Tangenten 
zu  Seiten  hat,  der  Summe  der  Kubikwurzeln  aus  den  beiden  anderen 
Dreiecke?!  gleich.     (Der  in  §.  174,  2  angewendete  Satz.) 

Das  Pi'oduct  aus  diese?i  drei  Kubikwurzehi  ist  dem  vo?i  den  drei 
Tangenten  eingeschlosse?ie?i  Dreiecke  selbst  gleich.    (Analog  mit  §.  174,  3). 

Dieses  umsch?'iebe?ie  Dreieck  ist  auch  gleich  der  Hälfte  des  ei?i- 
heschi'iebe?ie?i  Dreiecks^  desse?i  Spitze?i  die  Berüh?'u?igspu?icte  i?i  de?i 
Seite?i  des  erstere?i  si?id  (§.  174,6).  Eine  leichte  Folge  hiervon  ist, 
dass  überhaupt  jedes  um  ei?ie  Parabel  besch?'iebe?ie  Vieleck  halb  so 
gross  ist,  als  das  einbeschriebe?ie  Vieleck,  imlches  die  Berühi'ungspuncte 
des  umschriebenen  zu  seinen  Spitzen  hat. 

Zusatz.  Bezeichnen  A\  B',  C  die  Puncte,  in  denen  die  vierte 
Gerade  b  von  den  Fundamentallinien  geschnitten  wird,  so  ist 

{c  —  a)B'  —  cO-\-aA  =  0,     {a  — b)C'  —  aA  + bB  =  0, 
und  folglich 

AC      AB  '-<^==BD:CD 


CB'      BC  a  —  b 

Mittelst    dieser    Proportion    lässt    sich,    wie    man    bald    wahrnimmt, 
folgende  Aufgabe  lösen. 


*,  Ohne  die  Betrachtung  der  Figur  nöthig  zu  haben,  kann  man  zu  diesem 
Resultate  aus  der  Gleichung  3;  auch  folgendergestalt  durch  Anwendung  der  all- 
gemeinen Formeln  in  §.  18  gelangen. 

Es  ist 

weil  D,  B,    C, 

0  =  DCA+DAE+DEC, 
weil  £,  C,  A, 

0  =  DAB  +  DBF+BFA, 

weil  F,  A,  B  in  einer  Geraden  liegen    §.  18,  i,;  und 

BEF  =  AEF  +  AFD  +  ADE 
(§.  18,  c,  ir.     Addirt  man  diese  vier  Gleichungen,  so  kommt: 

DEF=  ABC  +  AEF+DBF+DEC, 

und  wenn  man  diese  Summe  zur  Gleichung  3:   addirt: 

DEF  =  —  2ABC, 

wie  vorhin. 

22* 
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Es  sind  vier  in  einer  Ehetie  liegende  Gerade  gegeben.  Die  Puncte 
zu  finden  .^  in  denen  die  Geraden  von  der  an  sie  zu  lesclireih enden 
Parabel  berührt  werden. 

§.  263.  Betrachten  wir  jetzt  die  gegenseitige  Lage  des  Kegel- 
schnitts 

i(\—yfA^kB^ly^C, 
und  der  Geraden 

a[\  —  v)A  —  bB-\-cvC 

im  Allgemeinen.  Für  die  gemeinschaftlichen  Puncte  beider,  wenn 
es  anderes  deren  giebt,  muss  sich  verhalten: 

i[\—yf  ■.k:ly^  =  a{\  —  v):—b:  cv. 
Hieraus  folgt  nach  der  oft  gebrauchten  Schlussart: 

a  b  c 

eine  quadratische  Gleichung,  durch  deren  Auflösung  man  die  Werthe 
von  y  für  die  Durchschnittspuncte  erhält.  Die  Gerade  wird  dem- 
nach den  Kegelschnitt  entweder  in  zwei  Puncten  schneiden,  oder  in 
einem  berühren,  oder  gar  nicht  treffen,  nachdem  die  Wurzeln  dieser 
Gleichung  möglich  und  verschieden,  etc.  sind,  nachdem  also  (vergl. 
§.259) 

kl        ^^  _,    ^^        ikl  l  a  b  c  \ 

bc        ca       ab        abc\  i  k  l  ) 

negativ,  null  (§.  261),  oder  positiv  ist. 

Um  diese  Bedingungen  insbesondere  für  die  gegenseitige  Lage 
der  Geraden  e  und  der,  an  die  drei  Fundamentallinien  und  D  be- 
schriebenen,   Parabel   zu   finden,    hat    man    in   der    vorigen   Formel 

l             1             1 
a,  b,  c  mit  a',  b',  c  und  i,  k,  l  mit  -. ,  ,  7  zu  vertauschen, 

b  —  CO  —  a     a  —  0 

und  man  erhält: 

a  [b  —  c)  -f-  b'  [c  —  a)  -\-  c  [a  —  b)  <C 
a'b'c'{b  —  c){c  —  a]{a  —  b)         >      ' 
oder 

,.  a  —  a-\-  b  —  b'  -\-  ab'  —  a  b  <Ci 

^^'  a'b'{\—a){\  —  b){a  —  b)       >      ' 

wenn  man,  weil  es  immer  nur  auf  das  gegenseitige  Verhältniss  der 
Coefficienten  ankommt,  c  =  c'  =  1  setzt,  a  und  b  sowohl,  als  a' 
und  b' ,  sind  alsdann  nicht  bloss,  wie  vorher,  in  bestimmten  Verhält- 
nissen zu  einander  stehende  Zahlen,  sondern  bestimmte  Zahlen  selbst. 

§.  264,  Dadurch  fünf  Tangenten  ein  Kegelschnitt  vollkommen 
bestimmt  ist,    so   soll  nunmehr  eine  ähnliche  Untersuchung,    wie  in 


[bc 

—  b'c){ca—c'a){ab'  —  ab) 

t 

a  - 

—  a-{-b  —  b'-\-ab'  —  ab 
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§.255,  angestellt,  und  gezeigt  werden,  wie  aus  der  gegenseitigen 
Lage  fünf  gerader  Linien  in  einer  Ebene  die  Art  des  an  sie,  als 
Tangenten,  zu  beschreibenden  Kegelschnitts  bestimmt  •werden  kann. 
Mit  Beibehaltung  der  bisherigen  Bezeichnungen  ist  der  an  die 
drei  Fundamentallinien  und  die  Geraden  t  und  e  beschriebene 
Kegelschnitt  {§.  261)  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel,  nachdem 
die  Function  [kl -{- li -\- ik .  §.259) 

bc  —  U  c  -{-  ca'  —  c  a  -\-  ab'  —  ab 
oder 

^-^'^  {a—a){b  —  b'){ab'  —  ab)    ' 

wenn   man ,   wie   im  vorigen   §. ,   c  =  c'  =  1  setzt,  positiv,  null,  oder 
negativ  ist. 

Sei  nun  ABC  (Fig.  58)  das  Fundamentaldreieck,  dessen  Seiten 
von  der  vierten  Geraden  t  in  den  Puncten 

bB—C=A',     C—aA  =  B\     aA  —  bB=C' 
geschnitten  werden.     Sämmtliche  vier  Gerade  nehmen  wir  fest,  und 
daher  a  und  h  unveränderlich  an,  und  beschreiben  die  diese  Geraden 
berührende  Parabel.     Die  fünfte  Gerade  e,  welche  die  Fundamental- 
linien in  den  Puncten 

b'B—C,  C—a'A,  a'A  —  b'B 
schneidet,  denken  wir  uns  in  beliebiger  Bewegung,  also  a  und  b' 
nach  "Willkür  veränderlich:  und  unsere  Untersuchung  wird  auf  die 
Bestimmung  der  Fälle  hinauskommen,  in  denen  bei  der  Bewegung 
von  e  die  von  a  und  b'  abhängige  und  mit  N  bezeichnete  Function 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative,  oder  umgekehrt,  übergeht.  Nur 
wollen  wir  die  Bewegung  von  e  noch  durch  die  Bedingung  be- 
schränken, dass  diese  Gerade  keinen  zweien  der  sechs  Puncto  A,  B,  . . , 
B\  C,  in  denen  sich  die  vier  ersteren  Geraden  schneiden,  zugleich 
beffesrnet,  folorlich  auch  bei  der  Berührung^  der  Parabel  mit  keiner 
dieser  Geraden  zusammenfällt. 

Wird  nun  zuerst  die  Gerade  e  über  den  Punct  A  wegbewegt, 
so  dass  folglich  ihre  Durchschnitte  C — a'A  und  a  A  —  b'B  mit  AC 
und  AB,  in  diesen  Linien  von  der  einen  auf  die  andere  Seite  von  A 
rücken,  so  geht  a  durch  das  Unendliche  aus  dem  Positiven  in  das 
Negative,    oder  umgekehrt;    die   Function    K  aber,   welche   sich  für 

A     7 

a   =  oo   auf rr—: yj-   reducirt ,    verändert    ihr    Zeichen    durch 

a  o{o  —  b) 

Null.     Auf  gleiche   Art   gehen    b'    durch  oo  und  N  durch  0   in  das 

Entgegengesetzte,     wenn    e    über    B    fortgeführt    wird.       Geht     die 
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Bewegung  über  C,  so  dass  die  Durchschnitte  von  e  mit  A  C  und  B  C\ 
C — a  A  und  h' B — C,  in  diesen  Linien  gleichzeitig  von  der  einen 
auf  die  andere  Seite  von  C  rücken,  so  verändern  a  und  b'  ihre 
Zeichen    durch    Null;    und    N,    welches    sich    für    a'  =  5'  =  0    auf 

^Ti—Tf TTT  reducirt,  wechselt  sein  Zeichen  durch  oo. 

ah  [ab  —  ab) 

Setzen  wir  zweitens,  dass  die  Linie  e  über  den  Punct  A'  bewegt 
wird ,  dass  folglich  ihr  Durchschnitt  b'  B  —  C  mit  B  C  in  dieser 
Linie  an  A'  ^bB — C  vorbeirückt,  so  geht  b'  an  b  vorüber,  d.  h. 
die  Differenz  b  —  b'  ändert  ihr  Zeichen  durch  0,  und  die  Function  X,. 
Avelche  b  —  b'  zum  Factor  des  Nenners  hat,  verwandelt  sich  durch  oo 
in  das  Entgegengesetzte.  Eben  so  erhellet,  dass,  wenn  e  über  B' 
oder  C  bewegt  wird,  die  Differenzen  a'  —  a  oder  ab'  —  a' b  durch  0^ 
und  mithin  N  durch  oo,  ihre  Zeichen  ändern. 

Wird  endlich  die  Gerade  e,  wenn  sie  anfänglich  der  Parabel 
nicht  begegnete,  bis  zum  Schneiden  derselben  fortgeführt,  oder  um- 
gekehrt, so  erleidet,  zufolge  des  vorigen  §. ,  im  Momente  der  Berüh- 
rung der  Zähler  von  N  und  mithin  N  selbst  einen  Zeichenwechsel 
durch  Null.  Es  ist  nämlich  der  Zähler  der  dort  mit  ?i  bezeichneten 
Function  einerlei  mit  dem  Zähler  von  iV;  die  veränderlichen  Fac- 
toren  a  und  b'  im  Nenner  von  n  behalten  aber  bei  der  Berührung 
endliche  Werthe,  indem  sonst  e  mit  einer  der  Fundamentallinien 
zusammenfallen  würde ,  welches  gegen  die  vorhin  gemachte  An- 
nahme ist. 

So  oft  also  bei  der  Fortbewegung  von  e  einer  der  sieben  Fälle 
eintritt,  dass  einer  der  sechs  Puncte  A,  B,  C.  A' ,  B',  C  von  der 
einen  auf  die  andere  Seite  von  e  zu  liegen  kommt,  oder  dass  e  die 
Parabel  zu  schneiden  anfängt,  wenn  sie  derselben  vorher  nicht  be- 
gegnet war,  oder  umgekehrt,  eben  so  oft  verändert  die  Function  N 
ihr  Zeichen :  ausser  diesen  Fällen  aber  in  keinem  anderen,  weil  um- 
gekehrt, so  lange  als  e  weder  einen  jener  sechs  Puncte  trifft,  noch 
die  Parabel  berührt,  die  Coefficienten  a  und  J'  endliche  AVerthe 
haben,  die  drei  Factoren  des  Nenners  von  N  eben  so  wenig,  als  der 
Zähler  dieser  Function ,  =  0  werden  können ,  und  mithin  iV  selbst 
eine  endliche  Grösse  bleiben  muss. 

Da  nun  bei  jedem  Zeichenwechsel  von  J\'  die  fünf  Linien,  wenn 
sie  vorher  eine  Ellipse  berührten,  nachher  die  Tangenten  einer 
Hyperbel  werden,  und  umgekehrt,  so  ist  nur  noch  übrig,  für  eine 
gewisse  Lage  der  Linie  e,  in  der  sie  die  Parabel  nicht  berührt  und 
auch  durch  keinen  der  sechs  Puncte  geht,  die  Art  des  dadurch 
bestimmten  Kegelschnitts  zu  erforschen,  um  somit  für  jede  andere 
Lage  von  e  auf  die  Art  des  zugehörigen  Kegelschnitts  einen  Schluss 
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machen  zu  können.  Zu  diesem  Ende  "wollen  wir  annehmen,  dass 
die  Parabel  von  e  nicht  getroffen  werde,  und  dass  die  sechs  Puncte 
mit  der  Parabel  auf  einerlei  Seite  von  e  liegen.  Wenn  aber  fünf 
Gerade  eine  Ellipse  berühren,  so  wird  von  denselben  ein  entweder 
ganz  oder  doch  zum  Theil  begrenzter  Raum  gebildet,  dergestalt,  dass 
man  von  jedem  Puncte  desselben  zu  jeder  der  fünf  Geraden  gelangen 
kann ,  ohne  dabei  eine  der  vier  übrigen  schneiden  zu  müssen.  Es 
lehrt  aber  die  unmittelbare  Anschauung,  dass  ein  solcher  Raum 
nicht  entsteht,  wenn  e  sich  in  der  eben  angenommenen  Lage  be- 
findet; mithin  ist  für  diese  Lage  der  Kegelschnitt  eine  Hvperbel. 
Ist  nun  irgend  eine  andere  Lage  der  Linie  e  gegeben,  so  bewege 
man  sie  aus  der  vorhin  angenommenen  bis  zu  der  gegebenen  fort, 
und  je  nachdem  während  dieser  Bewegung  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  der  obigen  sieben  Fälle  sich  ereignet,  wird  der  zugehörige 
Kegelschnitt  entweder  ebenfalls  eine  Hyperbel  oder  eine  Ellipse 
sein.     Dies  liefert  uns  folgendes  Resultat. 

A  ufg  a  h  e.  Fünf  Gerade  in  einer  Ebene  sind  gegeben^  von  denen 
keine  drei  sich  in  einem  Puncte  schneiden.  Die  Art  des  Kegelschnitts 
zu  hestimmen.  icelcher  sie  insgesammt  berührt. 

Auflösung.  Man  lege  an  beliebige  vier  der  gegebenen  Geraden 
die  sie  berührende  Parabel  und  unterscheide  dann  folgende  drei  Fälle : 

1)  Wird  die  fünfte  Gerade  von  dieser  Parabel  nicht  getroffen.^ 
so  ist  der  Kegelschnitt  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  auf  der 
einen  und  folglich  auch  auf  der  anderen  Seite  der  fi'mften  eine  ungerade 
oder  gerade  Anzahl  der  sechs  Puncte  liegt  ^  in  icelchen  sich  die  vier 
erster 671  Geraden  schneiden. 

2)  Wenn  die  fünfte  Gerade  die  Parabel  berührt^  so  ist  der 
Kegelschnitt  kein  anderer.,  als  diese  Parabel  selbst. 

3)  Wird  die  Parabel  von  der  fünften  geschnitten^  so  ist  der  Kegel- 
schnitt eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je  nachdem  atf  der  einen  und  also 
auch  auf  der  anderen  Seite  der  fünften  eine  gerade  oder  ungerade 
Anzahl  der  sechs  Durchschnittspuncte  der  vier  ersteren  Geraden  be- 
griffen ist. 

Die  Betrachtung  der  speeiellen  Fälle,  wo  ein  oder  zwei  Paare  der  fünf 
Geraden  Parallellinien  sind,  übergehe  ich,  um  nicht  zu  weitläufig  zu  werden. 
Der  Fall,  wo  drei  Gerade  einander  parallel  laufen,  ist  demjenigen  gleich  zu 
achten,  wo  drei  Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  und  bleibt  daher  aus- 
geschlossen. 


§.  265.  Die  in  §.  260  erwiesene  merkAvürdige  Eigenschaft  eines 
um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Dreiecks  veranlasste  mich  zu 
untersuchen,  ob  nicht  auch  bei  der  analogen  Figur  im  Räume,  einer 


344 


Der  barycentrische  Calcul.     Abschnitt  III. 


§.  265. 


um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  beschriebenen  dreiseitigen 
Pyramide,  die  vier  geraden  Linien,  welche  die  Spitzen  der  Pyramide 
mit  den  Berührungspuncten  'in  den  gegenüberliegenden  Seiten  ver- 
binden ,  sich  in  einem  Puncte  schneiden.  Wiewohl  ich.  nun  bald 
wahrnahm,  dass  hier  eine  so  einfache  Relation  nicht  stattfinden 
könne,  so  gelang  es  mir  doch,  an  der  Stelle  der  vermutheten  Eigen- 
schaft eine  andere  zu  entdecken,  die  mir  merkwürdig  genug  scheint, 
um  sie  nebst  ihrer  Ent\^ickelung  diesem  Capitel  als  Anhang  noch 
beizufügen. 

Seien  A,  B,  C,  D  (Fig.  59)  die  Spitzen  der  umschriebenen 
Pyramide;  E,  -F,  G,  H  die  ihnen  resp.  gegenüberliegenden  Be- 
rührungspuncte.    —  Um  zuerst  zu   zeigen,   dass  sich  die  vier  Linien 

AE,  BF,  ...  im  Allgemeinen  nicht 
schneiden,  so  denke  man  sich  die  Fläche 
selbst  und  die  drei  in  ihr  liegenden 
Puncte  E,  F,  G  gegeben.  Hiermit  sind 
auch  der  Punct  Z>,  als  der  gemeinschaft- 
liche Durchschnitt  der  in  E,  F,  G  an 
die  Fläche  berührend  gelegten  Ebenen, 
und  die  Geraden  DA,  DB,  DC,  als 
die  Durchschnittslinien  dieser  Ebenen, 
gegeben.  Von  den  drei  Puncten  A,  B,  C 
aber  können  beliebige  zwei,  z.  B.  A  und 
B,  in  den  Linien  DA  und  DB  nach  Willkür  genommen  werden, 
wodurch  dann  der  dritte,  C,  als  der  Durchschnitt  der  durch  AB  ^n 
die  Fläche  berührend  gelegten  Ebene  mit  DC\  gefunden  wird. 
Sollten  nun  für  jede  Annahme  der  zwei  Puncte  A  und  B  in  den 
Linien  DA  und  DB  die  Geraden  AE  und  BF  sich  schneiden, 
sollten  also  immer  die  vier  Puncte  A,  B,  E,  F  in  einer  Ebene 
liegen,  so  müssten  E  und  F  in  der  Ebene  DAB  selbst  enthalten 
sein,  welches  gegen  die  Annahme  ist. 

Man  stelle  sich  jetzt  einen  die  Fläche  einhüllenden  Kegel  vor. 
Avelcher  D  zur  Spitze  hat.  Dieser  Kegel  wird  die  durch  D  gehen- 
den und  die  Fläche  in  E,  F,  G  berührenden  Ebenen  DBC,  DCA, 
DAB  in  den  Geraden  DE,  DF,  DG  berühren,  und  die  Ebene 
ABC  in  einer  Curve  schneiden,  welche  von  den  Geraden  BC\  CA 
AB  in  den  Puncten  /,  K,  L  berührt  wird,  in  denen  diese  Linien 
resp.  von  DE,  DF,  DG  geschnitten  werden. 

Es  ist  aber  bekannt,  dass  die  Linie,  in  welcher  eine  Fläche  der 
zweiten  Ordnung  von  einem  sie  umhüllenden  Kegel  berührt  wird, 
in  einer  Ebene  liegt  und  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  dass  folglich 
ein  solcher  Kegel    auch   von  jeder   anderen    Ebene,    wie   ABC.    in 
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einer  Linie  der  zweiten  Ordnung  geschnitten  wird.  Mithin  müssen 
sieh  die  drei  Geraden  AI,  BK,  CL  in  einem  Puncte  M  treffen 
(§.260). 

Hieraus  fliesst  weiter,  dass  sich  die  drei  Ebenen  DAI,  DBK, 
DCL  in  der  Geraden  D3f  schneiden,  und  dass  folglich  die  drei 
in  diesen  Ebenen  resp.  liegenden  Linien  AE,  BF,  CG  der  Geraden 
DM  begegnen;  oder,  was  dasselbe  sagt:  dass  sich  durch  D  eine 
Gerade  DM  ziehen  lässt,  welche  die  drei  Linien  AE,  BF,  CG, 
und  somit  alle  vier  AE,  .  .,  DH  zugleich  schneidet.  Auf  dieselbe 
Art  wird  bewiesen,  dass  man  durch  C  eine  Gerade  CN,  und  durch 
B  eine  Gerade  BO  (so  wie  auch  durch  A  eine  Gerade  AP)  legen 
kann,  welche  den  vier  Geraden  AE,  .  .,  DU  zugleich  begegnet. 
Nimmt  man  daher  D  M,  CX,  B  0  zu.  den  drei  leitenden  Linien 
eines  hyperbolischen  Hyperboloids,  so  sind  AE,  ..,  DH  vier  ver- 
schiedene Lagen  der  das  Hyperboloid  erzeugenden  Linie;  welches 
(vergl.  §.  112  zu  Ende)  folgenden  Satz  giebt: 

Wird  um  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  eine  dreiseitige  Pyra- 
mide beschrieben,  und  werden  die  vier  Spitzen  der  Pyramide  mit  den 
in  die  gegenüberliegenden  Seiten  fallenden  Berülirwigspuncten  durch 
vier  gerade  Linieri  verbunden,  so  schneidet  jede  andere  Gerade,  welche 
dreien  dieser  vier  Linien  begegnet,  auch  die  vierte. 


Drittes  Capitel. 


Ton  den  Durchmessern  und  dem  Mittelpuncte  eines 
Kegelschnitts  und  den  Asymptoten  der  Hyperbel. 


§.  266.     Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
durch  die  drei  Fundamentalpuncte  geht,  ist  (§.  249): 
fxA  —  gx[\—x)B^h[\—  x)  C. 
Seien  P  und  Q  zwei  Puncte  desselben,  für  ersteren  x  =  p,   fiir 
letzteren  x  =  q,  so  hat  man : 

p'P  =  fpA-gp{[-p)B  +  hi]-p)C, 
q  Q  =  fqA—  riq[\  —  q)B  +  h{\  —  q)C 
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Hieraus  folgt  nach  Elimination  von  A : 

p'qP—pq'Q  =  ffj^qip  —  q)B  —  h{p  —  q)  C 
^  dem  Durchschnitte  der  Geraden  PQ  und  BC. 

Wir  Avollen  nun  annehmen,  dass  die  Sehne  des  Kegelschnitts, 
PQ^  mit  der  Fundamentallinie  ^  C  parallel,  und  mithin  ihr  gemein- 
schaftlicher Durchschnitt  unendlich  entfernt  sei.  Hierzu  -wird  er- 
fordert : 

p'q—l}q'=gpq{p  —  q)  —  h{p  —  q)  =  0. 

Da  aber  der  Factor  p  —  q  dieser  Gleichung  nur  dann  gleich  0  ist, 
Avenn  P  und   Q  zusammenfallen,  so  wird  schon 

gpq  —  h  =  0 
die     zum    Parallelismus     von    PQ    und    BC    nöthige    Bedingungs- 
gleichung sein. 

Man  addire  jetzt  die  Gleichungen  für  P  und  Q,  nachdem  man 
sie  vorher  resp.  mit  q  und  p  multiplicirt  hat,   und  es  kommt: 

p'qP  +  pq'Q  =  ^fpqA  —  gpq{1—p-q)B  +  h{p-{-q-2pq)C. 
Unter  derselben  Voraussetzung  nun,  dass  PQ  parallel  mit  BC,  und 
daher 

p'q—pq  =  i) 
ist ,   wird 

pqP+pq'Q~P+Q 

^  dem  Mittelpuncte  der  Sehne  PQ,  und  Avenn  wir  diesen  mit  M 
bezeichnen,  für  pq  den  aus  der  Bedingungsgleichung  entspringenden 
Werth  h  :  g  substituiren  und  grösserer  Einfachheit  willen 

p  -{-  q  =  1h  :  z 

3I  =  fzA-\-g[h-z)B  +  h{g-z)C 

§.  267.  Folgerungen.  1)  In  dem  eben  gefundenen  Aus- 
drucke für  den  Mittelpunct  einer  mit  B  C  parallelen  Sehne  ist  von 
einer  Sehne  zur  anderen  bloss  z  veränderlich.  Es  gehört  folglich 
dieser  Ausdruck  mit  der  Veränderlichen  z  der  Linie  an,  in  welcher 
die  Mittelpuncte  aller  mit  BC  parallelen  Sehnen  enthalten  sind. 
Diese  Linie  ist  folglich  eine  Gerade:  und  weil  man  jede  Sehne  zur 
Fundamentallinie  BC  nehmen  kann,  so  ist  zu  schliessen: 

Die  Mittelpuncte  dreier  oder  mehrerer  mit  ebiander  paralleler 
Sehnen  eines  Kegel&clmitts  liegen  in  einer  geraden  Linie. 

Man  nennt  eine  solche  Gerade  einen  Durchmesser  des  Kegel- 
schnitts. 

2)  Weil  y,  g,  h  gleichartig  aus  den  Constanten  r/,  h,  r,  a,  ß,  y 
des  symmetrischen  Ausdrucks  in  §.  64,  \   zusammengesetzt  sind  (§.  249), 
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SO  erhält  man  aus  dem  Ausdrucke  des ,  die  Sehne  B  C  (für  z  =  0) 
und  die  mit  ihr  parallelen  Sehnen  halbirenden,  Durchmessers 

(a)  fzA  +  g{h  —  z)B  +  h{g  —  z)C 

den  Ausdruck  des  Durchmessers,  welcher  die  mit  CA  parallelen 
Sehnen  halbirt,  wenn  man  in  (a)  die  Buchstaben  A  in  B,  B  in  C, 
C  in  A,  f  in  g,  g  in  h,  h  in  f  verwandelt.  Es  ist  daher  dieser 
Durchmesser 

{b)  f{h  —  w)  A  +  gtüB  +  h{f-  ^o)  C; 

und  durch  dieselbe  Verwandlung  ergiebt  sich  hieraus  der  Durch- 
messer (f),  in  welchem  die  Mittelpuncte  von  AB  und  der  damit 
parallelen  Sehnen  liegen. 

Nun  ist  der  Durchschnitt  von  [a]  mit  A  C 
=  fA  +  {g-h)C, 
für  z  =  h\  und  der  Durchschnitt  von  [b]  mit  BC 

=  gB+{f-h)C, 
für  10  =  h. 

Wird  daher  A  in  dem  Umfange  des  Kegelschnitts  so  bestimmt, 
dass  AC  mit  [a]  parallel  läuft,  so  ist  ersterer  Durchschnitt  ein  un- 
endlich entfernter  Punct,  und  mithin 

folglich  auch  letzterer  Durchschnitt  unendlich  entfernt ,  d.  i.  5  C 
parallel  mit  {b)\   also: 

We7i7i  von  zicei  Durchmessern  eines  Kegelschnitts  der  eine  («) 
parallel  ist  mit  den  Sehnen  [A  C) ,  icelche  der  andere  [b]  halbirt^  so  ist 
auch  der  andere  parallel  mit  den  Sehnen  {B  C) ,  durch  deren  Mittel- 
puncte der  erstere  geht. 

Zwei  Durchmesser,  die  in  einer  Beziehung  zu  einander  stehen, 
heissen  zusammengehörige  Durchmesser.  Noch  folgt  hieraus, 
dass,  wenn  von  zwei  zusammengehörigen  Durchmessern  der  eine  zu- 
gleich eine  Sehne  ist,  er  von  dem  anderen  halbirt  wird. 

3)  Für  die  Puncte,  in  denen  der  Durchmesser  [a]  die  Curve 
schneidet,  verhält  sich: 

z  :  h  —  z  :  g  —  z  =  x  :  —  x[\  —  x)  :  1  —  x, 
mithin 

z  :  h  ■=  X  :  x-  und  z  :  g  =  x  :  \  ^ 
woraus 

0  =  =b  VqTi   und  x  =  ±   |/  — 

^     9 

folgt.     Der  Durchmesser  [a]   schneidet  daher   die  Curve   entweder  in 
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zwei   Puncten,    oder   in  keinem,    je   nachdem  g  und  h  einerlei   oder 
verschiedene  Vorzeichen  haben. 
Für  die  EUipse  ist 

{g-\-h-fr--^gh 

negativ  (§.  252),  und  daher  \gli  immer  positiv;  folglich,  weil  je  zwei 
Puncte  der  Ellipse  die  Stelle  von  B  und  C  vertreten  können: 

Die  Ellipse  icird  von  jedem  ihrer  Durchmesser  in  zwei  Pimcten 
gesch?iitteti. 

Für  die  Puncte,  in  denen  der  Durchmesser  [h]  dem  Kegel- 
schnitte begegnet,  findet  sich  eben  so 

Setzen  wir  nun,  wie  in  2), 

f+g  —  h  =  (), 
und  sind  daher  [a)  und  [h)   zwei  zusammengehörige  Durchmesser,   so 
reducirt  sich  die  Formel 

{9  +  J^-f?-^9h  =  [f  +  g-hY-Afg 

auf  —  '^fg-  Bei  der  Hyperbel ,  wo  diese  Formel  immer  positiv  ist, 
müssen  folglich  alsdann  f  und  g  verschiedene  Vorzeichen  haben, 
woraus  sich  mit  Betrachtung  der  Werthe  von  x  für  [a]  und  [b)  weiter 
ergiebt,  dass,  wenn  [a]  die  Hyperbel  schneidet,  [b)  ihr  gar  nicht  be- 
gegnet, und  umgekehrt;  also: 

Von  zicei  zusammengehörigen  Durchmessern  der  Hyperbel  trifft 
der  eine  die  Hyperbel  in  zwei  Puncten,  der  andere  in  keinem. 

4)  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke  von  M  oder  [a) 

so  wird  er: 

M=f{g  +  h-f)A  +  g{h+f-g)B  +  h{f+g-h)C. 
Da  sich  dieser  Ausdruck  bei  der  in  2)  angedeuteten  Verwand- 
lung der  Buchstaben  nicht  ändert,  so  ist  der  damit  ausgedrückte 
Punct  nicht  allein  in  dem  Durchmesser  (a),  sondern  auch  in  den 
beiden  anderen  [b]  und  (e)  begriffen;  woraus  war  schliessen:  Je  drei 
Durchmesser  und  folglich 

Alle  Durclimesser  eines  Kegelschnitts  sclineiden  sich  in  einem 
Puncte.     Dieser  Punct  heisst  der  Mittelpunct  des  Kegelschnitts. 

Alle  Durchmesser,  welche  zugleich  Sehnen  sind,  haben  daher  den 
Mittelpunct  des  Kegelschnitts  zu  ihrem  eigenen  Mittel  puncte. 

5)  Die  Summe  der  Coefficienten  in  dem  Ausdrucke  für  den 
Mittelpunct  ist: 

—r  -  f  -  ^''  +  2r/7.  +  2/./-h  \fg. 


§.  268. 
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Da  diese  Summe  bei  der  Parabel  gleich  0  ist  (§.  252),    so  folgt: 
Alle  Dwchmesser  emer  Parabel  sind  einander  parallel. 

§.268.     Zusätze,    a)  Der  Ausdruck  eines  in  das  Fundamental- 
dreieck ABC  beschriebenen  Kegelschnitts  ist  (§.  258): 

i[\-yfA-^kB-\-hf-C. 
Um    für    diesen   Kegelschnitt    den  Ausdruck   seines  Mittelpuncts  zu 
finden,  nehme  man  die  Berührungspuncte  (§.  260) : 

kB-\-lC=fA',     lC+iA  =  gB\     iA-^kB  =  hC', 
(Fig.  60),  wo  daher 

f=k  +  l,     g=l-\-i,     h  =  i-{-k, 


Fig.  60. 

ZU   Fundamentalpuncten ,    substituire   also   im  vorigen  Ausdrucke  für 
lA,  kB,  IC  resp. 

^{gB'+hC'-fA'),     \[hC'-\-fÄ-gB'),     ^[f  Ä^  gB'-hC), 
und  man  erhält  nach  gehöriger  Reduction: 

fyÄ-gy[\-y)B'^-h[\-y)C\ 
Für  den    solchergestalt   ausgedrückten  Kegelschnitt  ist  aber  der 
Mittelpunct : 

M=f[g-^h-f)A-\.g[h^f-g)B'-\.h[f^g-h)C\ 
Wird  nun  hierin  statt  fÄ,  gB\  hC  -wiederum  kB-\-lC,   etc.,  und 
statt  g -\- h — f,  ...  resp.  2«,  ...  gesetzt,   so  kommt: 

M=  i{k  -i^l)A  +  k{l  +  i)B  +  l{i  +  k)  C, 
als   Ausdruck    für    den  Mittelpunct    des    in   das   Dreieck   ABC   be- 
schriebenen Kegelschnitts. 

h)  Aus  den  Ausdrücken  für  A\  B' ,   C  folgt: 

gB'=fA'-\-  h  C—  2k B. 
Eliminirt   man   hiermit  B'  aus   dem  Ausdrucke   des   um  ÄB'C 
beschriebenen  Kegelschnitts  und  aus  dem  Ausdrucke  für  den  Mittel- 
punct desselben,  so  ergiebt  sich: 

ff-A'-{-  1ky{\—y)B  +  h{V  -  gfC, 
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und 

M=  IfhA'—  Ak^B  +  2/Ä  C, 

oder  einfacher,  wenn  man 

=  V  und  ^rr^  =  a 

y  4ä* 

setzt  (§.  61,  V): 

aÄ'-^vB-\-v^C'  und  M  =1aÄ— B -{-IccC , 

der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher  in  A!  und  C 
von  A' B  und  C B  berührt  wird,  und  der  Ausdruck  für  den  Mittel- 
punct  desselben. 

c)  Nennt  man  N  den  Mittelpunct  von  A'  C ,  so  wird 

M=A:aN—B; 

also: 

Werdeti  an  eine7i  KegelscJmitt  zivei  Tangenten  gezogeii^  so  liegen 
der  Durchschnitt  dieser  Tangenten  und  der  Mittelpunct  der  Sehne, 
ivelche  die  Berührungspuncte  verhindet,  mit  dem  Mittelpuncte  des 
Kegelschnitts  in  einer  geraden  Linie. 

Wird  daher  in  ein  Dreieck  ABC  ein  zioeites  A'B'C  so  be- 
schrieben,  dass  die  Geraden  durch  die  gegenüberliegendeyi  Spitzen. 
AA\  ...,  sich  in  einem  Puncte  schneiden .^  so  treffen  sich  auch  die 
Geraden.,  ivelche  die  Mittelpuncte  der  Seiten  B'C,  ...  des  einbe- 
schriebenen Dreiecks  7nit  defi  Spitzefi  A,  ...  des  umschriebenen  ver- 
binden., in  ei7iem  Ptmcte,  in  detn  Mittelpuncte  des  Kegelschyiitts,  welcher 
die  Seiteyi  des  umschriebenen  Dreiecks  in  doi  Spitzen  des  einbeschriebe- 
nen  berührt. 

d)  Die  Durchschnitte  der  Geraden  BNM  mit  dem  Kegelschnitte 
sind: 

aA'-\-yäB-j-aC'=  2yäN-\-B, 
für  V  =  -\-  }  a ; 

aA'—VäB  +  aC'=  2}äN—B, 
für  V  =  —  Vc(. 

Heisse  der  eine  Durchschnitt  K,  der  andere  L,  so  folgt  aus 
diesen  Ausdrücken  in  Verbindung  mit  3I^4aN — B: 

BM :  NM=BK^  :  NK-  =  BL^  :  NU  {=  \a  :  1). 

§.  269.  In  das  Dreieck  ABC  (Fig.  61)  ist  das  Dreieck  A'B'C, 
in  dieses  das  Dreieck  A"B"C",  in  dieses  das  Dreieck  A"'R"C"'.  u.  s.  tc. 
ei?ibesch7'iebeti ,  dergestalt,  dass  jede  der  drei  Beihen  gleiclinamiger 
Spitzen,  A,  A' ,  .  .  .;  B.  B' ,  .  . .;  C,  C ,  ...  in  einer  Geraden  liegt,  und 
diese   drei  Geraden  sich  in  einem  Pwicte  D  schneiden.     Alsdann  la^st 
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sich  171  das  Dreieck  ABC  ein  Kegelschnitt  beschreiben,  der  die  Seiten 
desselben  in  den  Pimcten  A',  B' .  C  berührt;  in  das  Dreieck  ABC 
ein  Kegelschnitt,  dessen  Berührung spuncte 
A",  B",  C"  sind;  in  A"B"C"  ein  Kegel- 
schnitt, dessen  Berührungspuncte  A"' ,  B"' , 
C"']  und  so  fort  ohne  Ende.  Ich  be- 
haupte nun.,  dass  die  Mittelpuncte  aller 
dieser  Kegelschnitte  in  einer  durch  D 
gehenden  Geraden  liegen. 

Beweis.      Man    setze    erstlich    zur 
Abkürzung: : 

k  -\-l  ^=  i' ^     l  -^-i  =  k' ,     i  -\-  k  =  l\ 
li  -\-  T  =  i",     /'+  ^"  =  k",     i'-\-  k'  =  l'\ 

iit    1       II'  -in  III    I       •!!  Till  'II    I       7"  iiir 

k  -\-  l    =  l      ,        l    -\-  l     =z  k     ,       l    -\-  k    =  l     , 

u.  s.  w.     Sei  nun 

dD  =  iA-\-kB  +  lC, 
wo 

d=i-\-k-{-l, 
so  ist 

i'A'=kB-\-lC,     k'B'=lC  +  iA,     l'0'=iA  +  kB. 

folglich 

i'A'+k'B'-{-rC'=iA-^kB-^lC=  D, 

folglich,  weil 

A'DB'C'=A", 
etc. 

i"A"=  k'B'-{-  VC,     U'B"=  rC'-{-  i'A',     l"C"=  i'A'-{-  k'B'. 

Es  ist  aber   der  Mittelpunct  3f  des  Kegelschnitts,    welcher  das 
Dreieck  ABC  in  den  Puncten 

A'=kB-{-lC,  ... 
berührt  (§.  268,  a): 

m31  =  i{k  -i- l)A -{-...  =  ii'A  +  kk'B  +  11' C, 

M'O 

m  =  ii'-\-  kk'-\-  11'; 

und  eben  so  der  Mittelpunct  31'  des  folgenden  Kegelschnitts,  welcher 
das  Dreieck  A'B'C  in  den  Puncten 

A"=k'B'-{-rC',  ... 
berührt : 

m'3I'=  i'{k'-{-  l')Ä+  ...  =  i'i"A'-{-  k'k"B'-\-  ITC 
=  i"{kB  +  IC)  +  k"{lC-{-iA)  +  l"{iA  4-  kB) 
=  i{k"-{-  l")A  +  ....  =  ii"'A  -\-  kW'B  +  IV" C , 
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wo 

m  =  i'i"-{-  ...  =  ii"'-\-  ...*). 

Aus  diesen  Ausdrücken  für  M  und  M'  folgt  nun  weiter: 

m'M'—  mM  =  {{i'"—  i')  A  +  k  [k'"—  k')  B  +  l{l"'—  l')  C, 
und,  weil 

r'—  i'=  k"+  l"—  i'=  t'+  /?;'+  r=2{i  +  k-{-l)  =  2d, 

und  eben  so 

k"'—k'=r"—r=2d 

ist**), 

m'3r—  mM  =  2d[iA  +  kB -\-lC)  =  2d- D. 

Es  Hegen  demnach  M  und  M' ,  und  eben  so  die  Mittelpuncte 
je  zweier  anderer  auf  einander  folgender  Kegelschnitte,  folglich  die 
ganze  Reihe  von  Mittelpuncten,  in  einer  durch  D  gehenden  Geraden. 

Um  noch  das  Gesetz  ausfindig  zu  machen,  nach  welchem  die 
Mittelpuncte  in  dieser  Geraden  vertheilt  sind,  so  hat  man 

m'M'—  mM  =  Id""  D  =  2{i  +  k  +  If  D 
und  eben  so 

m:'M"—m'M'=  2(i'+  k'+  Vf  D  =  Sd^D; 

folglich 

M  =  m'M'—  2d^n,  und  M"  =  m'M'+  Sd-D, 

folglich  (§.  237) 

[3I',D,M,M")=-i, 
und  eben  so 

{M",n,M',Än  =  -^,, 

u.  s.  w.,  woraus  man,  wenn  D,  M  und  31'  gegeben  sind,  die  folgen- 
den Mittelpuncte  31",  31"',  ...  finden  kann. 


*)   Auf  gleiche  Art  ist 

ii""  +  kk""  +  II""  =  i'i'"  +  Ji'k'"  +  VV"  =  i'""  +  ;t"2  +  r^, 

und  allgemein: 

ii(p)  j^-k-k{p)ji^  iiip)  =  i(q)iip  _?)  +  ...  ^ 

wo  p  und  q  positive  ganze  Zahlen  bezeichnen,  und  2^  ^  2  ^st. 

**)    Auch    diese   Relationen  lassen   sich   noch   allgemeiner   darstellen.     Denn 

erstlich  ist: 

i(p)  +  k(i')  +  ;(i"  =  2P(i  +  k  +  l). 

Ferner  hat  man: 

k  —  i=  i'—  k'  =  k"—  i"  =  i'"  —  k'"  =  etc. 
und 

{(p)  _  i(i)  =  k'P)  —  ä(?)  =  liP)  —  1(9)  =  ^  (2^  —  2^;  {i-hk  +  l], 

wenn  p  —  q   eine  positive  gerade  Zahl  ist. 

Sind  endlich  t,  u,  v,  to  positive  ganze  Zahlen,  und  t  +  ti  —  v  —  ic  eine  posi- 
tive gerade  Zahl,  so  findet  sich: 

(tWt(»)  _i_  A  Wä(")  +  ;^0?(«))  —  (iWt(«')  _[-...;=  ^  (2'  +  "  —  2^'  +  "")  [i  +  k  +  l}\ 
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Noch  fliesst  aus  diesen  Doppelschnittsverhältnissen  {§.  184): 
[M',  M\  D,M)  =  ^,     {M',  31",  31'",  D)  =  \, 

folglich  (§.  185): 

[31',  31",  31'",  31)  =  ^-i, 
folglich 

{31,3I',3'r,31"')  =  Y\. 
lind  eben  so 

{31',  31",  31'",  31"")  =  ff, 
u.  s.  w.,   wodurch  das  Gesetz   der  Mittelpuncte   nach  Art  der  recur- 
rirenden  Reihen  bestimmt  ist. 


§.  270.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
von  den  Fundamentallinien  AB  und  CB  in  den  Fundamentalpuncten 
A  und  C  berührt  wird,  ist  (§.  61,  V) : 

ccA-\-vB-{-v-C, 
und  der  Ausdruck  für  eine  Tangente   an   denselben  in  dem  Puncte, 
für  welchen  v  =  v'  ist,  (§.  77) : 

aA  +  {v'  +  x)B-{-  (ü'*  +  2v'x)  C, 
oder,  wenn  wir  v'  -\-  2x  =  y  setzen: 

2aA-i-  {o'  +y)B  +  2v'yC. 

Eben  so  hat  eine  zweite  Tangente,  für  deren  Berührungspunct 
V  =  v"  ist,  den  Ausdruck: 

1aA-{-{v"-{-z)B-^1v'zC. 
Seien  nun  o'  und  v"  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 
ü-  4-  y  +  «  =  0, 
also  der  Kegelschnitt  eine  Hyperbel  (§.  252),  die  zwei  Berührungs- 
puncte  unendlich  entfernt  (§.  89),  und  die  zwei  Tangenten  die 
Asymptoten  der  Hyperbel.  Es  folgt  aber  aus  der  quadratischen 
Gleichung,  wenn  man  zuvor,  weil  «  <C  i  ^^^^^  muss,  a  =  i(l  — m^) 
setzt : 

v   =  —  ^  (1  —  m),     ü"  =  —  ^  (1  +  ^0- 

Substituirt  man  diese  Werthe  in  den  Ausdrücken  der  Tangenten, 
so  kommt: 

{\—m-)A  +  [2y  —  \  -{-m)B—1{\  —m)yC, 

(1  —  m-)  A  -\-  [2z  —  \  —  m)B  —  1{\  +  m)zC, 

oder  einfacher,  wenn  man 

2y  =  (1  —  'm)t  und  2z  =  (1  +  in)u 
setzt : 

(1  +m)A  —  {i  —t)B  —  {\  —m)tC, 
{\—m)A  —  {\—u)B  —  {\^  m)u  C. 

Mob  ins  Werke  I.  23 
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§.  271. 


Dies   sind   demnach    die  Ausdrücke   für    die   beiden   Asymptoten 
der  Hyperbel,  die  zum  Ausdrucke 

hat.      Wir    Avollen    hieraus    einige    der   vorzüglicheren    Eigenschaften 
dieser  Linien  zu  entwickeln  suchen. 

§.  271.      Zuerst  findet  sich   für  den  gegenseitigen  Durchschnitt 

der  Asymptoten, 

1  -{-  771  1  —  m 


t  = 


1  +  w 


1  —  m' 
also  der  Durchschnitt  selbst: 

(1  —  m^)  A  —  1B-\-{\  —  m"-)  C, 
welches  der  Mittelpunct  der  Hyperbel  ist  (§.  268,  i):  also: 

Die  zwei  Asymptoten  einer  Hyperhel  schneiden  sich  in  dem  Mittel- 
punct e  der  letzteren. 

Heissen  ferner  die  Durchschnitte  der  einen  und  anderen  Asymp- 
tote mit  den  Fundamentallinien  BC,  CA,  AB  resp.  D,  E.  F. 
D',  E\  F'  (Fig.  62),  so  hat  man: 

mD  =  B  —  {\—  m)  C,  —7nD'  =  B  —  {\-\-  m)  C, 

—  2mE  =  (1  —  m)  C—  (l  +  m)A,    2m E'  =  (1  +  m){C'—{l  —  m)A, 
mF  =  (l  +  m)A  —  B,  —  mF'  =  (1  —  m)  A  —  B. 


Fig.  62. 

Durch  Verbindung  dieser  sechs  Gleichungen  ergiebt  sich  nun : 

1)  D-\-D'  =  2C    und    F-^F'=2A, 

d.  h.   C  ist  der  Mittelpunct  von  I)D\  und  eben  so  A  von  FF';  also: 

Legt  man  an  eine  Hyperhel  eine  Tangente^  so  tvird  das  zicischen  die 

Asy7nptoten  fallende  Stück  derselbe7i  in  dein  B er üh7'ung spunde  halhii't. 

2)  E -\- E' =  C -\- A, 

d.  h.  EE'  und  CA  haben  denselben  Mittelpunct:  also: 
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Von  einei'  die  Hypei'hel  schneidenden  Geraden  haben  der  zwischen 
die  Hyperhel^  und  der  zxoischen  die  Asymptoten  fallende  Theil  einerlei 
Mittelpunct . 

3)  D^F='2E    und     U  -\-F'  =  1E', 

d.  h.  E  ist  der  Mittelpunct  von  DF,  und  E'  von  D' F' ]  niitliin: 

Werden  cm  eine  Hyperbel  zivei  Tangenten  gezogen^    so  icerden  die 

ton  denselbeti  in  der  einen  und  der  anderen  Asymptote  abgeschnittenen 

Theile  durch  die  Gerade^  welche  die  Berührung  spunde  verbindet,  halbirt. 

4)  m{D~F')  =  [\—m){A—C)  uw^  m[F  —  U)  =  {\ -^m){A— C), 

d.  h.  DF'  und  FD'  sind  mit  AC  parallel,  oder: 

Die  Geraden,  loelche  die  Puncte  verbinden,   i)i  detien  zwei  an  eine 

Hyperbel  gelegte  Tangenten  die  Asymptoten  schneiden,  sind  unter  sich 

und  mit  der  Sehne  durch  die  Berührung spuncte  parallel. 


Viertes  Capitel. 


Oegenseitiges  Eutsprechen  zwischen  Puncten  und 
geraden  Linien  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt. 


§.  272.  Die  im  vorigen  Capitel  bemerkten  Eigenschaften  paral- 
leler Sehnen  eines  Kegelschnitts  können  durch  Betrachtung  einer 
damit  collinear  verwandten  Figur  noch  sehr  verallgemeinert  werden. 

Seien  A,  B,  C,  D  und  A\  B\  C,  D'  zwei  Systeme  von  vier 
Puncten,  deren  jedes  in  einer  Ebene  enthalten  ist,  und  bei  deren 
jedem  keine  drei  Puncte  in  einer  Geraden  liegen.  Man  setze  diese 
Puncte  der  Reihe  nach  einander  entsprechend,  A'  dem  A,  B'  dem  B 
u.  s.  w. ;  so  kann  man  nach  dem  Gesetze  der  CoUineationsverwandt- 
schaft  für  jeden  fünften  Punct  des  einen  Systems  den  entsprechen- 
den fünften  des  anderen  finden  (§.  219). 

Werde  nun  durch  erstere  vier  Puncte  ein  Kegelschnitt  be- 
schrieben. Diesem  wird  eine  durch  letztere  vier  Puncte  gehende 
Curve  entsprechen,  welche  gleichfalls  ein  Kegelschnitt  ist  (§.  220,  c), 
also  jedem  Puncte  des  einen  Kegelschnitts  ein  Punct  des  anderen, 
so  wie  auch  der  Tangente   in  dem   ersteren  Puncte  die  Tangente  in 

dem  letzteren. 

23* 
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5.  272. 


In  dem  durch  A,  .  .,  D  beschriebenen  Kegelschnitte  seien  E 
und  F  (Fig.  63)  noch  zwei  andere  Puncte,  so  genommen,  dass  sich 
die  drei  Sehnen  AB,  CD,  EF  in  einem  Puncte  Z  schneiden;  so 
wird   auch,   wenn  E\  F'   die   den  E,  F  entsprechenden   Puncte   in 


Fig.  63. 

dem  anderen  Kegelschnitte  sind,  die  Sehne  E'  F'  durch  den  dem  Z 
entsprechenden  Punct  Z'  ^  A'B'  •  CD'  gehen.  AYeil  ferner  die 
anfänglichen  zwei  Systeme  von  vier  Puncten,  A,  ...  D  und  A',  ..,  D\ 
von  einander  ganz  unabhängig  genommen  werden  können,  so  wollen 
wir  setzen,  A'B'  und  CD'  seien  mit  einander  parallel,  also  Z'  ein 
unendlich  entfernter  Punct,  folglich  auch  E'F'  mit  diesen  Sehnen 
parallel.  Bezeichnen  wir  alsdann  die  Mittelpuncte  von  A'B',  CD', 
E'F'  resp.  mit  M',  N',  O',  so  liegen  diese  Puncte,  nach  §.  267,  in  einer 
durch  den  Mittelpunct  des  Kegelschnitts  gehenden  Geraden,  welche  z' 
heisse;  und  es  werden,  wenn  31,  y,  O  die  entsprechenden  Puncte 
in  den  Linien  AB,  CD,  EF  der  ersten  Figur  sind,  auch  diese 
Puncte  in  einer  Geraden  z  liegen.  Aber  noch  mehr:  wegen  der 
Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  zwischen  sich  entsprechen- 
den Puncten   in  coUinear  verwandten  Figuren  (§.  221,  2),  muss  sein; 

{A,  B,  Z,  31)  =  [A',  B',  Z',  31'). 

Da  nun  Z'  unendlich  entfernt  ist,  so  sind  A'Z'  und  B'Z'  als 
gleich  zu  betrachten,  und  daher  A'Z'  =  —  Z'B' :  folglich,  weil  auch 
A'3I'  =  31' B'  ist, 

{A',  B',  Z',  31')  =  —  1 ; 


also  auch 
und  eben  so 


(C,  D,  Z,  N)  =  —  i, 
welches  uns  folgenden  Satz  ofiebt; 


{A,  B,  Z,  31)  =  -  1 , 

E,  F,  Z,   0)  =  —  l- 
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1)  Hat  man  ein  System  (heier  oder  mehrei^er  Sehnen  eines  Kegel- 
schnitts,  xcelche  sich  in  einem  und  demselben  Puncte  Z  schneiden^  und 
hestimmt  man  i?i  Jeder  dieser  Sehnen  eine7i  noch  anderen  Punct  so,  dass 
die  Sehne  durch  ihn  und  durch  den  Punct  Z  harmonisch  getheilt  vnrd, 
so  liegen  alle  diese  anderen  Puncte  [M,  iV^,  0,  .  .)  in  einer  geraden 
Linie  z. 

Man  ziehe  an  den  zweiten  Kegelschnitt  in  A'  und  B'  Tangenten, 
so  liegt  ihr  gegenseitiger  Durchschnitt  mit  dem  Mittelpuncte  M'  von 
A'B'  und  mit  dem  Mittelpuncte  des  Kegelschnitts  in  einer  Geraden 
(§.  268,  f),  d.  i.  in  der  Geraden  z'\  folglich,  wenn  wir  dieses  auf  den 
ersten  Kegelschnitt  anwenden: 

2)  In  der  Linie  z  sind  die  Durchschnitte  je  zweier  Tangenten 
begriffen,  icelche  an  die  Endpimcte  derselben  Sehyie  gelegt  werdeyi  (an 
A  und  B,  an  C  und  Z>,  etc.). 

Man  setze 

AC-  BD=  V    und    AD  •  BC  =  W, 
so  ist  nach  §.  198,  3 

{A,  B,  Z,    VW)  =  {C.  Z),  Z,    VTV)  =  —  1. 
Die  Gerade    VTV  ist  folglich  einerlei  mit  z;  d.  h. 

3)  Die  Linie  z  enthält  auch  die  Durchschnitte  Je  zweier  Geraden, 

womit  die  Endpuncte  Je  ziceier  Sehnen  verbunden  tverdeti. 

Weil  endlich 

[A,  B,  Z,  z)  =  —  ] , 

und  daher,  wenn  Z  ausserhalb  A  und  B  liegt,  der  Durchschnitt 
von  z  mit  AB  zwischen  A  und  B  fallen  muss,  also  auch  dann 
noch  dazwischen  fallen  muss ,  wenn  A  und  B  einander  unendlich 
nahe  Kegen,  d.  h.  wenn  ZAB  zur  Tangente  wird,  so  schliessen  wir: 

4)  Liegt  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  Sehnen,  Z,  ausser- 
halb des  Kegelschtiitts,  und  zieht  man  an  letzteren  von  Z  aus  zwei 
Tangenten,  so  fallen  die  Berührungsptmcte  ebenfalls  in  die  Linie  z, 
sind  folglich  einerlei:  mit  den  Puncten.  in  denen  diese  Linie  die  Curve 
schneidet. 

§.  273.  Nimmt  man  umgekehrt  in  der  Geraden  z  ausserhalb 
des  Kegelschnitts  einen  beliebigen  Punct  U  und  zieht  von  demselben 
zwei  Tangenten  UG  und  UH  an  ersteren,  wo  G  und  H  die  Be- 
rührungspuncte  sind,  so  liegen  G  und  H  mit  Z  in  einer  Geraden. 
Denn  wäre  dieses  nicht,  so  schneide  ZG  die  Curve  noch  einmal  in  H,, 
und  es  müsste  der  Durchschnitt  der  Tangenten  an  G  und  an  H, 
ein  Punct  von  z  sein;  folglich,  weil  die  Tangente  an  G  die  z  in  U 
schneidet,    so    müsste    auch    die    Tangente    an    H,   durch   U  gehen: 
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folglich  müssten  von  U  drei  Tangenten  UG,  VH,  UH,  an  den 
Kegelschnitt  gezogen  werden  können,  welches  nicht  möglich  ist;  also: 

Hat  man  in  einer  Ebene  einen  Kegelschnitt  und  eine  Gerade  2, 
und  zieht  man  voji  drei  oder  mehreren  Functen  der  Geraden^  icelche 
ausserhalb  der  Curve  liegen^  Tangentenpaare  an  dieselbe,  so  icerden 
sich  alle  die  Geraden,  tcelc'he  die  Berührungspuncte  Je  eines  Paares 
verbinden,  in  einem  tmd  demselben  Puncte  Z  schneiden. 

So  wie  also  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  jedem  Puncte  Z 
in  dessen  Ebene  eine  Gerade  z  entspricht,  eben  so  entspricht  auch 
umgekehrt  jeder  Geraden  z  ein  Punct  Z,  rücksichtlich  dessen  die 
Gerade  die  vorhin  erörterten  Eigenschaften  besitzt. 

§.  274.  Sei  wie  vorhin  AB  eine  der  durch  Z  gehenden  Sehnen 
und  M  der  Durchschnitt  dieser  Sehne  mit  z,  so  ist 

{A,B,Z,M)  =  -\. 
Es  folgt  hieraus,  dass  von  den  zwei  Puncten  Z  und  M  der  eiae 
innerhalb,  der  andere  ausserhalb  AB  fällt,  dass  mithin,  nachdem  Z 
ausserhalb  oder  innerhalb  des  Kegelschnitts  liegt,  z  denselben 
schneidet,  oder  ihm  nicht  begegnet.  —  Liegt  der  Punct  Z  ausser- 
halb des  Kegelschnitts,  und  rückt  er  alsdann  bis  an  die  Curve  selbst 
fort,  so  gehen  die  zwei  durch  Z  zu  legenden  Tangenten  und  die, 
die  Berührungspuncte  verbindende,  Gerade  z  (§.  272,4)  in  eine  zu- 
sammen, so  dass,  wenn  Z  in  den  Umfang  des  Kegelschnitts  fällt, 
z  eine  Tangente  in  diesem  Puncte  Avird.  Für  ein  unendlich  ent- 
ferntes Z  endlich  werden  die  Sehnen  einander  parallel  und  z  ein 
Durchmesser  des  Kegelschnitts;  welches  der  zum  Grunde  gelegte 
Normalfall  ist. 

§.  275.  Soll  für  einen  gegebenen  Punct Z 
die  entsprechende  Gerade  z  gefunden  werden, 
so  geschieht  dies,  wenn  Z  ausserhalb  des 
Kegelschnitts  liegt,  am  einfachsten  dadurch, 
dass  man  von  Z  an  den  Kegelschnitt  zwei 
Tangenten  ZS,  ZT  (Fig.  64)  legt,  wo  dann 
die  Gerade  ST,  welche  die  Berührungs- 
puncte verbindet,  die  gesuchte  z  sein  wird. 
„.    ,.,  Allgemein    anwendbar  ist  nach  §.  272,  2 

Flg.  f)4.  O  J 

folgendes  Verfahren,  mag  der  gegebene 
Punct  Y  innerhalb  oder  ausserhalb  des  Kegelschnitts  liegen.  Man 
ziehe  durch  Y  zwei  die  Curve  schneidende  Gerade  ST  und  LI", 
und  an  die  Endpuncte  dieser  Sehnen  Tangenten,  welche  sich  resp.  in 
Z  und  TF  schneiden;  so  hi  ZW  die  verlangte,  dem  Y  entsprechende 
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Gerade  y.  —  Zugleich  folgt  hieraus,  dass,  wenn  Z  ausserhalb  liegt, 
jedem  Puncte  Y  der  Geraden  z  eine  durch  Z  gehende  Gerade  y 
entspricht. 

Liege  Y,  wie  in  der  Figur,  zwischen  >S'  und  T,  also  innerhalb 
des  Kegelschnitts,  und  sei  X  ein  beliebiger  dritter  Punct  in  der  als- 
dann ausserhalb  fallenden  Geraden  ZW  oder  y,  so  wird  nach  §.  273 
die  Gerade,  gelegt  durch  die  Berührungspuncte  der  von  X  an  den 
Kegelschnitt  gezogenen  Tangenten,  durch  Y  gehen.  Da  nun  diese 
Gerade  die  dem  Puncte  X  entsprechende  Linie  ist  (§.  272,4),  so 
schliessen  Avir,  dass  auch  bei  einem  innerhalb  liegenden  Puncte  Y 
und  der  dann  ausserhalb  fallenden  ihm  entsprechenden  Geraden  y, 
jedem  Puncte  X  der  letzteren  eine  durch  den  ersteren  gehende 
Gerade  entspricht. 

Weil  endlich  dem  Puncte  S  des  Kegelschnitts  selbst  die  daran 
gezogene  Tangente  SZ  (voriger  §.),  und  dem  Puncte  Z  derselben 
die  durch  S  gehende  Gerade  ST  entspricht,  so  können  wir  allge- 
mein folgenden  Satz  aufstellen. 

1)  Entspricht  dem  Puncte  X  die  Gerade  ä;,  so  entspricht  auch 
umgekehrt  jedem  Puncte  von  x  eine  durch  X  gehende  Gerade. 

Wir  folgern  hieraus  leicht  weiter: 

2)  Sind  X,  Y  zwei  Puncte  und  x,  y  die  ihnen  entsprechenden 
Geraden,  so  entspricht  dem  Durchschnittspuncte  von  x,  y  die  durch 
X  und   Y  gezogene  Gerade. 

Denn  einem  Puncte  in  x  entspricht  eine  Gerade  durch  X,  und 
einem  Puncte  in  y  eine  Gerade  durch  Y,  folglich  dem  gemein- 
schaftlichen Puncte  von  x  und  y  die  Gerade,  welche  durch  X  und  Y 
zugleich  geht. 

Ist  Z  ein  dritter  Punct  der  Geraden  X  Y,  so  muss  die  ihm  ent- 
sprechende Gerade  z  durch  den  der  Geraden  X  Y  entsprechenden 
Punct  x-y  gehen.  Und  umgekehrt,  wird  durch  den  Punct  x-y 
eine  dritte  Gerade  z  gezogen,  so  muss  Z  in  X  Y  hegen,  indem  sonst 
dem  gemeinschaftlichen  Durchschnitte  von  x,  y,  z  drei  verschiedene 
Gerade   YZ^  ZX,   X  Y  entsprechen  würden.     Also: 

3)  Liegen  drei  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Geraden,  so 
schneiden  sich  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  einem  Puncte, 
und  umgekehrt. 

Man  bemerke  dabei  noch,  dass,  Avenn  die  Gerade,  in  welcher 
die  Puncte  X,  Y,  Z  liegen,  unendlich  entfernt  angenommen  wird, 
die  in  einem  Puncte  zusammentreffenden  Geraden  .r,  y,  z  Durch- 
messer des  Kegelschnitts  werden,  und  dass  man  somit  auf  den  Satz 
zurückkommt,  dass  alle  Durchmesser  sich  in  einem  Puncte  schneiden. 
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§.  276.  "Wie  man  bald  wahrnimmt,  lassen  sich  die  eben  er- 
haltenen Sätze  sehr  vortheilhaft  dazu  anwenden,  um  aus  gewissen 
schon  gefundenen  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  neue,  analoge 
Eigenschaften  abzuleiten.  So  wie  nämlich  jedem  Puncte  in  der 
Ebene  einer  solchen  Curve  eine  Gerade  entspricht,  vmd  umgekehrt, 
eben  so  giebt  es  für  jede  zur  dritten  Classe  (§.  248)  gehörige  Eigen- 
schaft der  Kegelschnitte,  wonach  gewisse  Gerade  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  oder  gcAvisse  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  eine  ent- 
sprechende, mit  Hülfe  jener  Sätze  zu  findende  Eigenschaft,  wo  Puncte 
mit  Geraden  und  das  Liegen  in  einer  Geraden  mit  dem  Zusammen- 
treffen in  einem  Puncte  gegenseitig  vertauscht  sind. 

Um  dieses  vorläufig  durch  ein  Paar  einfache  Beispiele  zu  er- 
läutern, wollen  wir  zuerst  das  um  einen  Kegelschnitt  beschriebene 
und  denselben  in  A' ,  B',  C  berührende  Dreieck  ABC  (Fig.  60)  in 
Betrachtung  ziehen.  Hier  entsprechen  den  Puncten  A',  B',  C  die 
Geraden  BC,  CA,  AB;  folglich  den  Puncten  A,  B,  C  die  Geraden 
B'C,  CA',  A'B';  folglich  den  Geraden  ^^',  BB',  CC  die  Puncte 
BCB'C,  CA- CA',  AB- A'B'.  Da  nun  jene  drei  Geraden  sich 
in  einem  Puncte  schneiden  {§.  260),  so  müssen  diese  drei  Puncte  in 
einer  Geraden  liegen;  wie  dies  auch  schon  aus  §.  198,4  folgt. 

Ein  anderes  Beispiel  ist  folgendes.  Sind  A,  B,  C,  D  vier  Puncte 
eines  Kegelschnitts,  und  bezeichnet  man  der  Kürze  willen  die  an  A 
gelegte  Tangente  mit  iA,  etc.,  so  liegen  die  Puncte  iA-iB  und 
iC-iD  mit  AC-BD  in  einer  Geraden  (§.272,2,3):  folglich  auch, 
wenn  man  B  und  D  gegenseitig  vertauscht:  t^  •  tZ>  und  tB'tC 
mit  ACBD  in  einer  Geraden.  Dies  giebt  mit  Hinblick  auf 
Fig.  65,  wo 

tA-iB  =  E,     tB-tC=F,     tC-tD=G, 
tD-tA  =  H,     AC-BD  =  N 
ist,  den  bekannten  Satz: 

Beschreibt  man  um  einen  Kegelschnitt  ein  Viereck  [AB  CD)  und 
ein  anderes  [EFGH)  um  denselben,  dessen  Berührung  spunde  die 
Spitze7i  des  ersteren  sind,  so  schneiden  sich  die  vier  Diagonalen  beider 
Vierecke  in  einem  Puncte  [N). 

Um  nun  für  diesen  Satz  den  analogen  aufzufinden,  so  entspricht 
der  Geraden  AC  der  Punct  tA-tC^I,  der  Geraden  BD  der 
Punct  tB  -  tD  ^  K,  den  Puncten  E  und  G  die  Geraden  AB  und 
CD,  folglich  der  Geraden  EG  der  Punct  AB-  CD^  L,  und  eben 
so  der  Geraden  FH  der  Punct  AD  -  BC  ^  M.  Da  nun  die  vier 
Geraden  AC,  BD,  EG,  FH  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  so 
müssen  die  vier  Puncte  /,  K,  L,  M  in  einer  Geraden  liegen;   d.  h.: 


§.  277, 
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Bei  zwei  auf  eben  die  Weise  i)i  und  um  einen  KegelscTinitt  be- 
schriebenefi  Vierecken  liegen  die  vier  DurchscJmittspuncte  der  gegen- 
überstehenden Seiten  in  gerader  Linie. 


Fig.  65. 

Noch  kann  bei  dieser  Figur  bemerkt  werden .  dass  die  Gerade 
ENG  auch  durch  den  Punct  M  geht,  indem  die  vier  Puncte  E.  G, 
N,  M  in  der  dem  Puncte  L  entsprechenden  Geraden  liegen.  Auf 
gleiche  Art  sind  auch  i%  H,  K,  L  in  einer  Geraden,  in  der  dem 
Puncte  31  entsprechenden,  enthalten.     Nach  §.  198,  3  ist  nun 

[A,  B,  L,  NM)  =  —  1 ; 
mithin  -wird  von   den   vier  Geraden  NA,  NB,  NL,  NM,   d.  i.  von 
AC,   BD,  FH,    EG    die    Gerade   ABL,    und    folglich    auch   jede 
andere   Gerade   (§.  189)    harmonisch   geschnitten.      Da    endlich   EA, 
EB ,  ENM  die  Gerade  IL  in  /,  K,  M  schneiden,  so  ist  auch 

(/,  K,  L,  M)  =  —  1 : 
also: 

Von  den  vier  Diagonalen  beider  Vierecke  loird  Jede  aridere  Gerade 
harmonisch  geschnitten ;  und  eben  so  bilden  auch  die  vier  in  einer 
Geraden  liegenden  Durchschnittspuncte  der  gegenüberstehenden  Seiten 
eine  harmonische  Theilung. 


Eigenschaften  in  nnd  nm  einen  Kegelsclinitt  beschriebener 

Sechsecke. 

§.  277.  Der  allgemeine  Ausdruck  eines  Kegelschnitts,  welcher 
jede  der  drei  Fundamentalseiten  in  zwei  Puncten  schneidet,  ist  nach 
§.  63,  1  : 

a  [v  —  «)  [v  —  a)  A-^ß  (r  —  b){v  —  b')B -{- ■•■, 
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§.  278. 


oder,  wenn  Avir  nur  Vieleckschnittsverhältnisse  entwickeln  wollen 
lind  uns  daher  des  abgekürzten  Calculs  bedienen,  nach  welchem  die 
Coefficienten  a,  ß,  y  mit  den  Buchstaben  A,  B,  C  vereinigt  werden 
können : 

[v  —  o)  (y  —  a)  A-\-{v  —  b)  (ü  —  h')B+  {o  —  c)  [v  —  c)  C. 
Heissen  die  Durchschnitte  der  Curve  mit  BC,  CA,  AB,    resp. 
J/,  P;  N,   Q;   O,  B  (Fig.  66),  so  hat  man: 

M  =  {a  —  b)  [a  —  b')B  +  [a  —  c)  [a  —  c)  C\ 


für  V  =  cfj 

für  0  =  b; 

für  V  =  c] 

für  V  =  a' : 

für  ü  =  b' : 


iV  =  (6  —  c) [b  —  c)  C+{b  —  a) [b  —  a)A, 
0=  {c  ~  a){c  —  a')A  -{-  {c  —  b){c  —  b')B , 
P  =  («'—  b)  [a  —  b')  B  +  («'—  c)  {a  —  c')  C, 
Q  =  {b'—  c)  [b'—  c)  C  +  [b'—  a)  [b'—  a')A, 
R  =  {c  —  a)  [c  —  a)  A  +  {c  —  b)  {c  —  b')  B , 


für  D  =  c' . 

Hieraus  fliessen  die  Dreieckschnittsverhältnisse- 
BM      CN     AO  _        a  —  c'      b  —  a'      c_ 

NA  '  ^B~~  o^^b'  '  b  —  c    '  c  —  a' 
CQ      AR  a'—c      b'—a      c'—b 


b' 


MC 
BP 
PC      QA  '  RB 


folglich  ist 

I) 
d.  h. 


a  —  b  '  b' —  c  '  c  —  a  ' 
BM.BP      CN.CQ      AO.AR 


MC .  PC  '  NA  .  QA  '  OB  .  RB 


=  h 


Hat  man  ein  Dreieck  ABC  utid 
einen ,  Jede  Seite  desselbeti  oder  ihre 
V erlang  eriing  schneidenden ,  Kegel- 
sch?iitt,  so  ist  das  Product  ans  den 
sechs  Verhältnisseti,  nach  welchen  die 
Seiteji  des  Dreiecks  BC,  CA,  AB, 
Jede  ziceimal,  von  dem  Kegelschnitte 
getheilt  werden,  der  Einheit  gleich. 

§.  278.      Wird    umgekehrt    aus 
sechs   Puncten   M,  . . . ,   R    in    einer 
Ebene  ein  Dreieck  ABC  construirt,  indem  man 

NQ-  OR  =  A,     CR-  MP  =  B,    MPNQ  =  C 
setzt,  und  findet  alsdann  zwischen  den  Segmenten  der  Dreiecksseiten 
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die  Gleichung  I)  statt,  so  liegen  die  sechs  Puncte  in  einem  Kegel- 
schnitte. —  Denn  durch  fünf  Puncte  ist  ein  Kegelschnitt  voll- 
kommen bestimmt.  Träfe  nun  der  durch  M,  N,  O,  P,  Q  bestimmte 
Kegelschnitt  die  Gerade  AB  nächst  O  nicht  noch  in  B,  sondern  in 
einem  anderen  Puncte  B',  so  müsste  die  vorige  Gleichung  I)  noch 
bestehen,  wenn  man  darin  R'  für  B.  substituirte ;  es  müsste  folglich 
sich  verhalten 

AB  :  BB  =  AB'  :  B'B, 

welches  nicht  möglich  ist. 

Nun  haben  wir  in  §.  243,2  gesehen,  dass  dieselbe  Gleichung  I) 
auch  bei  zwei  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  (Fig.  52)  statt  hatte,  bei 
denen  die  Geraden  durch  die  gleichnamigen  Spitzen  sich  in  einem 
Puncte  schnitten,  folglich  die  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten 
in  einer  Geraden  lagen,  und  wo  M,  N,  ...,  B,  eben  so  wie  hier  in 
den  Seiten  des  Dreiecks  ABC  vertheilt,  die  Durchschnitte  der  un- 
gleichnamigen Seiten  waren.  Dies  giebt  uns,  in  Verbindung  mit  dem 
eben  umgekehrten  Satze  des  vorigen  §.,  folgendes  Theorem: 

Wenn  ztvei  Dreiecke  in  einer  Ebene ^  ABC  und  A'B'C,  eine 
solche  Lage  gegen  einander  haben  ^  dass  die  drei  Geraden  durch  die 
gleichnamigen  Spitzen^  AA',  BB',  CC,  in  einem  Puncte  sich  schnei- 
den, so  liegen  die  drei  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten,  BC  B'  C , 
CA  '  CA',  AB  '  A'B'  in  einer  Geraden,  und  die  sechs  Durchschnitte 
der  ungleichnamigen  Seiten,  BC  '  CA',  BC  '  A'B',  CA  •  A'B',  etc. 
in  einem  Kegelschnitte. 

§.  279.  Der  aus  §.  243  angezogene  Satz  kann  auf  doppelte 
Weise  umgekehrt  werden. 

a)  Liegen  die  Puncte  BC  •  B' C ,  CA  ■  CA',  AB  ■  AB'  in  einer 
Geraden,  so  schneiden  sich  umgekehrt  die  Geraden  AA',  BB',  CC 
in  einem  Puncte,  und  es  besteht  folglich  zwischen  den  Segmenten 
der  Seiten  des  Dreiecks  ABC  die  Gleichung  I).  —  Denn  ginge  CC  ■ 
nicht  durch  den  Punct  AA' •  BB',  so  schneide  die  durch  C  und 
diesen  Punct  geführte  Gerade  die  B'C  in  C",  und  es  müssten  zu- 
folge des  directen  Satzes,  und  weil  B'C"  in  B'C  fällt,  die  Puncte 
BCB'C,  CA-C"A',  AB- A'B'  in  einer  Geraden  liegen;  in  der 
Geraden  durch  BC'B'C  und  AB  A'B'  müsste  folglich  nächst 
CA  •  CA'  noch  CA  •  C"A'  enthalten  sein ;  folglich  müssten  sich  die 
drei  Linien  CA,  CA',  C"A'  in  einem  und  demselben  Puncte  dieser 
Geraden  schneiden,  welches  nicht  sein  kann,  da  die  letzteren  zwei 
sich  schon  in  A'  begegnen. 

b)  Besteht  zwischen  den  Segmenten  der  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
die    Gleichung   I),   so   werden   die   Durchschnitte    der   gleichnamigen 
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Seiten  beider  Dreiecke  in  einer  Geraden  liegen,  und  folglich  nach  a) 
die  Geraden  durch  die  gleichnamigen  Spitzen  sich  in  einem  Puncte 
schneiden.  —  Denn  läge  in  der  Geraden  durch  die  Puncte  BC  •  B'C 
und  ABA'B'  nicht  auch  der  Punct  CA- CA',  so  werde  diese 
Gerade  von  CA  in  X,  und  AB  von  MX  in  R'  geschnitten.  Als- 
dann müsste  nach  a)  die  Gleichung  I)  noch  bestehen,  wenn  darin 
R'  für  R  substituirt  würde,  welches  aber,  wie  schon  in  §.  278  gezeigt 
worden,  nicht  möglich  ist. 

Aus  dieser  doppelten  Umkehrung  des  Satzes  in  §.  243  und  der 
Umkehrung  des  Satzes  in  §.  277  fliesst  nun  leicht,  dass  von  den 
vier  Bedingungen: 

1)  die  drei  Geraden  durch  die  gleichnamigen  Spitzen  schneiden 
sich  in  einem  Puncte; 

2)  die  drei  Puncte,  in  denen  sich  die  gleichnamigen  Seiten 
schneiden,  liegen  in  einer  Geraden; 

3)  die  sechs  Durchschnitte  der  ungleichnamigen  Seiten  liegen  in 
einem  Kegelschnitte : 

4)  die  Gleichung  I) : 

eine  jede  zur  Voraussetzung  gemacht,  und  die  jedesmal  drei  übrigen 
zu  Folgen  genommen  werden  können.  Dies  giebt,  mit  Uebergehung 
der  vierten  Bedingung,  drei  verschiedene  Sätze ,  von  denen  der  eine 
schon  in  §.  278  aufgestellt  worden.  Die  beiden  anderen,  wo  3)  als 
Folge  von  2)  und  umgekehrt  genommen  wird,  sollen  den  Inhalt  des 
nächsten  §.  ausmachen. 

§.  280.  1)  We7i7i  von  zwei  Dreiecken  ABC  und  A B'C  in  einer 
Ebene  die  drei  Durchschnitte  der  gleichnamigen  Seiten  in  einer  Geraden 
liegen ,  so  kann  durch  die  sechs  Durchschniite  der  ungleichnamig eti 
Seiten  eiti  Kegelschnitt  heschriehoi  werden.     Oder: 

Wenn  hei  einem  Sechsecke  (3IPNQ0R)  die  drei  Durchschnitte 
der  drei  Paare  gegenüberstehender  Seiten  [MP  •  QO,  PN-  OR. 
NQ-  RM)^  in  einer  Geraden  liegen,  so  sind  die  Spitze7i  des  Sechs- 
ecks in  einem  Kegelschnitte  enthalten. 

Mittelst  dieses  Satzes  lässt  sich  sehr  leicht  die  Aufgabe  lösen: 
Zu  fünf  gegebenen  Puncteji  einer  Kbene.  31.  P,  X.  Q,  0.  noch  andere 
Puncte  der  Ebene  zu  finden.,  tcelche  in  dem  durch  die  gegebenen  fünf 
zu  beschreibende7i  Kegelschyiitte  liegen.  —  Man  ziehe  durch  0  eine 
beliebige  Gerade   OB,  suche 

OB  -  NP  =  X.     MP  -  OQ=Y,     XY    QX=  Z. 
und  es  ist  ZJf-  OB  ^  R  ein  sechster  Punct  des  Kearelschnitts. 
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2)  Bei  eineiJi  in  einen  Kegelschnitt  heschriehenen  Sechsecke  liegen 
die  drei  Puncte,  in  denen  sich  Je  ztcei  gegenüberstehende  Seiteji  des- 
selben schneiden^   in  einer  geraden  Linie. 

Der  Entdecker  dieses   sehr  merkwürdigen   Satzes   ist  Robert   Simson. 
Siehe  dessen  Sect.  con.  V,  4". 

§.  281.  Zusätze,  a)  Aus  dem  letzteren  Satze  können  auch 
die  im  Vorigen  entwickelten  Eigenschaften  eines  in  einen  Kegel- 
schnitt beschriebenen  Vierecks  sehr  leicht  abge- 
leitet werden.  Lässt  man  nämlich  die  zwei  End- 
puncte  einer  Seite  RM  des  einbeschriebenen 
Sechsecks,  in  dem  Kegelschnitte  bis  zum  Zu- 
sammenfallen sich  einander  nähern,  so  wird  die 
Seite  selbst  gleich  Null,  ihre  Verlängerung  aber 
zu  einer  Tangente  des  Kegelschnitts.  Setzt  man 
nun,  dass  eben  so  Q  mit  iV  zusammenfalle,  so 
verwandelt  sich  das  Sechseck  in  das  einbeschrie- 
bene Viereck  MPNO,  und  die  drei  Puncte, 
Avelche  in  einer  Geraden  liegen  sollen,  werden  mit 
Anwendtmg  der  in  §.  276  gebrauchten  Bezeich- 
nung   fiir    die   Tangenten:    MF    NO,    PNOM, 

•  rig.  67. 

tN'tM]    übereinstimmend   mit   Fig.  63    und   65, 

wenn  man  die  dortigen  A,  B,   C,  D  mit  M,  N,   0,  P  vertauscht. 

b)  Die  hierbei  verschwindend  angenommenen  Seiten  des  Sechs- 
ecks sind  zwei  einander  gegenüberstehende.  Lässt  man  aber  zwei 
solche  Seiten  in  Null  übergehen,  die  nur  eine  zwischen  sich  haben, 
z.  B.  QO  und  RM,  so  erhält  man  das  Viereck  MPNO  mit  den 
drei  in  einer  Geraden  liegenden  Pimcten:  MPiO,  PN'  OM, 
NO  •  t3I.  Siehe  Fig.  67.  Dies  lässt  sich  folgendergestalt  durch 
Worte  ausdrücken: 

Der  Schneidepunct  der  Diagonalen  eines  in  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenen Vierecks  MNOP  liegt  in  gerader  Litiie  mit  den  ztcei 
Puncten,  in  icelchen  die  Tangenten  an  die  Endpuncte  einer  Diagonale 
MO  zwei  gegenüberstehende  Seiten  MP,  NO  schneiden. 

c)  Wendet  man  diese  Construction  auf  beide  Paare  gegenüber- 
stehender Seiten  und  auf  beide  Diagonalen  an,  so  erhält  man  den 
achteckigen  Stern  in  Fig.  68,  welcher  sich  folgendergestalt  be- 
schreiben lässt. 

AB  CD  ist  ein  Viereck  in  einem  Kegelschnitte,  EFGH  ein 
anderes  um  denselben,  dessen  Berührungspuncte  die  Spitzen  des  ersteren 
sind.     Alsdann   bilden   die  Durchschnitte   der  Seiten  des   einen  mit  den 
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Seiten  des  anderen  Vierecks  die  Spitzen  eines  AcJitecks  3IN0PQRST, 
desse7i  Seiten  MN,  NO,  OP,  ...  abwechselnd  in  die  Seiten  des  einen 
und  des  änderten  Vierecks  fallen,  und  welches  nachstehende  Eigen- 
schaften besitzt: 

1 )  Die  vier  Diagonalen  beider  Vier- 
ecke,  AC,  BD,  EG,  FH,  schneiden 
sich  in  einem  Puncte  (§.  276). 

2)  In  demselben  Puncte  treffen  auch 
die  vier  Diagoncden  durch  die  gegen- 
überstehenden Spitzen  des  Achtecks, 
MQ,  NB,  OS,  PT,  zusammen.  fV^or- 
hergeliender  Satz.) 

3)  Durch  alle  acht  Spitzen  des 
Achtecks  lüsst  sich  ein  Kegelschnitt  be- 
schreiben. 

Dieses    letztere    kann    so    bewie- 
sen werden.    —    Von   dem   Sechsecke 
MNOPQR  schneiden  sich  die  cresren- 
überstehenden    Seiten    MN  und    PQ 
Auch    lieofen    nach    dem    vorigen   Ab- 


Fig.  68. 


in   D,   NO   und    QU   in  C. 
schnitte  dieses  §.  die  drei  Puncte 

AB- CD,     tABC\     tBAD, 
d.  i. 

OPCD,  R,  31, 

und  folglich  OP  •  E3I,  D,  C,  d.  i.  der  Durchschnitt  des  dritten 
Paares  gegenüberstehender  Seiten  mit  den  Durchschnitten  des  ersten 
und  zweiten  Paares  in  einer  Geraden.  Es  sind  folglich  die  sechs 
auf  einander  folgenden  Spitzen  des  Achtecks,  31,  N,  ...,  R,  in  einem 
Kegelschnitte  enthalten.  Eben  so  Averden  auch  die  sechs  auf  ein- 
ander folgenden  Spitzen  N,  0,  P,  Q,  R,  S  in  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Da  nvm  diese  letzteren  sechs  Puncte  mit  den  sechs  ersteren 
die  fünf  Puncte  N,  O,  P,  Q,  R  gemein  haben,  durch  fünf  Puncte 
aber  nur  Ein  Kegelschnitt  bestimmt  wird,  so  müssen  alle  sieben 
Puncte  31,  N,  ...,  S  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  und  aus  gleichem 
Grunde  auch  die  sieben  Puncte  X,  0,  . . .,  T,  und  z\\-ar  in  demselben 
wie  die  vorigen;  mithin  liegen  alle  acht  Puncte  31,  N,  ...,  T  in  einem 
und  demselben  Kegelschnitte. 


§.  282.  Wir  wollen  jetzt  von  dem  Satze,  dass  die  drei  Durch- 
schnitte der  gegenüberliegenden  Seiten  eines  in  einen  Kegelschnitt 
beschriebenen  Sechsecks  in  gerader  Linie  liegen,  den  analogen  auf- 
suchen. —   Sei  ABC DEF  (Fig.  69)    ein   in   einen   Kegelschnitt   be- 
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schriebenes  Sechseck.    Man  lege  an  die  Spitzen  desselben,  A,  B,  C,  etc. 
die  Berührenden  MG,   GH,  HI,  etc.:    so   entsprechen  sich  AB  und 
tAiB=G,    BC    und    tB'tC=H,     CD    und    7,    etc.;   folgHch 
AB  •  DE  und  GK,  BC  •  EFund  HL,  CD  •  FA 
und  131.     Da  nun  nach   obigem  Satze  die  drei 
Puncte  AB-  DE,  BC  •  EF,   CD  ■  FA  in  einer 
Geraden  liegen,   so  müssen  sich  die  drei  Gera- 
den  GK,  HL,  IM  in  einem  Puncte  schneiden 
(§.  275,3):  also: 

Beschreibt  man  um  einen  Kegelschnitt  ein 
Sechsech,  so  schneiden  sich  die  drei  Diagonalen, 
ivelche  die  gegenuherliegenden  Spitzen  verbinden, 
in  einem  Puncte. 

Dieser  ebenfalls  sehr  merkmirdige,  von  Brianchon  entdeckte 
Satz  gilt  auch  umgekehrt,  so  dass,  icenn  bei  einem  Sechsecke  GHIKLM 
die  drei  Diagonalen  durch  die  gegenuherliegenden  Spitzen,  GK,  HL,  IM, 
sich  in  einem  Puncte  schneiden,  in  dasselbe  ein  Kegelschnitt  beschrieben 
loerden  hann.  Denn  berührte  der  an  die  fünf  Seiten  GH,  HI,  IK, 
KL,  LM  beschriebene  Kegelschnitt  (§.  261)  nicht  auch  die  sechste 
MG,  so  würde  eine  von  G  an  denselben  gelegte  Tangente  die  Seite 
LM  in  einem  von  M  verschiedenen  Puncte  31'  schneiden.  Mithin 
müsste,  nach  dem  directen  Satze,  nächst  73/ auch  131'  durch  den 
Schneidepunct  von  GK  und  HL  gehen,  welches  nicht  möglich  ist. 

Hieraus  fliesst  zugleich  eine  leichte  Methode,  um,  wenn  fünf 
Gerade  GH,  HI,  IK,  KL,  LM  gegeben  sind,  für  den  durch  sie  als 
Tangenten  bestimmten  Kegelschnitt  so  viel,  als  man  tvill,  noch  andere 
Tangenten  zu  finden.  —  Man  nehme  in  7^37  einen  beliebigen  Punct 
31.  und  suche,  weil  H,  I,  K  7>,  als  die  Durchschnitte  der  ersten 
und  zweiten ,  .  .  . ,  vierten  und  fünften 
Tangente,  gegeben  sind,  die  Puncte  At 

HL  ■  131  =  X,     KX  •  GH  =  G, 

so  ist  31 G  die  verlangte  sechste  Tangente. 

§.  283.  Noch  ein  Paar  andere  Sätze 
mögen  ihrer  Eleganz  wegen  hier  eine 
Stelle  finden. 

Seien  ABC,  DEF(Fig.  70)  zwei  um 
einen  Kegelschnitt  beschriebene  Dreiecke. 
Man  setze 

AB  •  DF=G,     AC'  DE  =  IL 

so  ist  BGFEIIC  ein   um  den  Kegelschnitt  beschriebenes  Sechseck. 
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Mithin  schneiden  sich  sich  die  drei  Geraden  BE,  GH,  FC  in  einem 
Puncte,  oder  wenn  wir  BE  ■  FC  ^  I  setzen :  die  drei  Puncte  G,  H,  I 
liegen  in  einer  Geraden.  Es  sind  aber  diese  drei  Puncte  dieselben, 
in  denen  sich  die  gegenüberstehenden  Seiten  des  Sechsecks  ABEDFC 
schneiden.  Mithin  kann  durch  die  Spitzen  dieses  Sechsecks  (§.  2S0), 
d.  i.  durch  die  Spitzen  der  beiden  Dreiecke  ABC  und  DEF  ein 
Kegelschnitt  beschrieben  werden;  also: 

Die  sechs  Spitzen  ziceier  um  einen  Kegelschnitt  heschrielenen  Drei- 
ecke liegen  wiederum  in  einem  Kegelschnitte. 

Um  für  diesen  Satz  noch  den  entsprechenden  zu  entwickeln,  so 
heissen  die  Berührungspuncte  in  den  Seiten  der  beiden  Dreiecke 
ABC^    DEF  (Fig.  71)    nach    den,    den    Seiten    gegenüberstehenden, 

Spitzen:  Ä,  B\  C",  D\  E\  F' .  Alsdann 
entsprechen  sich  A  und  B' C\  F  und  D'E\ 
folglich  AF  und  B' C  ■  DE'  =  M\  auf 
gleiche  Weise  CD  und  A' B' ■  E'F'=  P, 
folglich  AF  ■  CD  und  3IP;  eben  so 
BF-  CE  und  NQ,  BD  ■  AE  und  Oi?. 
Da  nun  die  drei  Puncte  AF  •  CD, 
BF  ■  CE.  BD  ■  AE  in  einer  Geraden 
liegen,  weil,  wie  vorhin  erwiesen,  die 
sechs  Puncte  A,  B ,  .  . . ,  F  in  einem 
Kegelschnitte  begriffen  sind,  so  müssen 
sich  die  drei  Geraden  MP,  NQ,  OB  in 
einem  Puncte  schneiden.  Mithin  kann  in  das  Sechseck  MNOPQB, 
d.  h.  in  die  beiden  Dreiecke  A'B'C  und  D'E'F',  deren  Spitzen  in  einem 
Kegelschnitte  liegen,  wiederum  ein  Kegelschnitt  beschrieben  werden. 
Die  sechs  Seiteti  ziveier  in  eine7i  Kegelschnitt  heschriehetien  Drei- 
ecke sind  die  Tangenten  eines  zweiten  Kegelschnitts. 

Hier  ist  also  der  dem  vorigen  entsprechende  Satz  zugleich  der 
umgekehrte  desselben. 

§.  284.  Seien  A,  B,  C,  D,  E,  F  sechs  Puncte  in  der  Ebene 
eines  Kegelschnitts,  a,  b,  c,  d,  e,  f  die  diesen  Puncten  in  Bezug 
auf  den  Kegelschuitt  entsprechenden  Geraden:  so  entsprechen  sich 
auch  AB  und  a  ■  h,  BC  und  h  '  c,  etc.:  folglich  auch 

AB  •  DE  ^  /  und  a  •  h      d  •  e  ^  i, 

d.  i.  der  Punct  /  und  die  durch  die  Puncte  a  •  h  und  d  •  e  geführte 
Gerade  i,  und  eben  so 

BC-  EF=K  und  b  ■  c~e-f=k, 
CD'  FA  =  L  und  c  d^f-  a  =  l. 


Fig.  Tl. 
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Liegen  folglich  die  Puncte  /,  K^  L  in  einer  Geraden,  so  schneiden 
sich  die  Geraden  ^,  k,  l  in  einem  Puncte  (§.  275,  3);  d.  h.  nach 
§.  280  und  §.  282 : 

Liegen  sechs  Puncte  A,  B,  C,  D,  E^  F  iti  einem  Kegelschnitte ^ 
so  giebt  es  einen  zweiten  Kegelschnitt^  der  von  den  sechs  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  herührt  icird. 

Es  versteht  sich  übrigens  von  selbst,  dass  jeder  dieser  beiden 
Kegelschnitte  von  dem  zuerst  gedachten  verschieden  ist,  rücksichtlich 
dessen  die  Puncte  und  Geraden  sich  gegenseitig  entsprechend  heissen. 
Auch  sieht  man  leicht,  dass  dieser  Satz  nicht  allein  umgekehrt 
werden,  sondern  auch  nach  einer,  der  in  §.  281,  c  angewendeten, 
ähnlichen  Schlussart  auf  jede  grössere  Anzahl  von  Puncten  und 
Geraden  ausgedehnt  werden  kann,  so  dass  allgemein,  wenn  sechs 
oder  mehrere  Puncte  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  einen  zweiten  Kegelschnitt  berühren,  und 
umgekehrt.  Es  ist  dieser  Satz  als  ein  Nachtrag  zu  den  Sätzen  1), 
2),  3)  in  §.  275  anzusehen.  Nimmt  man  an,  dass  jeder  der  sechs 
oder  mehreren  Puncte  ausserhalb  des  ursprünglichen  Kegelschnitts 
liegt,  so  kann  der  Satz  (vgl.  §.  275  zu  Anfang)  allgemein  verständlich 
so  ausgesprochen  werden: 

Hat  man  einen  Kegelschnitt  und  ausserhalb  desselben  sechs 
oder  mehrere  Puncte,  welche  in  einem  zweiten  Kegelschnitte  liegen, 
zieht  man  hierauf  von  jedem  dieser  Puncte  an  den  ersten  Kegel- 
schnitt zwei  Tangenten  und  verbindet  die  zwei  Berührungspuncte 
jedes  Tangentenpaares  durch  eine  Gerade,  so  giebt  es  einen  dritten 
Kegelschnitt,  der  von  allen  diesen  letzteren  Geraden  berührt  wird. 
Oder: 

Bewegen  sich  zivei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  so,  dass  ihr 
Durchschnitfspunct  in  eitlem  ztveiten  Kegelschnitte  fortgeht ,  so  hexoegt 
sich  die,  die  ztoei  B&rühnmgspuncte  verbindetide ,  Gerade  als  Tangente 
eines  dritten  Kegelschnitts. 

Umgekehrt :  Legt  man  an  einen  Kegelschnitt  sechs  oder  mehrere 
Tangenten,  zieht  sodann  an  einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  von 
diesen  Tangenten  geschnitten  wird,  durch  die  Schneidepuncte  neue 
Tangenten,  so  liegen  die  Durchschnitte,  je  zweier  dieser  letzteren 
Tangenten,  welche  durch  eine  und  dieselbe  der  ersteren  bestimmt 
werden,  ebenfalls  in  einem  Kegelschnitte.     Oder: 

Bewegen  sich  zivei  Tangenten  eines  Kegelschnitts  so ,  dass  die 
Gerade  durch  die  zwei  Berührungspuncte  als  Tangente  eines  zweiten 
Kegelschnitts  fortgeht,  so  beschreibt  der  Durchschnitt  Jener  zicei  Tan- 
genten einen  dritten  Kegelschnitt. 

Endlich  ist   noch  zu  bemerken,   dass,    so   wie   die   den  Puncten 
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eines  Kegelschnitts  entsprechenden  Geraden  einen  zweiten  Kegel- 
schnitt berühren,  auch  die  den  Puncten  des  zweiten  entsprechenden 
Geraden  Tangenten  des  ersten  sind.  Denn  seien  A  und  B  zwei 
Puncte  des  ersten,  A'  und  B'  zwei  Puncte  des  zweiten,  so  genom- 
men, dass  tA'  dem  A  und  tB'  dem  B  entspricht.  Es  entsprechen 
sich  daher  auch  AB  und  tA'  '  tB'.  Sind  nun  A  und  B  einander 
unendlich  nahe  Puncte,  so  sind  es  auch  A'  und  B';  alsdann  aber 
Avird  AB  verlängert  zur  Tangente,  und  der  Punct  tA'  •  tB'  fällt  mit 
A'  oder  B'  selbst  zusammen.  Wenn  daher  von  ZAvei  solchen  Kegel- 
schnitten dem  Puncte  A  des  einen  die  an  den  andern  durch  den 
Punct  A'  desselben  gelegte  Tangente  entspricht,  so  entspricht  auch 
umgekehrt  dem  Puncte  A'  des  anderen  die  an  den  ersten  durch  A 
gelegte  Tangente. 

Um  sich  dieses  noch  anschaulicher  zu  machen,  betrachte  man 
Fig.  72,  wo  durch  den  Kreis  der  Kegelschnitt  vorgestellt  ist,  rück- 
sichtlich dessen  die  Puncte  und 
Geraden  der  Ebene  sich  gegenseitig 
entsprechen  sollen,  und  wo  die  bei 
A  und  A'  gezeichneten  Bögen  zwei 
Kegelschnitte  andeuten,  die  in  der 
eben  gedachten  Beziehung  zu  ein- 
ander stehen.  Von  dem  Puncte  A 
des  einen  sind  an  den  Kreis  zwei 
Tangenten  gelegt.  Die,  die  Berüh- 
rungspuncte  derselben  verbindende 
und  daher  dem  A  entsprechende. 
Gerade  QS  berührt  den  anderen 
Kegelschnitt  in  A'.  Die  von  A'  an 
den  Kreis  gelegten  Tangenten  haben 
in  R  und  T  ihre  Berührungspuncte ,  und  die  daher  dem  A'  ent- 
sprechende Gerade  BT  muss  umgekehrt  eine  Tangente  des  ersteren 
Kegelschnitts  in  A  sein.  —  Dies  giebt  uns  schliesslich  noch  den  Satz : 
Wenn  von  einem  um  einen  KegehcJinitt  beschriebenen  Vierecke 
MNOP  der  Durchschnittspunct  A  des  einen  Paares  gegenüberstehender 
Seiten  MN,  OP  in  einem  Kegelschnitte  liegt,  und  die  Gerade  TB 
durch  die  in  dem  anderen  Seitenpaare  MP,  NO  gelegenen  Berührungs- 
puncte ,  Tangente  dieses  ziveite?z  Kegelschnitts  am  gedachten  Durch- 
schnittspuncte  A  ist,  so  liegt  auch  der  Durchschnitt  A'  des  anderen 
Seitenpaares  in  einem  Kegelschnitte,  und  die  Gerade  QS  durch  die 
Berührungspuncte  des  ersten  Seitenpaares  ist  Tangente  dieses  dritten 
Kegelschnitts  am  letzter eii  Durchschnitte  A' . 


Fig.  72. 


§.  285. 
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Fünftes  Capitel. 

Allgemeinere  Darstellung  des  gegenseitigen 
Entsprecliens  zwischen  Puneten  nnd  geraden  Linien. 


§.  285.  Im  vorigen  Capitel  wurde  gezeigt,  wie  in  Bezug  auf 
einen  Kegelschnitt  einem  jeden  Puncte  in  dessen  Ebene  eine  gerade 
Linie  und  umgekehrt  entsprach,  und  Avie  nach  den  Gesetzen  dieses 
gegenseitigen  Entsprechens  aus  einer  grossen  Anzahl  von  Eigen- 
schaften der  Kegelschnitte  andere,  analoge  Eigenschaften  derselben 
abgeleitet  werden  konnten.  Diese  Ableitung  analoger  Sätze  ist  aber 
nicht  allein  auf  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  anwendbar.  Auch 
"bei  bloss  geradlinigen  Figuren  kann  für  jede  Eigenschaft  der  dritten 
Classe,  wonach  gewisse  Puncte  in  einer  Geraden  Kegen,  oder  gewisse 
Gerade  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  eine  analoge  Eigenschaft 
aufgestellt  werden,  wo  Puncte  mit  Geraden  geofenseitio;  vertauscht  sind. 


Fig.  73. 

Hat  man  z.  B.  drei  sich  in  F  (Fig.  73)  schneidende  Gerade,  und 
werden  diese  von  zwei  anderen  Geraden  resp.  in  A,  B,  E  und  C,  D,  G 
geschnitten,  so  liegt  der  Durchschnitt  H  der  beiden  letzteren  mit 
den  Durchschnitten  /  und  K  der  Diagonalen  der  beiden  Vierecke 
ABDC  und  BEGD  in  gerader  Linie;  und  dieses  aus  dem  ein- 
fachen Grunde,  weil  die  Linie  B  D  in  F  und  in  dem  Durchschnitte 
mit  HI  sowohl  als  mit  HK  harmonisch  getheilt  wird. 

Diese  Figur  kann  also  construirt  werden,  indem  man  in  einer 
Geraden  drei  beliebige  Puncte  A,  B,  E  nimmt,  und  ausserhalb  dieser 
Geraden  nach  Willkür  noch  zwei  andere  Puncte  C,  D.  Die  übrigen 
Puncte  sind  alsdann: 

24* 
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F=ACBD,     G=CDEF, 
H=AB-  CD,     I=ADBC,     K=BG-  DE, 

von  denen  die  drei  letzteren  in  einer  Geraden  liegen. 

Nimmt  man  nun  auf  analoge  Weise  drei  sich  in  einem  Puncte 
schneidende  Gerade  a,  b,  e  und  noch  irgend  zwei  andere  Gerade  r,  d^ 
und  bestimmt  hieraus  die  Geraden: 

f^ac~b(l,     g  =  cd~ef, 
h  ^  ah      cd,     i  ^^  ad      hc,     k  ^  bp      de, 

d.  h.  die  Gerade  /,  geführt  durch  die  Durchschnitte  von  a  mit  c 
und  von  b  mit  d,  u.  s.  w. ,  so  müssen  sich  //,  i,  k  in  einem  Puncte 
schneiden. 

Um  dieses  einzusehen,  beschreibe  man  in  der  Ebene  der  letzteren 
Figur  irgend  einen  Kegelschnitt  und  suche  in  Bezug  auf  denselben 
die  den  Geraden  a,  b,  ...,  h  der  Figur  entsprechenden  Puncte,  und 
man  wii-d  somit  ein  System  von  Puncten  A,  B' ,  ...,  K'  erhalten, 
welches  hinsichtlich  der  Vertheilung  der  Puncte  in  gerade  Linien 
von  derselben  Beschaffenheit  ist,  wie  es  das  anfängliche  war,  und 
wo  erwiesenermassen  die  drei  Puncte  H,  I,  K  in  einer  Geraden 
lagen.  Folglich  müssen  es  auch  H' ,  I' ,  K' ,  und  daher  h,  i,  k  in 
einem  Puncte  zusammenkommen. 

Man  sieht  nun  leicht,  Avie  diese  Beweisführung  auch  bei  jeder 
anderen  geradlinigen  Figur  anwendbar  ist,  und  dass  man  daher 
folgendes  allgemeine  Theorem  aufstellen  kann: 

Aus  jedem  Satze,  nach  icelcliem  bei  einem  Systeme  uillkürHch 
genommener  Puncte  und  gerader  Linien  in  einer  Ebene  durch  fort- 
gesetzte Verbindung  der  Puncte  und  der  Durchschnitte  der  Linien 
andere  Puncte  und  Linien  gefunden  icerden ,  von  dene7i  getvisse  drei 
der  ersteren  in  einer  Linie  liegen,  oder  geicisse  drei  der  letzteren  sich 
in  einem  Puncte  schneiden,  lässt  sich  ein  anderer  Satz  ableiten,  indem 
man  Puncte  mit  Linien  und  das  Liegen  in  einer  Linie  mit  dem  Zu- 
sammentreffen in  einem  Puncte  gegenseitig  verwechselt. 

§.  286.  Dieses  merkwürdige,  aus  den  Eigenschaften  der  Kegel- 
schnitte gewonnene,  jetzt  aber  ohne  alle  Beziehung  auf  diese  Curven 
hingestellte  Resultat  niuss  sich  nun,  so  wie  es  bloss  die  gegenseitige 
Lage  von  Puncten  und  Geraden  betrifft,  auch  bloss  aus  der  Theorie 
der  geraden  Linie  ableiten  lassen.  —  Wir  schlagen  hierzu  folgenden 
analytischen  Weg  ein. 

Der  Ausdruck  für  eine  gerade  Linie,  welche  die  Fundamental- 
linien   in    den    Puncten    yB  —  ßC,    aC — yA,    ßA  —  C(B    (§.39,«) 
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schneidet,    also    der    allgemeine   Ausdruck    einer   Geraden    in    einer 
Ebene,  lässt  sich  unter  der  Form  darstellen: 

a  ß  y 

die   sich  für  v=l,  oo,  0   auf  jene    drei  Puncte    reducirt.  —  Man 
habe  nun  in  der  Ebene  ABC  einen  Punct 

X  =  fpaA-\-xßB-\-iljyC, 
und  eine  durch  denselben  gelegte  Gerade 

(ar)  aA ßB-\ y  C, 

p  q  r 

wo   — ,    ^  ,    —   statt  der  vorigen  « ,  ß ,  y  gesetzt  sind.      Hierzu  ist 

uöthig,  dass: 


folglich 
und  daher 


1  —  V  1        t 

H>  •  1  ■  W        —^  'q     ~r' 

pcp  .  qx:  rxp  =  \  —  v  :  —  1  :  v, 

Diese  Bedingung,  unter  welcher  X  in  ä;  liegt,  ist  also  nicht  von 
A,  B,  C  und  a,  ß,  y,  sondern  nur  von  p,  q,  r  und  q),  Xj  H>^  ^^^d 
zwar  von  den  drei  ersteren  Coefficienten  eben  so,  wie  von  den  drei 
letzteren,  abhängig.  Dieselbe  Bedingungsgleichung  wird  daher  auch 
stattfinden  müssen,  wenn  in  einer  zweiten  Ebene  A'B'C  die  Gerade 

ix')  i^^  a'A'  —  -i-  ß'B'  -\--^y'C' 

cp  X  n^ 

durch  den  Punct 

X'  =  pa'Ä  +  qß'B'  +  ry'C 
gehen  soll. 

Man  setze  demnach  die  Puncte  und  die  Geraden  beider  Ebenen 
wechselseitig    in    eine    solche    Beziehung,    dass    jedem    Puncte    der 

Ebene  ABC 

X^  fpaA-{-  ... 
die  Gerade 

ix)  a  A'  +  . . . 

^  <p 

in    der   Ebene   A'B'C,    und  umgekehrt  jedem   Puncte    der   letzteren 

Ebene 

X'  =  p a'A'  -\-  ... 
die  Gerade 

(x)  aA-\-... 

\  '  p 
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in  der  ersteren  entspricht.  Alsdann  wird  immer,  wenn  man  in  der 
einen  Ebene  willkürlich  einen  Punet  X  nimmt  und  durch  diesen 
eine  beliebige  Gerade  x  zieht,  in  der  anderen  Ebene  die  dem  Puncte 
X  entsprechende  Gerade  x'  durch  den  der  Geraden  x  entsprechen- 
den Punct  X'  gehen.  Hieraus  ist,  eben  so  wie  in  §.  275,  weiter  zu 
folgern,  dass,  wenn  X,  Y  zwei  Puncte  in  der  einen  und  x\  y'  die 
ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  sind,  dem 
Durchschnitte  x'  •  y'  der  letzteren  die  Gerade  X  Y  durch  die  beiden 
ersteren  entspricht,  und  dass,  wenn  drei  oder  mehrere  Puncte  X,  Y, 
Z,  ...  der  einen  Ebene  in  einer  Geraden  liegen,  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  x\  y\  z\  ...  in  der  anderen  Ebene  sich  in 
einem  Puncte  schneiden  müssen,  und  umgekehrt. 

Mittelst  dieser  Beziehungen  ergiebt  sich  nun  die  Richtigkeit  des 
obigen  Theorems  von  selbst.  Construirt  man  nämlich  in  der  einen 
Ebene  die  Figur  des  zu  beweisenden  analogen  Satzes  und  sucht  für 
die  Puncte  vmd  die  Geraden  dieser  Figur  die  entsprechenden  Geraden 
und  Puncte  in  der  anderen  Ebene,  so  wird  man  die  Figur  des  ur- 
sprünglichen Satzes  erhalten  und  somit  rückwärts  aus  den  schon 
bewiesenen  Eigenschaften  dieser  letzteren  Figur  auf  die  analogen 
Eigenschaften  der  ersteren  einen  Schluss  machen  können. 

§.  287.  Eine  unmittelbare  Folge  des  Vorigen  ist,  dass,  wenn 
in  der  einen  Ebene  ein  Punct  X  in  einer  Geraden  x  fortgeht,  die 
dem  X  entsprechende  Gerade  x  in  der  anderen  Ebene  sich  um 
einen  festen  Punct,  um  den  der  Geraden  x  entsprechenden  Ä",  be- 
wegt. Wird  aber  vom  ersteren  Puncte  X  irgend  eine  krumme  Linie 
beschrieben,  so  werden  sich  je  zwei  nächstfolgende  Lagen  der  ent- 
sprechenden Geraden  x'  in  einem  immer  anderen  Puncte  X'  schnei- 
den, welcher  umgekehrt  dem  Curvenelemente ,  oder  vielmehr  der 
Verlängerung  x  desselben,  entspricht,  das  während  dessen  der  Punct 
X  beschrieben  hat;  oder  mit  anderen  Worten:  die  Gerade  x  bewegt 
sich  als  Tangente  einer  zweiten  Curve,  und  ihr  Berührungspunct  X' 
mit  derselben  entspricht  der  an  die  erste  Curve  in  X  gelegten  Tan- 
gente X.  Jeder  Curve  in  der  einen  Ebene  gehört  also  eine  Curve 
in  der  anderen,  und  jedem  Puncte  in  der  ersteren  Curve  ein  Punct 
in  der  letzteren  zu ,  dergestalt ,  dass  immer  der  eine  Punct  der 
an  den  zugehörigen  anderen  Punct  gelegten  Tangente  entspricht. 
Vergl.  §.  284. 

Um  die  Relation  zwischen  den  Ausdrücken  zweier  sich  auf 
solche  Weise  zugehörigen  Curven  zu  finden,  so  seien  (mit  Weglassung 
von  a,  ß,  ...,  /) 


I 


J 
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I)  pA  +  qB  +  rC, 

l*)  p,A-{-q,B  +  r,C 

zwei  nächstfolgende  Puncte  der  einen  Ciirve,  und  daher 

H)  Lizf  ^' _  _L  5' +  JL  c, 

'  p  q  r 

n*)  l^Z:^  A'--B'  +  -C' 

p,  q,  r, 

die  diesen  Puncten  entsprechenden,  zwei  nächstfolgenden  Tangenten 
der  anderen  Curve.  Der  gegenseitige  Durchschnitt  dieser  Tangenten, 
also  der  dem  Puncte  I)  in  der  ersten  Curve  zugehörige  Punct  in 
der  ZAA'eiten,  sei 

III)  sA'  -{-tB'  -\-uC'] 

so  hat  man,  weil  III)  sowohl  in  II)  als  in  11*)  liegen  soll,  die  Glei- 
chungen (voriger  §.): 

ps  -\-  qt-\-ru  =  0,     p,s  -\-  q,f  -\-  r,u  =  0, 
und  daher 

s  :  t  :  ZI  =  qr,  —  q,r  :  rp,  —  r,p  :  pq, — p,q. 

Denkt   man    sich   nun  /),  q,  r   als    Functionen    einer  Veränder- 
lichen .-r,  so  ist: 

folglich 

dr*  do' 

s  :  t  :  u  =  q  —^ r  -^  :  etc. 

dx  dx 

und  es  -wird  hierdurch 

welches  daher  zugleich  den  Ausdruck  für  die  der  Curve  I)  zugehörige 
Curve  vorstellt. 

Ist  die  Linie  I)  von  der  zweiten  Ordnung,  so  hat  man  (§.  59) 

p  =  a-\-ax-{-  a"x^,     q  =  b  +  b' x -i-  b"x*-,     r  =  c -^  c' x  +  c".:-*, 
folglich 

^  =  a'  +  2a"x,     -^  =  b'-{-2b"x,     ^  =  c'-^2c"x, 
dx  dx  dx  ' 

wodurch,  wie  man  leicht  sieht,  die  Coefficienten  in  III)  ebenfalls  von 
quadratischer  Form  w^erden.  Die  einem  Kegelschnitte  zugehörige 
Curve  ist  daher  gleichfalls  ein  Kegelschnitt;  d.  h.  liegen  sechs  oder 
mehrere    Puncte    in    einem    Kegelschnitte,    so    sind    die    ihnen   ent- 
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sprechenden  Geraden   Tangenten    eines   zweiten   Kegelschnitts,    und 
umgekehrt.     Vergl.  §.  284. 

Anmerkung.  Da  die  Curven  I)  und  IH  sich  gegenseitig  zugehören,  so 
müssen  eben  so,  wie  aus  den  Coefficienten  in  I  die  Coefficienten  in  IH;  ent- 
stehen, aus  den  letzteren  wieder  die  ersteren  zum  Vorschein  kommen;  d.  h.. 
wenn  man 

gdr  —  rdg  =  säx 

1)  rd/:» — pdir  =  tix 
pdq — qdp  =  udx 

setzt,  so  müssen  sich  verhalten : 

tdu  —  udf  :  uds  —  sdu  :  sdt  —  tds  =  ]}  :  q  :  r. 
Um  dieses  durch  Rechnung  zu  zeigen,  addire  man  die  drei  Gleichungen  1), 
nachdem  man  sie  vorher  resp.  mit  dp,  dq,  dr  multiplicirt  hat,  und  es  kommt: 

2)  sdp  +  tdq-\-  udr  =  0. 

Multiplicirt  man  ferner   die   Gleichungen  1;    resp.  mit  p,  q,  r  und  addirt   sie 
hierauf,  so  erhält  man: 

3)  ps  -{-  qt  -\-  ru  =  0, 

und  wenn  man  vom  Differential  dieser  Gleichung  die  Gleichung  2)  abzieht: 

4)  jjds  + jd^  +  ?-dM  =  0. 

Hieraus  aber  folgt  in  Verbindung  mit  3)  die  zu  erweisende  Proportion. 

§.  288.  Wenn  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Ebenen  nach 
dem  Gesetze,  dass  dreien  Puncten  in  einer  Geraden  drei  sich  in 
einem  Puncte  schneidende  Gerade  entsprechen,  auf  einander  bezogen 
werden  sollen,  so  fragt  es  sich  zunächst:  wie  viel  Puncte  in  der 
einen  und  ihnen  entsprechen  sollende  Gerade  in  der  anderen  Ebene 
anfangs  nach  Willkür  genommen  werden  können.  Die  Antwort 
hierauf  ergiebt  sich  schon  aus  dem  Theorem  des  §.  285. 

Denn  nur  dann  erst,  wenn  vier  Puncte  in  der  einen  Ebene 
eben  so  viel  Geraden  in  der  anderen  entsprechend  gesetzt  worden, 
ist  es  möglich,  durch  fortgesetzte  Verbindung  mit  geraden  Linien 
noch  andere  Paare  sich  entsprechender  Puncte  und  Geraden  zu 
finden.  Man  construire  daher  aus  ersteren  [vier  Puncten  ein  geo- 
metrisches Netz  und  suche  für  die  Puncte  und  Linien  desselben 
nach  der  jetzigen  Beziehungsart  die  entsprechenden  Linien  und 
Puncte  in  der  anderen  Ebene*).     Da  nun,   wenn   drei  Puncte   eines 


*)  Werden  den  Puncten 

A,  B,  C,  D 
die  Linien 

a,  b,  c,  d 

entsprechend  gesetzt,   so  entsprechen  ferner  den  Linien 

AB,  AC,  AD,  BC,  BD,  CD 

die  Puncte 

ab,     ac,      ad,     bc,      bd,     cd; 
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Netzes  in  einer  Geraden  liegen,  oder  drei  Gerade  desselben  sich  in 
einem  Puncte  schneiden,  dieses  unabhängig  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  vier  Hauptpuncte  und  folglich  immer  geschieht,  wie  auch 
die  vier  Hauptpuncte  genommen  werden  mögen,  denn  alle  Netze 
sind  einander  coUinear  verwandt:  so  werden  auch  nach  dem  Satze 
in  §.  2S5  die  solchen  drei  Puncten  (Geraden)  entsprechenden  Geraden 
(Puncte)  sich  in  einem  Puncte  schneiden  (in  einer  Geraden  liegen). 
Da  man  ferner  nach  §.  205  durch  fortgesetzte  Verbindung  von  vier 
Puncten  in  einer  Ebene  zu  jedem  fünften  Puncte  der  Ebene  ent- 
weder vollkommen  gelangen,  oder  doch  demselben  unendlich  nahe 
kommen  kann,  so  wird  sich  auf  diese  Weise  für  jeden  Punct  oder 
Gerade  der  ersten  Ebene  die  entsprechende  Gerade  oder  Punct  in 
der  zweiten  finden  lassen.  Dasselbe  wird  man  aber  auch  in  der 
zweiten  Ebene  hinsichtlich  der  ersten  vermögen,  weil  durch  vier  in 
einer  Ebene  beliebig  gezogene  Gerade  nicht  mehr,  als  vier  von  ein- 
ander unabhänge  Puncte  bestimmt  werden,  und  weil  folglich  die 
Figur,  welche  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Durchschnitte  dieser 
Geraden  entsteht,  von  einem  aus  vier  Hauptpuncten  abgeleiteten 
Netze  nicht  verschieden  sein  kann.     Also: 

Nimmt  man  in  einer  Ebene  vier  Puncte^  von  denen  keine  drei  in 
einer  Geraden  liegen ,  und  setzt  diesen  vier  in  einer  Ebene  enthaltene 
Gerade  entsprechend^  von  denen  keine  drei  sich  i?i  einem  Puncte  schnei- 
den, so  lässt  sich  für  Jeden  anderen  Punct  oder  Gerade  der  eitlen 
Ebene  eine  entsprechende  Gerade  oder  Punct  in  der  anderen  Ebene 
angeben^  dergestalt,  dass ,  ivenn  drei  Puncte  der  einen  Ebene  in  ei?ier 
Geraden  liegen,  die  ihnen  ejitsprechenden  drei  Geraden  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  und  umgekehrt. 

§.  289.  Zusätze,  a)  Dasselbe  Resultat  kann  auch  leicht  aus 
den  Formeln  in  §.  286  abgeleitet  werden.     Setzt  man  nämlich 

so  sind  A,  B ,  C,  D  vier  von  einander  unabhängige  Puncte ,  und 
eben   so   werden   auch   die   ihnen   entsprechenden   Geraden   von   ein- 


den  Puncten 

AB-  CD,  AC- BD,  AD- BC 
die  Linien 

ah       cd,      ac       bd ,      ad       bc; 
den  Linien 

:AB  •  CD  ~  AC  -  BD,    AB  ■  CD  —  AD  ■  BC), 

etc.,  die  Puncte 

ab       cd,  ■    ac       bdj,  {ab       ctf;  "  {ad       bc], 

etc.,  und  so  fort  ohne  Ende. 
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ander  ganz  unabhängig  sein.  In  der  That  geht  der  Ausdruck  für 
X  in  den  Punct  A  über,  wenn  man  x  '^^^  ip  =  0  setzt.  Hierdurch 
verschwindet  in  dem  Ausdrucke  der  entsprechenden  Linie  z'  der 
Coefficient  von  A'  gegen  die  Coefficienten  von  B'  und  C,  und  der 
Ausdruck  stellt  die  Linie  B'C  dar.  Dem  Puncte  A  entspricht  also 
die  Linie  B'C,  welche  a  heisse,  und  eben  so  den  Puncten  B,  O 
die  Linien  CA',  A'B',  welche  man  b,  c  nenne.  Für  (p  =  ^  =  xp 
endlich  erhält  man  den  Punct 

aA  +  ßB  +  yC=D 
und  die  entsprechende  Linie 

{\  —  v)a' A'—  ß' B'+  y'v  C , 
welche  d  heisse.  Da  man  nun  die  Puncte  A' ,  B' ,  C  und  die  Coef- 
ficienten a,  ß' ,  y'  nach  Belieben  bestimmen  kann,  so  bleiben  auch 
die  vier  Linien  a,  h,  c,  d  der  Willkür  überlassen.  Hat  man  aber 
diese  vier  Linien  und  jene  vier  Puncte  bestimmt,  so  sind  damit  auch 
die  Coefficienten  a,  ß,  y,  u  ,  ß' ,  y'  festgesetzt,  und  es  kann  nun,  den 
Formeln  in  §.  286  zufolge,  jedem  Puncte  und  jeder  Geraden  der 
einen  Ebene  nur  eine  bestimmte  Gerade  und  ein  bestimmter  Punct 
in  der  anderen  entsprechen. 

h)  Hat  man  aus  den  anfänglichen  vier  Puncten  A,  .  .,  D  und 
den  ihnen  entsprechend  gesetzten  Geraden  a,  .  . ,  d  zu  irgend  vier 
anderen  Puncten  I,  K,  L,  M  der  einen  Ebene  die  ihnen  entspre- 
chenden Geraden  i,  k,  l,  m  in  der  anderen  gefunden,  so  wird  man 
durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Puncte  /,  .  . ,  M  und  der  Durch- 
schnitte der  Geraden  i,  .  . ,  m  zu  keinen  anderen  Paaren  sich  ent- 
sprechender Puncte  und  Geraden  gelangen,  als  die  sich  schon  aus 
A,  ..,  D  vmd  a,  ..,  d  erhalten  lassen;  oder  mit  anderen  Worten:  jede 
vier  Puncte  der  einen  Ebene  können  als  die  anfänglichen  vier  Puncte, 
und  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  in  der  anderen  Ebene  als  die 
anfangs  ihnen  entsprechend  gesetzten  Geraden  betrachtet  werden. 

§.  290.  Wenn  die  Puncte  zweier  Ebenen  nach  dem  Gesetze 
der  Collineationsverwandtschaft  auf  einander  bezogen  werden,  so  ist 
jedes  Doppelschnittsverhältniss  in  der  einen  Ebene  dem  aus  den 
entsprechenden  Puncten  der  anderen  Ebene  gebildeten  Doppel- 
schnittsverhältnisse gleich  (§.  221,  2).  Der  unverkennbare  genaue 
Zusammenhang  zwischen  der  Collineationsverwandtschaft  und  der 
Art  und  Weise,  nach  av elcher  wir  gegenwärtig  die  Puncte  und  Ge- 
raden zweier  Ebenen  auf  einander  beziehen,  berechtigt  uns  zu  der 
Erwartung,  dass  auch  bei  letzterer  Art  eine  solche  Gleichheit  der 
Doppelschnittsverhältnisse  anzutreffen  sein  werde. 
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Ein  Doppelschnittsverhältniss  wird  durch  vier  in  einer  Geraden 
liegende  Puncte  gebildet,  denen  gegenwärtig  vier  in  einem  Puncte 
sich  schneidende  Gerade  entsprechen.  Da  nun  durch  vier  solche 
Gerade  jede  fünfte  Gerade  nach  einem  und  demselben  Doppelschnitts- 
verhältnisse getheilt  wird,  so  werden  wir  zu  untersuchen  haben,  ob 
dieses  letztere,  durch  vier  sich  in  einem  Puncte  treffende  Gerade 
bestimmte,  Doppelschnittsverhältniss  mit  dem  von  den  erstgedachten 
vier  Puncten  gebildeten  von  gleichem  TVerthe  ist. 

Nach  §.  286  entspricht  dem  Puncte 

(puA  +  xßB-\-^YC 
die  Gerade 

1  —V 


fp 


a'A'--ß'B'+^y'C', 


oder,   wenn   man   statt   v   eine   andere   Veränderliche   z   einführt,    so 
dass  ü  =  ipx  ist,  die  Gerade 

i^Z^a'A'  -  —ß'B'-^xy'C. 
(p  X  ' 

Setzt  man  nun  ip  =  0 ,    so  entspricht  dem  Puncte   (paA  +  xßB  die 

Gerade 


oder 


—  a'A'——ß'B'+xy'C', 
fp  X 


Xa'A'—cpß'B'+yC, 

wo  ij  =  (pxy'^1  mithin  auch  dem  Puncte  uA-\-  ßB  die  Gerade 

a'A—ß'B'^yC 
für  ^  =  X,  und,  wie  schon  in  §.  289,  a  bemerkt  worden,  den  Puncten 
A^  B  die  Geraden  B' C ,  AG\  wenn  man  resp.  x  '=  0,  r/j  =  0  nimmt. 
Man  setze  demnach  (Fig.  74): 

aA-^ßB  =  F,     a'A'—  ß'B'  =  F', 
(paA  +  xßB=  G,     xc('A'—(pß'B'=  G\ 


&    B 


Fig.  74. 


SO  entsprechen  den  vier  in  einer  Geraden  liegenden  Puncten  A,  B, 
F,  G  die  vier  in  einem  Puncte  zusammenkommenden  Geraden 
B'C,  A'C,  F'C,  G'C\  welche  von  einer  fünften  Geraden  A'B'  in 
den    Puncten    B',   A',   F',  G'  geschnitten    werden.      Aus    den   Aus- 
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drücken   für  F,   G,  F',   G'   folgt   aber   die    erwartete   Gleichheit   der 
Doppelschnittsverhältnisse : 

[A,  B,  F,   G)  =  {B',  A',  F',   G')  =  rp  :  y. 

Bei  dem  ersten  derselben  sind  A  und  B  zwei  der  vier  anfäng- 
lichen Piincte  A,  ..,  D  selbst,  F  der  Durchschnitt  von  AB  mit  OD, 
■  G  ein  beliebiger  anderer  Punct  in  AB,  und  mithin  die  vier  in  einer 
Geraden  liegenden  Puncte  A,  .  . ,  G  von  einander  ganz  unabhängig. 
Auf  ähnliche  Art  sind  die  vier  sich  in  einem  Puncte  schneidenden 
Geraden  B'C,  ..,  G'C,  deren  Durchschnitte  mit  einer  fünften  Geraden 
die  vier  Puncte  des  zweiten  Doppelschnittsverhältnisses  abgeben,  mit 
den  vier  anfänglichen  Geraden  a,  ..,  d  zum  Theil  identisch  und  zum 
Theil  durch  sie  bestimmt,  von  einander  selbst  aber  unabhängig.  Da 
nun  (§.  289,  b)  auch  je  vier  andere  Puncte  und  die  ihnen  ent- 
sprechenden Geraden  zu  den  anfänglichen  Puncten  und  Geraden 
genommen  werden  können,  so  muss  jene  Gleichheit  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse ganz  allgemein  stattfinden,  und  vrir  haben  daher 
folgenden  Satz: 

Werden  die  Puncte  und  Gerade7i  zweier  Eheneji  dergestalt  auf 
einander  bezogen,  dass  je  dreien  Puncten  der  einen  Ebene,  welclie  in 
einer  Geradeii  liegen,  in  der  anderen  Ebene  drei  sich  in  einem  Puncte 
schneidende  Gerade  entspreclien ,  so  ist  jedes  Doppclschiiittsverhältniss 
der  einen  Ebene  gleich  dem  Doppelschiiittsverhältnisse ,  nach  welchem 
in  der  anderen  die  den  vier  Puncten  des  ersteren  entspreclienden  vier 
Geraden  von  jeder  fünften  Geraden  geschnitten  werden. 

§.  291.  Was  jetzt  von  der  Gleichheit  der  Doppelschnittsver- 
hältnisse gezeigt  wurde,  wollen  wir  nunmehr  auf  die  Vieleckschnitts- 


Fig.  75. 


ZK 


Verhältnisse  auszudehnen   suchen.     Hierzu  ist  folgender  Satz  voraus- 
zuschicken nöthig. 

Werden  die  drei  Spitzen  eines  Dreiecks  PQR  (Fig.  75)  mit  einem 
vierten  in  der  Ebene  desselben   liegenden  Puncte  S  durch  Gerade  ver- 
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hunden,  und  xoird  eine  beliebige  andere  Gerade  der  Ebene  vo7i  den 
Seiten  des  Dreiecks  QR,  RP,  PQ  in  X,  Y,  Z  und  von  jeneji  drei 
Geraden  PS,  QS,  PS  in  X',  Y',  Z'  geschnitten ,  so  ist  immer  das 
Dreieckschnittsverhältniss 

[YX'  :  X'Z)  [Z  Y'  :   Y'X)  {XZ'  :  Z'Y)  =  —  \. 

Beweis.  Man  setze  RPQS^Q'.  Alsdann  schneiden  sich 
Q'y,   QZ,  SX'  in  einem  Puncte  P,   und  es  ist  folglich  (§.  188): 

[Q',   Q,  S,   Y')  =  {Y,  Z,  X',   Y'), 
und  eben  so 

(Q\  Q,   Y\  S)  =  {Y,  X,   Y',  Z'), 

weil  Q'Y,  QX,  SZ'  sich  in  einem  Puncte  P  treffen.  Multiplicirt 
man  diese  zwei  Gleichungen  in  einander,   so  kommt  (§.  184,11): 

YX'     ZY'      YY'      \Z' 

1  =  {Y,   Z,  X',    1')   {Y,    X,   Y',   Z')  =  ^r^   .   ^^Ty  •    yT^   •   ^Ty 

=  —  {YX':  X'Z){ZY':   Y'X)  [XZ' :  Z'Y), 
wie  zu  erweisen  war. 

§,292.  So  wie  bei  diesem  und  dem  vorigen  Satze,  so  werden 
wir  es  auch  in  dem  Folgenden  mit  einem  Systeme  gerader  Linien 
zu  thun  haben,  welche  alle  von  einer  anderen,  nach  Belieben  zu 
ziehenden  Geraden  geschnitten  werden.  Der  Kürze  willen  sollen 
dabei  durch  die  für  jene  Linien  gewählten  Buchstaben  zugleich  auch 
die  Durchschnitte  derselben  mit  der  willkürlichen  Geraden  ausge- 
drückt werden,  —  auf  analoge  Art,  wie  bei  den  barycentrischen  Formeln 
die  Uncialbuchstaben  nicht  blosse  Puncte,  sondern  Abschnitte  paral- 
leler Geraden  mit  einer  willkürlich  zu  legenden  Ebene  bezeichnen.  — 
Die  Sätze  der  beiden  vorigen  §§.  lassen  sich  hiernach  kurz  so  dar- 
stellen : 

1)  Sind  A,  B,  F,  G  vier  in  einer  Geraden  liegende  Puncte  und 
^j  ^j  fj  9  •iiö  ihnen  entsprechenden  Geraden,  welche  sich  daher  in 
einem  Puncte  schneiden,   so  ist: 

I)  [A,  B,  F,   G)  =  {a,  b,  f,  g). 

2)  Sind  p,  q,  r  drei  Gerade  in  einer  Ebene,  und  werden  in  der- 
selben Ebene  durch  die  Durchschnitte  von  ^  und  r,  von  r  und  p, 
von  p  und  q  resp.  die  Geraden  />',  q ,  r  gelegt,  welche  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  so  ist: 

II)  [qp  :  p'r)  [rq  :  q'p)  {pr' :  r'q)  =  —  1. 

§.  293.  Seien  nun,  um  zu  den  Dreieckschnittsverhältnissen 
überzugehen,    D,    E,    F    (Fig.  76)    die    Schneidepuncte    der    Seiten 
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BC^    ...    des    Dreiecks    ABC,    also    das    Dreieckschnittsverhältniss 
sGibst  * 

[BD  :  DC)  [CE  :  EÄ)  [AF  :  FB)  =  J. 

Die  den  Puncten  A,  ...,  F  entsprechenden  Geraden  heissen 
ö^)  •••ij\  '^'0^1  denen  daher  Z»,  c,  d\  c,  a,  e\  a,  h,  f,  je  drei  besonders, 
sich  in  einem  Puncte  schneiden.  Man  setze  AB  •  DE  ^  G,  so  ent- 
spricht diesem  Puncte  die  Linie  ah       de,  welche  g  heisse,  und  man 

hat  (§.  198,2): 

[BD  :  DC)  [CE  :  EA)  [AG  :   GB)  =  —  1. 
Hierdurch  wird 

z/  =  —  [AF  :  FB)  [BG  :   GA)  =  —  (A,  B,  F,  G) 

=  —  (a,   b,  f,  g)  (voriger  §.!)=_  («/  :  fh)  [hg  :  ga). 


.,  f  zusammengesetzt  ist,  als  es 
—    Man  kann   dieses    Resultat 


Fig.  76. 

Es  ist  ferner  nach  II),  weil  d,  e,  g  sich  in  einem  Puncte  schneiden 
und  resp.  durch  die  Durchschnitte  von  b  mit  c,  c  mit  a,  a  mit  h 
gehen : 

{Jid  :  de)  [ee  :  ea)  [ag  :  gb)  =  —  1. 

Hierdurch   reducirt  sich  der  letzterhaltene  Ausdruck  für  J  auf: 

/l  =  [hd  :  de)  [ee  :  ea)  [af  :  fb), 
der,  wie  man  sieht,  eben  so  aus  «, 
der  anfängliche   aus  A,  .  .  .,  F  war 
folgendergestalt  in  Worte  fassen: 

Hat  man  in  einer  Ebene  drei  gerade  Linien  a,  b,  c,  und  drei 
andere  Gerade  d,  e,  f,  xüelche  durch  die  gegenseitigen  Durclischnitte 
der  drei  ersteren  gelien^  d  durch  den  Schneidepunct  vo7i  b  mit  c,  etc. : 
so  ist  das  Dreieckschnittsverhältniss  ^  nach  welchem  in  einer  noch  an- 
deren Geraden  z^  die  zwischen  b  und  c,  zwischen  c  und  a,  zicischen 
a  und  b  enthaltenen  Theile  derselben^  resp.  von  d,  e^  f  geschnitten 
werden,  für  jede  Lage  von  z  von  derselben  Grösse.  —  Es  ist  nämlich 
dieses  Dreieckschnittsverhältniss  gleich  dem  Dreieckschnittsverhält- 
nisse,   nach  welchem  die  Seiten  BC,  ...   eines  Dreiecks  ABC  resp- 
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in  D,  E,  i^  getheilt  werden,  wenn  A,  ...,  F  die  den  Linien  a,  ...,/ 
entsprechenden  Puncte  sind. 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  d.  e,  f  sich  in  einem  Puncte 
schneiden,  und  daher  D,  E,  F  in  einer  Geraden  liegen,  wird  das 
letztere  Dreieckschnittsverhältniss  und  folglich  auch  das  erstere  = — 1; 
und  man  kommt  somit  auf  den  Satz  des  §.  291  zurück. 


Fig  77. 

§.  294.  Seien  jetzt  E,  F.  G,  H  (Fig.  77)  die  Schneidepuncte 
der  Seiten  AB,  ..,  DA  eines  ebenen  Vierecks  AB  CD,  und  die 
diesen  acht  Puncten  entsprechenden  Linien:  a,  ...,  h,  von  denen 
daher  a,  h,  e\  h,  c,  f\  c,  d,  g\  d,  «,  h,  je  drei  besonders,  in  einem 
Puncte  sich  treiFen.  Man  setze  AB  •  CD  ^  /  und  eben  so  ab  cd  ^  i\ 
alsdann  ist,  nach  dem  vorigen  Satze,  für  das  Dreieck  D AI  mit  den 
Schneidepuncten  E,   G,  H. 

{AE  :  EI)[IG  :   GD){DH  :  HA)  =  (ae  :  et){ig  :  ffd){dh  :  ha), 
und  für  das  Dreieck  CIB  mit  den  Schneidepuncten  E,  F,   G: 

{IE  :  EB){BF  :  FC)[CG  :   Gl)  =  [ie  :  eh){hf  :  fc){cg  :  gi); 
und  wenn  man  diese  Gleichungen  mit  einander  multiplicirt : 
{AE  :  EB)(BF  :  FC)  {CG  :   GD){DII  :  HA) 
=  {ae  :  eh){hf  :  fc){cg  :  gd){dh  :  ha), 

eine  Relation,  welche  der  vorhin  für  die  Dreieckschnittsverhältnisse 
gefundenen  vollkommen  analog  ist.  Auf  eben  die  Art  vdxd.  man 
nun  weiter  vom  Viereck-  zum  Fünfeckschnittsverhältnisse  und  so  fort 
übergehen  können,  und  damit  folgenden  allgemeinen  Satz  erhalten: 
Heissen  a,  h.  c.  ...  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks,  und  m,  w,  o,  ... 
die  Seiten  eines  um  dasselbe  beschriebenen  Vielecks,  so  dass  a  und  b 
in  m,  b  und  c  in  n,  etc.  sich  schneide?!.  JVird  mm  in  der  Ebene 
eine  beliebige  andere  Gerade  z  gezogen ,  so  ist  das  Vieleckschnittsver- 
hältniss.   nach  loelchem   die  von  je  zwei  auf  einander  folgenden  Seiten 
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des  ersteren  Vielecks ^  a  und  b,  b  und  c,  etc.  in  der  Linie  z  abge- 
schnittenen Theile  durch  die  Seiten  des  letzteren  Vielecks,  w,  w,  ... 
resp.  (jetheilt  werden,  für  jede  Lage  von  z  von  eitierlei  Grösse.  —  Es 
ist  nämlich  dem  Vieleckschnittsverhältnisse  {A3I :  3IB)  [BN:  NC)  ... 
gleich,  nach  welchem  die  Seiten  des  Vielecks  ABC  ...  von  den 
Spitzen  des  in  dasselbe  beschriebenen  Vielecks  31  NO  ...  getheilt 
werden,  wenn  A,  B,  ..,  31,  N,  ..  die  den  Geraden  a,  b,  ..,  m,  n,  .. 
entsprechenden  Puncte  sind.     Oder: 

Werden  die  Puncte  und  Geraden  zweier  Eboien  dergestalt  auf 
einander  bezogen,  dass  Je  drei  Pimcteti  in  einer  Geraden  der  einen 
Ebene  drei  sich  in  einem  Puncte  schneidende  Gerade  in  der  andereti 
Ebene  entsprechen,  so  ist  Jedes  Vieleckschnittsverhältniss  iti  der  einen 
gleich  dem  Vieleckschnitfsverhältnisse  in  der  anderen,  ivelches  entsteht, 
wenn  man  für  die  Puncte,  loodurch  das  erstere  Vieleckschnittsverhältniss 
bestimmt  toird,  in  der  anderen  Ebene  die  Puncte  nimmt,  in  denen  eine 
beliebig  darin  gezogene  Gerade  von  den,  den  ersteren  Puncten  ent- 
sprechenden,  Geraden  geschnitten  \oird. 

§.  295.  Zusatz.  Wenn  man  von  der  somit  erhaltenen  Figur 
in  der  zweiten  Ebene  die  entsprechende  Figur  in  der  ersten  Ebene 
nachsucht,  so  bekommt  man  wieder  die  anfänglichen  Puncte  und 
Geraden,  ausserdem  aber  an  der  Stelle  der  Avillkürlich  zu  ziehenden 
Geraden  und  ihrer  Durchschnittspuncte  einen  beliebig  zu  nehmen- 
den Punct  und  die  Linien,  welche  diesen  Punct  mit  den  Spitzen 
und  Schneidepuncten  des  Vielecks  verbinden.  Die  Durchschnitte 
dieser  Linien  in  der  ersten  Ebene  mit  einer  beliebig  darin  gezogenen 
Geraden  müssen  aber  nach  vorigem  Satze  wiederum  ein  Vieleck- 
schnittsverhältniss bestimmen,  welches  dem  Vieleckschnittsverhält- 
nisse in  der  willkürlichen  Geraden  der  zweiten  Ebene,  also  dem 
ursprünglichen  Vieleckschnittsverhältnisse  in  der  ersten  Ebene  gleich 
ist.     Wir  schliessen  hieraus: 

Der  Werth  eines  Vieleckschnittsverhaltnisses  bleibt  utigeändert, 
wenn  mati  für  die  Puncte,  wodurch  es  bestimmt  xcird,  die  Projectionen 
dieser  Puncte  auf  eine  beliebig  gezogene  Gerade  aus  einem  beliebig  ge- 
nommenen Puncte  siibstituirt. 

Sind  z.  B.  D,  E,  F  die  Schneidepuncte  der  Seiten  BC,  ..  des 
Dreiecks  ABC,  Z  ein  beliebiger  Punct  in  der  Dreiecksebene,  z  eine 
willkürlich  darin  gezogene  Gerade,  und  nennt  man  die  Durchschnitte 
von  ZA,  ZB,  ..,  ZF  mit  z  resp.  A',  B' ,  ...,  F',  so  ist: 

BD       CE       ^F  _  B'D'       C'E'       A'F' 
'BC  '   EA   '    FB~  D'C  '  E'A'  '   F'B'  ' 
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Eine  leichte  Folgerung  aus  diesem  Satze  ist: 

Wenn  die  Spitzen  und  Schneidepuncte  ziceier  Vielecke  von  gleich 
vielen  Seiten  in  eine)'  Ebene  sich  solchergestalt  entsprechen^  dass  alle 
die  Geraden,  welche  je  zxcei  sich  entsprechende  Puncte  verbinden,  in 
einem  Puncte  sich  schneiden^  so  hahen  die  VielecJcschnittsverhältnisse 
heider   Vielecke  gleiche   IVerthe. 

Dass  dieser  Satz  auch  dann  gilt,  wenn  die  beiden  Vielecke  in 
zwei  verschiedenen  Ebenen  liegen,  erhellet  schon  aus  §.  230  zu 
Anfang. 

§.  296.  Bei  jeder  Figur,  welche  durch  geradlinige  Verbinduno- 
mehrerer  in  einer  Ebene  nach  Willkür  genommener  Puncte  entsteht, 
finden  zwischen  den  dadurch  sich  bildenden  Vieleckschnittsverhält- 
nissen gewisse  Relationen  statt,  Relationen  also,  welche  dieselben 
bleiben,  wie  auch  die  gegenseitige  Lage  der  anfangs  genommenen 
Puncte  geändert  werden  mag.  Construirt  man  nun  eine  zweite  Figur, 
deren  Puncte  und  Gerade  den  Geraden  und  Puncten  der  ersten  auf 
die  im  Satze  des  §.  294  angezeigte  Weise  entsprechen,  in  welcher 
daher  alle  Vieleckschnittsverhältnisse  der  ersten  auf  analoge  Weise 
und  in  derselben  Grösse  sich  wieder  zeigen,  und  wo  folglich  auch 
die  vorhin  bemerkten  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Viel- 
eckschnittsverhältnissen stattfinden  müssen:  so  wird  jene  willkür- 
liche Veränderung  der  anfänglichen  Puncte  in  der  ersten  Figur  eine 
willkürliche  Veränderung  in  der  Lage  der  ihnen  entsprechenden 
Geraden  in  der  zweiten  zur  Folge  haben;  nichts  desto  weniger  aber 
werden  auch  hier  die  Relationen  zwischen  den  entsprechenden  Viel- 
eckschnittsverhältnissen fortbestehen  müssen.  Dies  giebt  uns  folffen- 
des  fruchtbare  Theorem: 

Wefin  bei  einer  geradlinigen  ebenen  Figur  aus  der  Art,  wie  die 
Linien  derselben  in  Puncten  zusammenlaufen,  gewisse  Pelationen  zici- 
sche7i  Vieleclisclvnittsverhaltnissen  gefolgert  icorden  sind,  und  wenn  man 
hiercmf  eine  ziceite  Figur  construirt,  indem  man  die  Puncte  der  ersteren 
mit  Geraden  und  umgehehrt  vertauscht:  so  tcerden  dieselben  Relationen 
auch  zwischen  den  VielecJcschnittsverhültnissen  der  ztceiten  Figur  anzu- 
treffen sein,  icelche  hierin  von  den,  den  Puncten  der  ersten  entsprechen- 
den, Linien  in  einer  beliebig  gezogenen  Geraden  gebildet  icerden. 

§.  297.  Beispiele.  1)  Der  Satz  in  §.  291  ist  der  analoge  von 
§.  198,  2). 

2)  Sind  A,  B,   C,  D  vier  Puncte  in  einer  Ebene,  und  setzt  man 
AD-  BC=  A',     BD  '  CA  =  B' ,     CD  •  AB  =  C, 

il  5  b  i  u  s   Verke  I.  25 
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SO  ist 

{BA'  :   A'C')(CB'  :   B'A){AC"  :    C B)  =  1 
(§.198,1). 

Sind  daher  a,  b,  c,  d  vier  gerade   Linien    in   einer  Ebene,   und 
setzt  man 

ad       ac^a,     hd       ca^h\     cd       ah  ^  c , 

so  muss  gleichfalls  sein: 

{^a    :  ac){ch'   :   h'a){ac    :  cb)=  1, 

oder  allgemein  verständlich  (Fig.  7S): 


Fig.  78. 

Wird  um  ein  Dreieck  ABC  ein  anderes  ABC  so  beschriebet)., 
dass  die  Durchschnitte  D,  E,  F  der  gleichnamigen  Seite?i  in  einer  Ge- 
radeii  liegen,  (also  auch  die  drei  Geradeti,  welche  die  gleichnamigeti 
Spitzen  verbinden,  in  einem  Puncte  sich  schneiden.)  und  icird  eine  be- 
liebig gezogene  Gerade  von  den  Seiten  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C 
resp.  in  a.  b.  c  imd  a',  b' ,  c'  getroffen,  so  ist: 

[ha    :  ac){cb'  :   b'a)[ac'  :  c'b)  =  1. 

3)  Heissen  a,  b,  c,  d,  ...  die  Seiten  eines  ebenen  Vielecks ,  und 
7}i,  n,  o,  ...  die  Geraden,  welche  die  Spitzen  ab.  bc^  cd^  ...  mit  einem 
beliebigen  Puncte  Z  in  der  Ebene  des  Vielecks  verbinden,  so  ist  das 
Vieleckschnittsverhältniss 

(«m  :  7nb){bn  :  ?ic){co  :  od)  . . .  =  dr  1 , 

nachdem  die  Seitenzahl  des  Vielecks  gerade   oder  ungerade  ist;    der 
analoge  Satz  von  §.  199,  c. 

Hat  man  ein  Viereck,  und  nimmt  für  Z  den  Durchschnitt  der 
Diagonalen,  so  kommt: 

{am  :  mb)  {bti  :  7ic)  {cm  :  md)  {dn  :  7ia)  =  1 , 
oder 

(m,  w,  a.  b)  =  (w?,  w,  d,  c). 

■vvo  771  und  n  die  beiden  Diagonalen  ab       cd  und  bc       da  sind;  also: 
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Hat  man  m  eine)'  Ebene  ei?i  Viereck  und  ei?ie  beliebig  gezogene 
Gerade,  so  tcird  der  von  den  ztvei  Diagonaleti  des  Vierecks  abge- 
schnittene Theil  der  Geraden  von  der  ersten  und  zweiten  und  von  der 
vierten  und  dritten  Seite  des  Vierecks  nach  gleiclien  Dreieckschnitts- 
verh  ältnisse?i  geth  eilt . 

§.  298.  So  v>ie  also  bei  einer  geradlinigen  ebenen  Figur  für 
jeden  Satz,  welcher  allein  das  Liegen  der  Puncte  in  Geraden  und 
das  Schneiden  der  Geraden  in  Puncten  betrifft,  durch  VerAvandlung 
der  Puncte  in  Gerade,  und  umgekehrt,  ein  analoger  Satz  gefunden 
werden  kann  (§.  2S5),  so  gilt  dasselbe  auch  für  die  Relationen  zwi- 
schen den  Doppelschnitts-  und  Yieleckschnittsverhältnissen  einer 
solchen  Figur,  also  überhaupt  für  jede  Eigenschaft,  welche  sich 
mittelst  des  abgekürzten  barycentrischen  Calculs  ableiten  lässt  (§.  235), 
d.  h.  für  jede  Eigenschaft  der  di'itten  Classe  (§.  248).  Jeder  Satz 
also,  welcher  eine  Eigenschaft  der  dritten  Classe  darstellt,  hat  das 
Besondere,  dass  ihm  ein  analoger  Satz  zur  Seite  steht,  den  man 
durch  gegenseitiges  Vertauschen  von  Puncten  und  Geraden  erhält, 
oder  mit  anderen  Worten: 

Alle  zur  dritten  Classe  gehörigen  Eigenschaften  geradliniger  ebener 
Figuren  können  in  Paaren  zusammengeordnet  werden.,  dergestalt,  dass 
von  den  zivei  zu  Je  einem  Paare  gehörigen  Eigenschaften  die  eine  aus 
der  a7ideren  durch  gegenseitiges  Vertauschen  von  Puncten  mit  Geraden 
entspringt. 

Anmerkung.  Die  jetzt  vorgetragenen  Lehren  über  Systeme  von  Puncten 
und  Geraden  in  Ebenen  lassen  sich  nun  auch  auf  Systeme  von  Puncten, 
Geraden  und  Ebenen  im  Räume  ausdehnen.  Um  aber  die  Grenzen  dieser 
Schrift  nicht  zu  überschreiten,  so  bemerke  ich  nur,  dass  bei  räumlichen  Figuren 
jedem  Puncte  eine  Ebene  entsprechend  zu  setzen  ist,  dass  mithin  der  Geraden, 
■welche  zwei  Puncte  verbindet,  die  Durchschnittslinie  der  entsprechenden  Ebenen 
entspricht,  dass,  wenn  drei  Puncte  in  einer  Geraden,  oder  vier  Puncte  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  die  diesen  Puncten  entsprechenden  Ebenen  im  ersten 
Falle  in  einer  Geraden,  im  zweiten  in  einem  Puncte  sich  schneiden  müssen, 
und  dass  endlich  auch  hier  alle  Eigenschaften  der  dritten  Classe  paarweise 
vorhanden  sind. 
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Der  noch  übrige  Raum  dieses  Bogens  veranlasst  mich,  eine  sich 
mir  noch  darbietende  Bemerkung  hinzuzufügen,  dass  nämlich  alle 
Doppel-  und  Vieleckschnittsverhältnisse,  welche  auf  die  in  diesem 
Capitel  gezeigte  Art  durch  die  Puncte  bestimmt  werden,  in  welchen 
von  gewissen  Geraden  eine  beliebige  andere  Gerade  geschnitten  wird, 
sich  auch  bloss  als  Functionen  der  Winkel  darstellen  lassen,  die  jene 
ersteren  Geraden  mit  einander  bilden. 

Denn  seien,  um  dies  nur  bei  Doppelschnittsverhältnissen  zu 
zeigen,  a,  b,  c,  d  vier  in  einer  Ebene  liegende  und  sich  in  einem 
Puncte  schneidende  Gerade,  und  a,  ß,  /,  6  die  Winkel  dieser  Geraden 
mit  irgend  einer  anderen  Geraden  der  Ebene,  so  ist  das  Doppel- 
schnittsverhältniss 

[a,  a,  0,  c)  -  gi^^(_^_^^    ■   sin(^_c3) 

Sind  die  drei  Winkel,  welche  a  mit  b,  b  mit  c,  c  mit  d  machen, 
einander  gleich,  jeder  derselben  =  (.i,  so  wird 

(a,  d,  b,  (?)  =  —. — ;f-  :  —. — -  =  4  sec  /r. 
sm  2{.i       sm  ,a  * 

Sind  z.  B.  a,  b,  c,  d  vier  aufeinander  folgende  Stundenlinien 
einer  Aequinoctial-Sonnenuhr  (deren  Ebene  parallel  mit  dem  Aequator 
ist),  so  ist  jtt  =  15°  und  daher 

[a,  d,  b,  c]  =  \  (sec  15°)-. 

Man  bemerke  dabei,  dass  dieselbe  Gleichung  auch  für  eine  auf 
irgend  einer  anderen  Ebene  construirte  Sonnenuhr  gelten  muss,  weil 
jede  andere  Sonnenuhr,  wenn  man  das  Auge  an  den  mit  der  Welt- 
axe  parallen  Zeiger  bringt,  sich  als  perspectivisches  Bild  der  Aequi- 
noctialuhr  darstellt.  AVerden  daher  vier  auf  einander  folgende 
StundenHnien  einer  Sonnenuhr  von  einer  behebig  gezogenen  Geraden 
in  den  Puncten  A,  B.  C,  D  geschnitten,  so  ist  immer: 
AB     AC       ^  ,       ,.„^, 


Zwei  geometrische  Aufgaben. 


{Anhang  zu  »Beobachtungen  auf  der  Königl.  Universitäts-Sternwarte  zu  Leipzig  etc.«, 
Leipzig  bei  Carl  Cnobloch  1823,  p.  57—64.] 


Zwei  Systeme  von  Puncten  heissen  einander  gleich  und  ähn- 
lich, wenn  jeder  Punkt  des  einen  Systems  einem  Puncte  des  an- 
deren dergestalt  entspricht,  dass  der  geradlinige  Ahstand  je  zweier 
Puncte  des  einen  Systems  dem  geradlinigen  Abstände  der  entsprechen- 
den Puncte  in  dem  anderen  Systeme  gleich  ist.  Ist  aber  nur  das 
Verhältniss  je  zweier  solcher  Abstände  in  dem  einen  dem  Verhält- 
niss  der  entsprechenden  Abstände  in  dem  anderen  gleich,  so  sind 
sich  die  Systeme  nur  ähnlich. 

Ausser  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  und  der  Aelinlichkeit 
allein,  scheint  man  bisher  andere  mögliche  Verwandtschaften  zwi- 
schen Systemen  von  Puncten  und  folglich  geometrischen  Figuren 
überhaupt,  wenn  auch  gekannt,  doch  keiner  genaueren  Untersuchung 
unterworfen  zu  haben. 

Eine  andere  Verwandtschaft  dieser  Art  ist  diejenige,  welche  in 
Bezug  auf  die  Benennungen  der  beiden  ersteren  die  blosse  Gleich- 
heit heissen  könnte.  Es  lässt  sich  nämlich  darthun,  dass,  wenn  die 
Systeme  in  Ebenen  enthalten  sind,  und  man  in  jedem  derselben  je 
zwei  Puncte  durch  eine  Gerade  verbindet,  von  den  dadurch  ent- 
stehenden geradlinigen  Figuren  je  zwei  sich  entsprechende,  d.  h 
solche,  deren  Spitzen  sich  entsprechende  Puncte  sind,  auch  nur  dem 
Flächeninhalte  nach,  —  und  wenn  man  bei  Systemen  im  körper- 
lichen Räume  durch  je  drei  Puncte  jedes  derselben  Ebenen  legt, 
von  den  dadurch  entstehenden  körperlichen  Figuren  je  zwei,  deren 
Ecken  sich  entsprechende  Puncte  sind,  auch  nur  dem  körperlichen 
Inhalte  nach  —  sich  gleich  sein  können*).     Findet  nun  diese  Gleich- 


*  So  können  z.  B.  den  Pimcten  A,  B,  C,  D  in  einer  Ebene  die  ebenfalls  in 
einer  Ebene  begriffenen  Puncte  A',  B',  C,  D'  dergestalt  entsprechen,  dass  dem 
Flächeninhalte  nach  das  Dreieck 

BCB  =  B'C'D',     CDA  =  C'D'A',     DAB  =  D'A'B'  und  ABC=  A'B'C 
ist,   ohne  dass  je  zwei  dieser  sich  gleichen  Dreiecke  auch  einander  ähnlich  yrären. 
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heit  statt,  so  sind  sich  die  Systeme  der  blossen  Gleichheit  nach 
verwandt. 

Sei  jetzt  von  zweien  einander  nur  gleichen  Systemen  {S,  S') 
dem  einen  (S)  ein  drittes  System  {S")  der  Aehnlichkeit  nach  ver- 
wandt, so  wird  dieses  [S")  zu  dem  anderen  f^S")  der  beiden  ersteren 
in  einem  noch  entfernteren  Grade  von  Verwandtschaft  stehen;  der- 
gestalt nämlich,  das  nur  das  Verhältniss  je  zweier  der  eben 
gedachten,  ebenen  oder  körperlichen  Figuren  in  dem  einen  Sy- 
steme dem  Verhältniss  der  entsprechenden  Figuren  in  dem  anderen 
gleich  ist. 

Die  von  Euler  im  ZAveiten  Theile  seiner  Inffoductio  Cap.  XVIII 
sogenannte  Affinitas  ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  nichts 
anderes  als  diese  entferntere  Verwandtschaft.  Das  dort  darüber  Ge- 
sagte geht  aber  nicht  über  die  erste  Begriffsentwickelung  hinaus,  ist 
zum  Theil  selbst  unrichtig  (§.  444 :  Curi^ae  . . .  affines  tales  tantum 
sunt  respectu  eorum  Axium,  ad  quos  referuntur,  etc.);  und  Kästner, 
der  in  seinen  Anfangsgr.  d.  Anal.  endl.  Gr.  (3.  Aufl.  S.  24S)  nach 
Euler's  Vorgang  der  Affinität  gleichfalls  Erwähnung  thut.  will  von 
ihr  überhaupt  keinen  grossen  Gebrauch  sehen. 

Allerdings  können  viele  Eigenschaften  geometrischer  Figuren, 
sobald  man  letztere  aus  dem  Gesichtspuncte  der  Affinität  betrachtet, 
um  mich  der  Euler'schen  Benennung  zu  bedienen,  gar  nicht  in 
Untersuchung  genommen  werden;  wie  z.  B.  der  pythagoreische  Lehr- 
satz, alle  trigonometrischen  Formeln,  die  Lehre  von  den  Hauptaxen 
und  den  darin  liegenden  Brennpuncten  eines  Kegelschnitts,  die  Rec- 
tification  der  Curven  (nicht  auch  die  Quadratur),  und  überhaupt 
Alles,   wobei  Betrachtung   der  Winkel   unumgänglich  erfordert  wird. 

Dagegen  haben  die  Eigenschaften,  welche  einer  Figur  rück- 
sichtlich der  Affinität,  d.  h.  dieser  Figur  und  zugleich  jeder  anderen, 
nach  der  Affinität  mit  ihr  verwandten,  zukommen,  den  Vorzug  einer 
grösseren  Allgemeinheit.  So  wird  hierher  keine  Eigenschaft  des 
Quadrates  gehören ,  die  nicht  auch  jedem  Parallelogramm  zukäme, 
keine  Eigenschaft  des  Kreises,  die  nicht  auch  jeder  Ellipse  gemein 
wäre,  keine  Eigenschaft  der  beiden  Hauptaxen  eines  Kegelschnitts, 
die  nicht  auch  jedes  andere  Paar  conjugirter  Axen  besässe,  u.  s.  vr. 
Dabei  ist  noch  zu  bemerken,  dass  alle  dergleichen  Eigenschaften 
einzig  und  allein  aus  den  Sätzen  von  der  Gleichheit  der  Parallelen 
zwischen  Parallelen,  von  dem  Verhältniss  der  Dreiecke,  deren  Grund- 
linien und  Spitzen  in  Parallelen  liegen,  und  aus  den  entsprechen- 
den Sätzen  für  parallele  Ebenen  und  Pyramiden,  wenn  man  es  mit 
dem  körperlichen  Räume   zu   thun  hat,    hergeleitet   werden  können. 

Es    dürfte    daher    wohl    nicht    unzweckmässig    genannt   werden. 
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wenn  man  es  versuchte,  von  diesen  einfachen  Sätzen,  gleichsam  als 
Grundsätzen,  ausgehend,  jene  allgemeineren  Eigenschaften,  —  die 
in  geometrischen  Schriften  zwar  in  grosser  Menge,  aber  mit  den 
anderen  specielleren  Eigenschaften  vermischt,  und  oft  durch  fremd- 
artige Hülfsmittel,  als  trigonometrische  Formeln  u.  dergl.  bewiesen 
vorkommen.  —  möglichst  vollständig  zu  entwickeln,  sie  systematisch 
zu  ordnen,  und  somit  ein  eigenes  geometrisches  Gebäude  ohne 
Winkelmass  und  Magister  Matheseos  aufzuführen. 

In  den  ersten  Jahren  meines  Hierseins .  wo  mir  meine  Berufs- 
geschäfte eine  grössere  Müsse  gestatteten,  habe  ich  einen  Versuch 
dieser  Art  unternommen.  Ich  ward  hierzu  durch  eine  vorher  von 
mir  gefundene,  besondere  Art  eines  geometrisch-analytischen  Calculs 
veranlasst,  von  dem  ich  bald  wahrnahm,  dass  eben  jene  allgemei- 
neren Eigenschaften  der  Figuren  sein  eigentliches  Gebiet  waren, 
und  durch  den  ich  hier  Sätze  zu  finden  mich  in  den  Stand  gesetzt 
sah,  zu  denen  mich  andere  Wege  schwerlich  geführt  haben  würden. 
Ohne  jetzt  in  eine  nähere  Erörterung  dieser  neuen  Methode  und 
des  dadurch  Gefundenen  einzugehen,  will  ich  noch  einer  aus  jenen 
Untersuchungen  entspringenden  und,  wie  ich  glaube,  ganz  neuen 
Classe  von  Aufgaben  Erwähnung  thun. 

So  wie,  wenn  zwei  Systeme,  jedes  von  w  Puncten,  als  einander 
gleich  und  ähnlich  bewiesen  werden  sollen,  hierzu  nicht  nöthig 
ist,  die  Gleichheit  jeder  zwei  sich  entsprechenden  Stücke  besonders 
darzuthun,  sondern  je  nachdem  die  Systeme  in  geraden  Linien, 
Ebenen  oder  im  körperlichen  Räume  befindlich  sind,  aus  {n  —  1), 
{2w  —  3)  oder  {Zfi  —  6)  Paaren  sich  gleicher  entsprechender,  aber  in 
jedem  System  von  einander  unabhängiger  Stücke  auf  die  Gleichheit 
aller  übrigen  Paare,  wenn  auch  im  Allgemeinen  nicht  ohne  Zwei- 
deutigkeit, geschlossen  werden  kann:  ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass, 
wenn  zwei  Systeme  nur  als  sich  gleich  (im  vorhin  erklärten  Sinne 
genommen)  dargethan  werden  sollen,  es  schon  hinreicht,  bewiesen 
zu  haben,  dass,  je  nachdem  die  Systeme  in  Ebenen  oder  im  körper- 
lichen Räume  liegen,  {2?i  —  5)  oder  {d?2 — 11)  von  einander  unab- 
hängige Figuren  (bloss  ihrem  Flächen-  oder  körperlichen  Inhalte 
nach) ,  oder  Functionen  solcher  Figuren  in  dem  einen  Systeme  den 
entsprechenden  Figuren  oder  Functionen  derselben  in  dem  anderen 
Systeme  gleich  seien,  indem  sich  schon  hieraus  auf  die  Gleichheit 
je  zweier  der  übrigen  sich  entsprechenden  Figuren  schliessen  lässt.  — 
Sind  die  Systeme  in  geraden  Linien  enthalten,  so  ist  offenbar  die 
blosse  Gleichheit  mit  der  Gleichheit  und  Aehnlichkeit  identisch. 

Hieraus  folgt  nun  weiter,  dass,  wenn  man  bei  einem  Systeme 
von  n  Puncten  in  einer  Ebene  je  zwei  derselben  durch  Gerade  ver- 
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bindet,  und  von  den  somit  entstehenden  geradlinigen  Figuren,  [2n—  5) 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängige  als  gegeben  annimmt, 
man  daraus  jede  der  übrigen  bestimmen  kann;  und  dass  auf  gleiche 
Art,  Avenn  man  von  n  Punkten  im  körperlichen  Räume  je  drei  durch 
Ebenen  verbindet,  alle  dadurch  entstehenden  körperlichen  Figuren 
gefunden  werden  können,  -wenn  man  den  Inhalt  von  (3/i — 11)  von 
einander  unabhängigen  Figuren  kennt. 

Ist  also  das  System  in  einer  Ebene  enthalten  und  besteht  es 
aus  4  Punkten,  (denn  bei  dreien  hat  man  nur  eine  Figur  und  also 
noch  keine  Relation),  so  müssen  3  Figuren  gegeben  sein*).  Bei 
5  Puncten  werden  5  Figuren,  bei  6  Puncten  7  Figuren,  u.  s.  w.  als 
gegeben  verlangt. 

Von  den  mannigfachen,  aus  diesen  Betrachtungen  hervorgehen- 
den Aufgaben,  erlaube  ich  mir,  nachstehende  den  Lesern  zur  eigenen 
Lösung  zu  empfehlen. 


Erste  Aufgal)e. 

Beliebige  fünf  Punkte  A,  B,  C\  D,  E  einer  Ebene  sind  je  zwei 
durch  gerade  Linien  verbunden.  Man  kennt  die  somit  entstehen- 
den fünf  Dreiecke  ^^5,  ABC,  BCD,  CBE,  DEA  ihrem  Inhalte 
nach  und  verlangt  daraus  den  Inhalt  des  Fünfecks  ABC  DE.  Statt 
der  fünf  Dreiecke  kann  man  auch  die  fünf  Vierecke  BCDE,  CDEA. 
DE  AB,  EABC,  AB  CD  als  gegeben  annehmen,  und  daraus  eben- 
falls das  Fünfeck  ABC  DE  zu  bestimmen  suchen. 


*)  Heissen  die  vier  Puncte  A,  B,   C,  D  und  sind  z.  B.  die  drei  Dreiecke 
BCD  =  a,     CAD  =  h,     ABD  =  c 
gegeben,  so  erhält  man  daraus  das  Dreieck 

ABC=  a-^b-\-c\ 
und  wenn   sich  die   Linien  AD  und  BC,    BD  und  CA,    CD  und  AB   resp.  in 
E,  F,   G  schneiden,  das  Dreieck 

hc 


a  +  h 
das  Dreieck 

ahc 


AGD  = 

FGD  = 
EFG  = 


,c  -f-  a]  \a  -\-  bj  ' 
das  Dreieck 

2abc\a  -\-  b  -{-  c) 


(b  +  c]  [c  -\-a){a-\-b)' 
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Endlich  giebt  es  eine  noch  allgemeinere  Verwandtschaft  geome- 
trischer Figuren,  welche  die  Verwandtschaft  bloss  nach  der 
geraden  Linie  heissen  könnte.  Sind  nämlich  die  Systeme  in  Ebenen 
oder  im  körperlichen  Räume  befindlich,  so  haben  sie  hier  nur  dieses 
mit  einander  gemein,  dass,  wenn  drei  Puncte  des  einen  Systems  in 
einer  geraden  Linie  liegen,  auch  die  drei  entsprechenden  Puncte  im 
anderen  Systeme  in  einer  Geraden  enthalten  sind. 

Seien,  um  diese  nicht  bestimmt  genug  scheinende  Erklärung 
näher  zu  erläutern,  A,  B,  C,  D  vier  in  einer  Ebene  gegebene  Puncte, 
von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen.  Man  verbinde  sie 
zu  zweien  durch  Gerade  und  nenne  die  Durchschnitte  von  AD  und 
BC,  von  BD  und  CA,  von  CD  und  AB  resp.  E,  F,  G.  Diese 
Puncte  abermals  unter  sich  verbunden,  erhält  man  sechs  neue  Durch- 
schnitte, welche  H,  I,  ...  heissen,  u.  s.  w.  Ist  nun  P  irgend  ein 
fünfter  in  der  Ebene  gegebener  Punkt,  so  lässt  sich  beM*eisen,  dass 
man  durch  immer  fortgesetztes  Ziehen  gerader  Linien  durch  schon 
gefundene  Durchschnitte  einen  Durchschnitt  erhalten  könne ,  der 
mit  P  entweder  zusammenfällt,  oder  ihm  doch  näher  liegt  als  jeder 
andere  gegebene  Punct,  und  also  ebenfalls  mit  ihm  zusammenfallend 
betrachtet  Averden  kann. 

Seien  jetzt  A',  B',  C,  D'  wiederum  vier  Puncte  in  einer  Ebene, 
die  man  den  vorigen  gleichnamigen,  A'  dem  A,  B'  dem  B,  u.  s.  w. 
entsprechend  setze.  Man  unterwerfe  sie  derselben  Operation,  wie 
vorhin  die  Puncte  A,  B,  C,  D  und  finde  die,  den  Durchschnitten 
E,  F,  G,  H,  I,  ...  entsprechenden  Durchschnitte  E',  F',  G',  H',  /',  ..., 
so  dass  E'  der  Durchschnitt  von  A' D'  und  B' C  ist,  u.  s.  w^,  bis 
man  zu  dem  Durchschnitte  P"  kommt,  der  demjenigen  Durchschnitte 
in  dem  vorigen  Systeme  entspricht,  welcher  mit  P  als  zusammen- 
fallend betrachtet  werden  konnte. 

Sind  nun  die  beiden  Systeme  A,  B,  C,  D  und  A',  B',  C,  D' 
einander  gleich  und  ähnlich,  oder  nur  ähnlich,  oder  nur  gleich,  oder 
der  Affinität  nach  verwandt,  so  ist  einleuchtend,  dass  jedesmal  die 
nämliche  Verwandtschaft  auch  zwischen  den  Systemen  A,  B,  C, 
D,  E,  ...,  P  und  A',  B',  C,  D',  E',  ...,  P  stattfinden  wii-d.  Be- 
ziehen sich  aber  die  Puncte  A',  ...,  D'  auf  die  Puncte  A,  ...,  D  nach 
keinem  der  genannten  Gesetze,  so  steht  das  System  A',  ...,  D', 
E',  ...,  P'  zu  dem  Systeme  A,  ...,  D,  E,  ...,  Pin  der  zuletzt  gedachten 
noch  allgemeineren  Verwandtschaft. 

Will  man  zwei  sich  auf  diese  Weise  im  körperlichen  Eaume 
entsprechende  Systeme  construiren,  so  hat  man  anfänglich  fünf 
Puncte  des  einen  Systems,  von  denen  nicht  vier  in  einer  Ebene 
liegen,  beliebigen  fünf,  derselben  Bedingung  unterworfenen  Puncten, 
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Avelche  zu  dem  anderen  Systeme  gehören  sollen,  entsprechend  zu 
setzen.  Die  den  übrigen  Puneten  des  ersten  Systemes  entsprechen- 
den Puncte  in  dem  zweiten  finden  sich  aldann  durch  fortgesetztes 
Verbinden  je  dreier  Puncte  durch  Ebenen. 

Eine  Haupteigenschaft  der  Verwandtschaft  nach  der  geraden 
Linie  besteht  darin,  dass  wenn  P,  Q,  JR,  S  irgend  vier  in  einer 
Geraden  liegende  Puncte  des  einen  Systems  sind,  und  P',  Q',  H',  S' 
die  ihnen  entsprechenden  und  mithin  ebenfalls  in  einer  Geraden 
enthaltenen  im  anderen  Systeme,  dass  dann  immer: 
PIt  PS_P^  P^ 
'  QR      QS~  Q'R'  ■   Q'S'' 

Dieselbe  Eigenschaft  ist  als  Definition  dieser  Verwandtschaft  zu 
nehmen,  wenn  die  Puncte  der  Systeme  nur  in  Geraden  liegen. 

Es  fliesst  hieraus  Aveiter,  dass,  wenn  die  Puncte  in  Ebenen 
liegen,  und  P,  Q,  P,  /S',  T  irgend  fünf  derselben  in  dem  einen  Sy- 
steme sind,  das  Verhältniss  der  Dreiecke: 

PRT      PST 
'  QRT   '  QST 

dem  eben  so  aus  den  entsprechenden  Dreiecken  des  anderen  Systems 
gebildeten  Verhältniss  gleich  sein  muss;  und  dass,  befinden  sich  die 
Puncte  im  körperlichen  Räume,  und  sind  in  dem  einen  Systeme 
P,  Q,  P,  S,  T,  U  irgend  sechs  derselben,  das  Verhältniss  der  Pyra- 
miden 

PRTU      PSTU 
'  QRTU  ■    QSTU 

dasselbe  ist,  als  das  ebenso  gebildete  Verhältniss  aus  den  entsprechen- 
den Pyramiden  in  dem  anderen  Systeme. 

Ebenso  wie  bei  der  Affinität,  öffnet  sich  nun  auch  hier  eine 
neue  Quelle  von  Aufgaben.  Es  lässt  sich  nämlich  darthun,  dass, 
wenn  bei  einem  Systeme  von  7i  Puneten  in  einer  Geraden  oder  in 
einer  Ebene  oder  im  körperlichen  Räume  {n  —  3)  solcher  Verhält- 
nisse, wie  1),  oder  2;i  —  8  solcher  Verhältnisse,  "svie  2).  oder  3« — 15 
Verhältnisse,  wie  3),  gegeben  sind,  alle  übrigen  Verhältnisse  von 
derselben  Art  dadurch  gefunden  werden  können*). 


*)    Bei  vier  in   einer  Geraden  liegenden  Puneten  wird   daher  nur   ein  Ver- 
hältniss als  gegeben  erfordert.    In  der  That,  heissen  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D, 

AC      AD 
so  ist,    wenn  man    -^-^  :   ^r-=-  =  a  setzt, 

AB     AD       ,  ^   AB     AC       ,        l 

ci?  =  äD  =  ^-^-  ^'^"^  db'-dc'^^-V 

Dies  macht  die  einfachste  Aufgabe  dieser  Gattung  aus. 
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Dass  übrigens  die  gegebenen  Verhältnisse  sämmtlich  von  einan- 
der unabhängig  sein  müssen,  und  dass  statt  derselben  auch  eben  so 
viel  aus  ihnen  gebildete  Functionen  gegeben  sein  können,  ist  von 
selbst  klar. 

Aufgaben  dieser  Art  in  Rechnung  zu  setzen,  wird  man,  solange 
die  Puncte  in  einer  Geraden  liegen,  und  bei  fünf  Puncten  in  einer 
Ebene,  keine  Schwierigkeit  finden.  Bei  mehreren  Puncten  in  einer 
Ebene  und  Puncten  im  körperlichen  Räume  ist  es  ohne  besondere 
Hülfsmittel,  dergleichen  mir  der  oben  erwähnte  neue  Calcul  war, 
ein  oft  mühsames  Geschäft.  Folgende  Aufgabe  von  sechs  Puncten 
in  einer  Ebene,  wo  das  Resultat  der  Lösung  sehr  einfach  ist,  möge 
denen,  die  sich  damit  zu  beschäftigen  Lust  haben,  als  Beispiel 
dienen. 


Zweite  Aufgabe. 

Sechs  in  einer  Ebene  liegende  Puncte  A,  B,  C,  Z>,  E,  F 
sind  je  ZAvei  durch  gerade  Linien  verbunden.  Aus  den  vier  Ver- 
hältnissen von  Dreiecksflächen 

ADB      ABB      ABB      AFB 


CBB 

CEB  ' 

CDB 

CFB' 

BDA 

BEA 

BDA 

BFA 

CDA 

■  CEA' 

CDA   ■ 

CFA' 

ACD 

AEF 

das  Verhältniss 

BCD     BEF 

zu  finden. 

Als  Eigenthümlichkeit  der  ^Verwandtschaft  nach  der  geraden 
Linie  bemerke  ich  noch,  dass  hier  nicht  nur  von  Winkeln,  sondern 
selbst  von  parallelen  Linien  oder  Ebenen  nicht  mehr  die  Rede  sein 
kann,  und  dass  folglich  bei  krummen  Linien  und  Flächen,  zwar 
nicht  die  Eintheilung  derselben  in  Ordnungen,  wohl  aber  weit  mehrere 
Unterabtheilungen  wegfallen  werden,  als  dieses  der  Fall  ist,  wenn 
man  den  Gesichtspunct  der  Affinität  wählt  (z.  B.  die  Eintheilung 
der  Kegelschnitte  in  Ellipse,  Parabel  und  Hyperbel,  so  auch  die 
Lehre  von  den  conjugirten  Axen  derselben).  Uebrigens  bedarf  man 
als  Grundlage  aller  dahin  gehörigen  Untersuchungen  nur  des  ein- 
zigen Satzes,  dass  Dreiecke  (oder  Pyramiden),  deren  Bases  in  der- 
selben Geraden  (oder  Ebene)  enthalten  sind,  und  deren  Spitzen  zu- 
sammenfallen, sich  wie  ihre  Bases  verhalten. 
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Doch  ich  breche  ab,  da  eine  umständlichere  Darlegung  der  Er- 
gebnisse meiner  Untersuchungen  und  der  dazu  angewendeten  Mittel 
hier  nicht  am  Orte  ist.  Darf  ich  hoffen,  durch  gegenwärtigen  Auf- 
satz einiges  Interesse  dafür  erregt  zu  haben,  so  werde  ich,  was  ich 
über  die  allgemeineren  Verwandtschaften  der  Figuren  bisher  auso-e- 
arbeitet  und  zum  grossen  Theil  schon  geordnet  habe,  in  dem  folgen- 
den Jahre  in  einer  besonderen  Schrift  mittheilen. 


Schreiben  des  Herrn  Professor  Möbius  an  den 
Herausgeber  der  Astronomischen  Nachrichten. 

Leipzig  1824  Februar  11. 


[Astronomische  Nachrichten  von   Schumacher.     Dritter  Band   1825  col.  131 — 136.] 


jis  ist  mir  angenehm  gewesen,  in  Nr.  42  der  Astron.  Nach- 
richten von  meiner  geometrischen  Aufgabe,  aus  den  fünf  Dreiecken 
EAB,  ABC,  ...  das  Fünfeck  ABC  DE  zu  finden,  zwei  Auflösungen, 
die  eine  vom  Herrn  Hofrath  Gauss,  die  andere  vom  Herrn  Clausen 
zu  lesen.  Indess  ist  von  beiden  Herren*)  der  in  meiner  kleinen 
Abhandlung  gemachte  Zusatz  unberücksichtigt  geblieben: 

))Statt  der  fünf  Dreiecke  kann  man  auch  die  fünf  Vierecke 
BCDE,  CDEA,  DE  AB,  EABC  AB  CD  als  gegeben  annehmen, 
und  daraus  ebenfalls  das  Fünfeck  ABC  DE  zu  bestimmen  suchen.« 

Man  wird  hierdurch  zu  einer  nicht  uninteressanten  Folseruns" 
hingeleitet,  und  Sie  haben  daher  vielleicht  die  Güte,  Folgendes  dar- 
über, als  Nachschrift  zu  jenen  Auflösungen,  in  die  Astron.  Nach- 
richten gelegentlich  aufzunehmen.     Die  Sache  ist  ganz  leicht. 

Setzt  man  nämlich  die  Dreiecke  EAB,  ABC.  ...  =  a,  h,  c,  d,  e: 
die  Vierecke  BCDE,  CDEA,  ...  =  a,  6,  c,  r,  e,  und  das  Fünfeck 
AB CDE  =  X,  so  ist  offenbar :  a  =  x  —  a ,  b  =  x  —  b ,  c  =  x  —  c, 
d  =  X  —  b ,  e  =  X  —  e.  Substituirt  man  nun  diese  AVerthe  in  der 
Nr.  42  gefundenen  Gleichung: 

X-  —  {a  -{-  b  -{-  c  -\-  d  -{-  e)x  -\-  ab  -\-  bc  -\-  cd  -\-  de  -{-  ea  =  0 , 
so  kommt  nach  gehöriger  Reduction: 

a;^  —  (a  -h  b  +  c  -1-  b  H-  e)Ä-  -f-  ab  -]-  6 c  -f  et  +  t e  H-  ea  =  0 ; 
also  dieselbe  Relation  zwischen  a,  b,  ...  und  x,  als  zwischen  a,  b,  ... 
und  X.     Es  entspringt  hieraus  nachstehender  Satz: 

Sind  fünf  Flächen  gegeben,  und  wii-d  das  einemal  die  Fläche 
eines  Fünfecks  AB  CDE  verlangt,  dessen  fünf  Dreiecke  EAB, 
ABC,  ...  und  das  anderemal  die  Fläche  eines  Fünfecks  2(^(SI^(S, 
dessen  fünf  Vierecke  SßrS,  ßD(53(,  ...  jenen  fünf  Flächen  der 
Reihe  nach  gleich  sein  sollen,  so  thun  der  einen  Aufgabe  sowohl, 
als  der  anderen,  wenn  sie  überhaupt  zu  lösen  möglich  sind,  immer 
zwei,   und  zwar  beiden   die  nämKchen,   zwei  Flächenräume  Genüge. 


*;  Dies  ist  dahin  zu  berichtigen,  dass  Herr  Hofrath  Gauss  mündlieh,  als  er 
Herrn  Hansen  und  mir  die  in  des  Herrn  Möbius  Buch  eingeschriebene  Aviflösung 
zeigte,  sogleich  die  Auflösung,  -wenn  die  Vierecke  statt  der  Dreiecke  gegeben 
sind,  hinzufügte.     S. 

Möbius  Werke  I.  26 
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Die  Summe  dieser  Flächen  ist  der  Summe  der  fünf  gegebenen  gleich, 
und  ihr  Product  u.  s.  w. 

Hiernach  können  also,  was  anfänglich  Manchem  paradox  scheinen 
möchte,  von  zwei  dem  Flächeninhalte  nach  sich  gleichen  Fünfecken 
die  fünf  Dreiecke  des  einen  den  fünf  Vierecken  des  anderen  und 
folglich  auch  umgekehrt  die  fünf  Vierecke  des  ersteren  den  fünf 
Dreiecken  des  anderen  gleich  sein. 

Folgendes  einfache  Beispiel  möge  zur  Erläuterung  dienen.  — 
Man  setze,  die  fünf  Dreiecksflächen  des  zu  bestimmenden  Fünf- 
ecks  seien   sämmtlich    einander  gleich,    jede   derselben   gleich  1,   so 
Avird  unsere  Gleichung: 

.r^  — 5^  +  5  =  0, 

und  hiermit  die  Fläche  des  Fünfecks: 

X  =  1  (5  +  Vö  )  und  =  "i  >  —  y 5  ) . 
Es  lässt  sich  nun  noch  die  Bedingung  hinzufügen,  das  das  Fünf- 
eck ein  reguläres  sei.  Die  zwei  verschiedenen  Werthe  des  x  beziehen 
sich  alsdann  auf  die  zwei  verschiedenen  Formen  regulärer  Fünfecke, 
und  zwar  der  erstere  Werth  auf  das  gewöhnliche  Fünfeck,  dessen 
Seiten  Sehnen  von  -|^,  der  letztere  auf  das  sogenannte  Pentalpha, 
dessen  Seiten  Sehnen  von  f  der  Peripherie  des  umschriebenen  ELreises 
sind.  Heissen  die  Halbmesser  der  Kreise  um  diese  zwei  Fünfecke 
resp.  r  und  r',  so  sind  ihre  Flächen 

\r^-  sin  a     und    f  r'^  sin  2«, 
wo  a  =  72".     Dies  giebt  die  ZAvei  Gleichungen: 

5 -j- ys  =  5r^  sin  a,     5  —  y5  =  5/- sin  2«, 
woraus,  mit  der  Bemerkung,  dass 

8  .  sin  a'"  =  5  -h  >  5      und     8  .  sin  2  a-  =  5  —  y 5 , 

f/5  +  y'5U 


r  =  2  . 1(1  sin  a)  =  2^  \^r~/    =  ^'^^^^ 

r'=  2  y(|sin2«)  =  2^/^~^j"'  =  0,9698 

hervorgeht. 

Dieselbe  Gleichung: 

x^  —  bx  -\-i)  =  0 , 

und  mithin  dieselben  zwei  Werthe  der  Fünfecksfläche,  wie  vorhin, 
finden  statt,  wenn  jedes  der  fünf  Vierecke  gleich  1  sein  soll.  Nm- 
gehört  hier,  unter  derselben  Annahme  regulärer  Fünfecke,  der  Werth 
1(5  —  y\5)  zu  einem  gewöhnlichen  Fünfeck,  und  der  Werth  ^(5  -|-  ys) 
zu  einem  Pentalpha.  Setzen  wir  daher  die  Halbmesser  der  um  diese 
zwei  Fünfecke  zu  beschreibenden  Kreise  gleich   r,  r',   so  haben  wir 
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die  Gleichungen: 

5  —  V5  =  5 X-  sin  a,     5  +  V5  =  5  r'^  sin  2 a , 
und  folfflich 


'    \  o  sin  u  I 

.=  2.|/( 


=  2^(1^^111'=  0,7624 


■r= 


sm  a'' 


i/5  +  y5  rl 


^    .     .       q^2^(^+/M^^  1,5691. 
o       sm  2a/  \        o       / 

Diesem  allen  zufolge  beschreibe  man  also  mit  den  Halbmessern 
r,  )'',  X,  x'  ihren  angegebenen  Werthen  nach  vier  Kreise  und  in  die- 
selben nach   der  Reihe   die  regulären  Fünfecke  AB  ODE,  Ä  ...E', 


2t... (g,  3('...l5',  so  dass  die  Seiten  AB,  BC,  ...  und  3{iö,  iö(E,  ...  des 
ersten  und  dritten  Fünfecks  Sehnen  von  72°,  dagegen  die  Seiten 
A'B',  ...  und  %'^\  ...  des  zweiten  und  vierten  Sehnen  von  144°  sind. 

26* 
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Alsdann  sind  erstlich  die  Dreiecke  EAB,  ABC,  ...  im  ersten  Fünf- 
eck gleich  den  Dreiecken  jE'^'^',  A'B'C,  ...  im  zweiten,  gleich  den 
Vierecken  iö(Er  (S,  . ..  im  dritten,  gleich  den  Vierecken  Sd'(i'T)'(i',  . .  .*) 
im  vierten,  und  zwar  jede  dieser  Figuren  gleich  1.  Zweitens  ist  das 
erste  Fünfeck  ABCDE  gleich  dem  vierten  %'....  =^(5-|-V5), 
und  das  zweite  A' ....  gleich  dem  dritten  % —  =  i  (o  —  V5),  folg- 
lich auch  die  Vierecke  im  ersten  (zweiten*)  gleich  den  Dreiecken 
im  vierten  (dritten)  Fünfeck. 

Zusatz.     Ganz  wie  vorhin  finden  sich  die  Flächen  der  Fünfecke 
ACEBD  =  -|r^  .  sin  2«,     A'D'B'E'C  =  f /^ .  sin  «, 
3t(E(5«T)  =  fr-.sin  2«,     2l'T)'iB'(S'(E' =|.r"' sin«. 

Substituirt  man  für  r^,  r'-,  ..  die  gefundenen  AVerthe,  so  kommt: 

A  CEBD  =  A'D'B'E'C"  =  Vb, 

%(i^^T)  =  |(3y5  —  5),     2('t)'33'(g'e'  =  ^(3y5 -1-5), 

wobei  noch  zu  bemerken,  dass  die  daraus  entspringenden  Folgerungen: 

ACEBD  =  A'D'B'E'C  =  ABCDE  =  A'B'C'D'E', 

2(e(SiöD  =  3('iö'(E'1^'(g'  — 22IS3S1^e, 

Sl"t)'iö'(g'e'  =  22('iß'(5'T)'(5'_3(sß(£X)(y^ 

ganz  allgemein  gelten,  auch  wenn  die  Drei-  oder  Vierecke  in  einem 
und  demselben  Fünfeck  einander  nicht  gleich  sind  und  um  das 
Fünfeck  kein  Kreis  beschrieben  werden  kann. 

Doch  genug  von  einer  so  leichten  Aufgabe,  die  an  sich  be- 
trachtet, ein  blosses  Curiosum  ist,  und  nur  noch  insofern  einiger 
Aufmerksamkeit  werth  sein  möchte,  als  sie  ein  Beispiel  zu  dem  mir 
neu  scheinenden  Satze  abgiebt:  Jtdass,  wenn  man  bei  einem  Systeme 
von  91  Puncten  in  einer  Ebene  je  zwei  derselben  durch  Gerade  ver- 
bindet, und  von  den  somit  entstehenden  geradlinigen  Figuren  2?i  —  5 
ihrem  Inhalte  nach  von  einander  unabhängige  als  gegeben  annimmt, 
man  daraus  jede  der  übrigen  bestimmen  kann«.  (Seite  60  meiner 
kleinen  Schrift  über  die  Leipziger  Sternwarte.) 


*)  Von  einem  solchen  Viereck,  wo  sich  zwei  Seiten  noch  innerhalb  ihrer  End- 
puncte  schneiden,  ist  der  Flächeninhalt  gleich  dem  Unterschied  der  beiden  Drei- 
ecke, welche  den  Durchschnittspunct  zu  ihrer  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die 
beiden  anderen  Seiten  zu  Grundlinien  haben. 

Der  Flächeninhalt  eines  Pentalphas  ist  gleich  der  Summe  der  fünf  Dreiecke, 
welche  die  fünf  Seiten  der  Figur  zu  Grundlinien  und  irgend  einen  Punct,  der 
innerhalb  des  kleinen,  in  der  Mitte  sich  bildenden  gewöhnlichen  Fünfecks  liegt, 
zur  gemeinschaftlichen  Spitze  haben,  folglich  gleich  dem  Doppelten  dieses  kleinen 
Fünfecks  plus  der  einfachen  Summe  der  fünf  Dreiecke,  welche  über  den  Seiten 
dieses  Fünfecks  liegen. 


lieber  die  Gleichungen, 

mittelst  welcher   aus    den  Seiten   eines   in 

einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  der 

Halbmesser  des  Kreises  und  die  Fläche  des 

Vielecks  gefunden  werden. 


[Crelle's  Journal  1828  Band  3  p.  5-34.] 


Die  Gleichungen,  mit  Hülfe  deren  man  aus  den  Seiten  eines 
in  einen  Kreis  beschriebenen  Dreiecks  oder  Vierecks  den  Halbmesser 
des  Kreises  vmd  die  Fläche  des  Drei-  oder  Vierecks  findet,  sind  all- 
gemein bekannt.  Von  der  Entwickelung  derselben  Gleichungen  für 
Vielecke  mit  mehreren  Seiten,  mag  bis  jetzt  theils  ihr  seltenes  Be- 
dürfniss,  theils  aber  und  vorzügKch  der  Umstand  abgehalten  haben, 
dass  diese  Gleichungen  bei  wachsender  Seitenzahl  in  hohem  Grade 
immer  zusammengesetzter  werden.  Denn  die  Analysis  ist  hier,  auf 
ähnKche  Art,  wie  bei  der  Dreitheilung  des  Winkels  und  in  vielen 
anderen  Fällen,  genöthigt,  auch  diejenigen  Vielecke  mit  anzugeben, 
bei  welchen  der  Perimeter,  bevor  er  in  sich  zurückkehrt,  sich  selbst 
ein  oder  mehrere  Male  schneidet,  und  welche  man,  da  sie  im  Prac- 
tischen  keinen  besonderen  Nutzen  haben,  nur  als  Abarten  von  Viel- 
ecken zu  betrachten  pflegt.  Die  Mannigfaltigkeit  solcher  Vielecke 
wird  aber  bei  zunehmender  Seitenzahl  immer  grösser,  und  eben  so 
muss  auch  die  Anzahl  der  Kreise  zunehmen,  in  denen  sich  die  näm- 
lichen Seiten  zu  Vielecken  zusammensetzen  lassen.  Uebrigens  leuchtet 
ein,  dass  bloss  die  verschiedene  Aufeinanderfolge  der  Seiten  zur  Ver- 
mehrung der  Kreise  nichts  beitragen  kann. 

Der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes  ist  eine  nähere  Unter- 
suchung der  Beschaffenheit  der  gedachten  Gleichungen.  Ich  habe 
darin,  wenn  auch  nicht  sie  selbst  entwickelt,  doch  einen  einfachen 
Weg  zu  ihrer  Entwickelung  nachgewiesen,  und  hoffe,  dass  dieser 
Weg,  sowie  die  Bestimmung  des  Grades  der  Gleichungen,  die  Be- 
trachtung der  Natur  jener  sternartigen  Vielecke  und  noch  einiges 
Andere  für  den  Geometer  nicht  ganz  ohne  Interesse  und  für  die 
Wissenschaft  von  einigem  Nutzen  sein  werde. 


Anmerkung.  Diese  Abhandlung  ist,  wie  der  Herr  Verfasser  dem  Heraus- 
geber des  Crelle'schen  Journals  meldet,  durch  die  Aufgabe  Nr.  21,  Band  2  p.  100 
dieses  Journals  veranlasst  worden.     C. 
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Sei  A  ein  Punct  in  der  Peripherie  eines  Kreises,  B  ein  zweiter 
Punct  in  derselben,  den  man  sich  anfangs  mit  A  zusammenfallend 
denke.  B  trenne  sich  hierauf  von  A,  und  bewege  sich  immerfort 
nach  derselben  Richtung,  etwa  von  der  Linken  nach  der  Rechten, 
wenn  man  sich  selbst  innerhalb  des  Kreises  befindet. 

Während  auf  diese  Weise  der  Bogen  AB  ohne  Ende  wächst, 
und  der  Punct  B  jedesmal,  wenn  der  Bogen  einem  Vielfachen  der 
Peripherie  gleich  geworden  ist,  mit  dem  Puncto  A  von  Neuem  zu- 
sammenfällt, wird  die  Sehne  AB,  deren  anfänglicher  Werth  gleich  0 
ist,  so  lange  zunehmen,  bis  der  Bogen  AB  gleich  180°  geworden,  wo 
sie  die  Grösse  des  Durchmessers  erreicht  hat.  Sie  wird  hierauf 
ebenso  abnehmen,  verschwinden,  wenn  der  Bogen  bis  zu  360°  ge- 
wachsen ist,  und  alsdann  durch  0  in  das  Entgegensetzte  übergehen, 
so  dass,  wenn  man  die  Sehne  anfänglich  positiv  annimmt,  sie  nun- 
mehr negativ  wird,  und  während  der  Punct  B  den  zweiten  Umkreis 
beschreibt,  die  Sehne,  ebenso  wie  beim  ersten,  nur  negativ,  zu-  und 
abnimmt.  Kommt  hierauf  B  von  Neuem  nach  A,  wird  also  der 
Boo-en  gleich  2.360°,  so  geht  die  Sehne  aus  dem  Negativen  in  das 
Positive  zurück,  und  so  wieder  umgekehrt,  aus  dem  Positiven  ins 
Negative,  wenn  der  Bogen  3.360°  geworden.     U.  s.  f. 

Bezeichnet  daher  ti  irgend  eine  positive  ganze  Zahl,  und  (p  einen 
Bogen  <Ci  360°,  so  ist  die  Sehne  des  Bogens  ti .  360"  -j-  (p  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  ist.  Der  absolute  Werth 
der  Sehne  aber  ist  der  Sehne  von  (p  selbst  gleich.  Auch  wird  man 
sich  leicht  durch  ähnliche  Betrachtungen  überzeugen,  dass  dieser 
Satz  seine  Giltigkeit  behält,    auch   wenn  n  negativ  genommen  wird. 

Seien  nun  A,  B,  C,  ...,  31  die  Spitzen  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vielecks,  in  der  Ordnung,  in  welcher  sie  im  Perimeter 
auf  einander  folgen,  und  daher  AB,  B  C,  ...,  MA  die  auf  einander 
folgenden  Seiten  des  Vielecks,  deren  Anzahl  gleich  m.  Dass  die 
Puncto  A,  B,  C,  ...,  31  auch  in  der  Peripherie  des  Kj:eises  nach 
dieser  Ordnung  fortgehen,  ist  deshalb  keineswegs  uothwendig.  Viel- 
mehr ist  dieser  Fall  nur  als  ein  specieller  und  zugleich  als  der  ein- 
fachste zu  betrachten,  indem  alsdann  keine  Seite  von  der  anderen 
innerhalb  ihrer  Endpuncte  geschnitten  wird. 

Man  lasse  nun  von  A  einen  Punct  im  Kreise  nach  der  einen 
oder  anderen  Richtung,  die  man  für  die  positive  nehme,  im  Kjreise 
fortgehen,  bis  er  nach  B,  und  zAvar  zum  erstenmale  kommt,  d.  h. 
nicht  noch  einen  ganzen  Umkreis  weiter,  wo  er  wieder  in  B  ein- 
treffen würde;  hierauf  von  B  weiter,  bis  er  zum  erstenmale  nach  C 
kommt,  u.  s.  w.,  endlich  von  der  letzten  Spitze  31  bis  zum  ersten- 
male wieder  zu   der   ersten  A.     Die   Summe   der   so   zurückgelegten 
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Bogen  -v^-ird  offenbar  entweder  360°  selbst  oder  ein  gewisses  Vielfache 
davon,  z.  B.  w  .  360°  sein. 

Die  diesen  Bogen  zugehörigen  Sehnen  aber,  oder  die  Vielecks- 
seiten, sind  nach  dem  vorhin  Gesagten  insgesammt  als  positiv  zu 
betrachten,  so  wie  man  auch,  ohne  die  positive  Beschaffenheit  auf- 
zuheben, zu  jedem  Bogen  irgend  ein  gerades  Vielfache  von  360° 
hinzufügen  oder  davon  wegnehmen,  und  daher  die  Summe  aller 

=  71 .  360°  ±  1p  .  360° 
setzen  kann. 

Man  nehme  jetzt  bei  demselben  Vieleck  die  der  vorigen  ent- 
gegengesetzte Richtung  im  Kreise  für  die  positive,  und  bestimme 
danach,  -s^-ie  vorhin,  die  Bogen  AB,  BC,  ...,  MA.  Jeder  derselben 
"«drd  offenbar  die  Ergänzung  des  vorigen  zu  360°,  und  folglich  die 
Summe  aller  m  Bogen  gleich  [m  —  n)  360°  sein,  zu  welcher  Summe  man 
aus  gleichem  Grunde  wie  vorhin  das  Glied  =b  1p  .  360°  setzen  kann. 

Allgemein  wird  man  daher  bei  einem  wEck  die  Summe  der 
Bogen  AB^  BC,  ...,  31 A,  wenn  die  ihnen  zugehörigen  Sehnen  oder 
Vielecksseiten  insgesammt  positiv  sein  sollen,  zu  setzen  haben: 

=  {?i  ±  2p)  360°    oder    =  (m  —  w  ±  2p)  360° 

wo  m  die  Seitenzahl  des  Vielecks,  ?i  eine  von  der  Aufeinanderfolge 
der  Spitzen  im  Kreise  nach  einer  festgesetzten  Richtung  abhängige, 
p  aber  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist. 

Hier  zeigt  sich  sogleich  ein  merkwürdiger  Unterschied  zwischen 
den  Vielecken  mit  gerader  und  denen  mit  ungerader  Seitenzahl,  oder, 
wie  wir  uns  der  Kürze  wegen  in  der  Folge  ausdrücken  wollen, 
zwischen  geraden  und  ungeraden  Vielecken.  Findet  sich  z.  B. 
bei  einem  vorgegebenen  ungeraden  Vieleck  ?i  gerade  (ungerade),  so 
stellt  7izh2p  jede  andere  gerade  (ungerade)  und  m  —  nzhij)  jede 
ungerade  (gerade)  Zahl  vor. 

Bei  einem  ungeraden  Vieleck  kann  daher  die  Bogensumme  einem 
geraden  sowohl  als  ungeraden  Vielfachen  von  360°  gleich  gesetzt  werden. 

Bei  einem  geraden  Vieleck  hingegen  ist,  wenn  ti  gerade  (un- 
gerade) sich  ergiebt,  ndz2p  sowohl  als  m  —  ?i±2p  der  Ausdruck 
jeder  anderen  geraden  (ungeraden)  Zahl. 

Alle  geraden  Vielecke  zerfallen  daher  in  zwei  verschiedene 
Classen.  Bei  den  Vielecken  der  einen  Classe  ist  die  Boarensumme 
einem  ungeraden  Vielfachen  von  360°  gleich;  und  diese  Classe  heisse 
die  erste,  weil  darin  auch  die  einfachsten  Vielecke,  wo  keine  Seite 
der  anderen  innerhalb  ihrer  Endpuncte  begegnet,  begriffen  sind. 
Bei  den  geraden  Vielecken  der  zweiten  Classe  kann  die  Bogen- 
summe bloss  geraden  Vielfachen  von  360°  gleich  gesetzt  werden. 
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So  ist  z.  B.  bei  dem  Viereck  AB  CD,  wenn  B  und  Z>  auf  ver- 
schiedenen Seiten  der  Diagonale  AC  liegen,   die  Bogensumme 

AB  +  BC+CD  +  DA  =  '6m'^,    oder    3.360°  etc.; 

liegen  aber  B  und  D  auf  einerlei  Seite  von  AC ,  so  ist  dieselbe 
Bogensumme  gleich  2.360°  4.360°  etc.,  nach  welcher  Richtung  man 
auch  bei  diesem,  so  wie  beim  vorigen  Viereck  im  Kreise  fortgehen 
mag.  Mithin  gehört  jenes  Viereck  zur  ersten,  dieses  zur  zweiten 
Classe.  Dagegen  ist  bei  ein  und  demselben  Dreieck  ABC,  die 
Bogensumme  AB  +  BC-\-  CA,  nach  der  einen  Richtung  gezählt, 
gleich  360°  oder  3.360°  etc.,  nach  der  entgegengesetzten  Richtung 
gleich  2.360°    4.360°  etc. 

Man  kann  auch  immer  schon  aus  der  niedergeschriebenen  Reihe 
der  Buchstaben,  nach  Avelcher  die  damit  bezeichneten  Spitzen  eines 
geraden  Vielecks  in  der  Peripherie  auf  einander  folgen,  beurtheilen, 
ob  das  Vieleck  zur  ersten  oder  zweiten  Classe  gehört.  Vergleicht 
man  nämlich  mit  dieser  Reihe  die  Ausdrücke  für  die  einzelnen  Seiten 
AB,  BC,  CD,  ...,  31  A,  und  finden  sich  in  der  Reihe  bei  einer 
ungeraden  (geraden)  Zahl  der  Seiten  die  zwei  jede  Seite  bezeichnen- 
den Buchstaben  in  derselben  Folge,  als  wie  in  jenen  Ausdrücken, 
also  auch  bei  einer  ungeraden  (geraden)  Anzahl  in  umgekehrter 
Folge,  so  gehört  das  Vieleck  der  ersten  (zAveiten)  Classe  an. 

So  ist  z.  B.  bei  dem  Sechseck  (Fig.  1)  die  Reihe  der  Spitzen  in 
der  Peripherie:  ABCDEF,  und  darin  nur  der  Seitenausdruck  FA 
in  umgekehrter  Folge  [AF]  anzutreffen.  Mithin  ist  es  ein  Sechseck 
der  ersten  Classe. 


Fig.  2. 


Fig.  3. 


Bei  dem  Seckseck  (Fig.  2)  ist  die  Reihe  der  Spitzen  ABEDCF, 
worin  AB.  BC,  FF  in  dii-ecter.  und  CD,  DE,  FA  in  um- 
gekehrter Folge  sich  finden,  und  das  Sechseck  gehört  daher 
ebenfalls  zur  ersten  Classe,  so  wie  auch  Fig.  3  mit  der  Reihe 
ABDFEC. 
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Dagegen   sind  Fig.  4  und  5  zur  zweiten  Classe  zu  rechnen,    in- 
dem in  der  Reihe  des  ersteren  Sechsecks  ABCFDE  die  zwei  Aus- 


B     Ä 


Fig.  4. 


Fig.  5. 


drücke   EF  und  FA,    in    der  Reihe   des   letzteren   ABEFCD    die 
zwei  Ausdrücke  DE  und  FA  umg-ekehrt  anzutreffen  sind. 


Die  oben  entwickelten  Sätze  lassen  sich  sehr  einfach  durch  tri- 
gonometrische Functionen  darstellen.  Setzen  wir  nämlich  die  Bogen 
AB^  B  C\  ...,  31 A  resp.  gleich  2a,  2ß,  ...,  2«,  so  ist  bei  ungeraden 
Vielecken 

2a -{-2ß +  ...-{- 2^1  =p  .SQQ'^, 
also 

a -i-.i -{-...-{-  u=p.  180°, 

oder,  was  dasselbe  ausdrückt: 

I)  sin  {a-\-ß-{-...  +  u)  =  0. 

Ferner  ist  bei  den  geraden  Vielecken  der  ersten  Classe: 
2«  -f  2,i  -h  . . .  4-  2 (^  =  {2jj  +  1)  .  36U°, 

i{«  +  ,:?+/  +  •.•  +  .«)  =  i^P  +  1)  •  90°, 


folglich 
oder 


II)  cos^{a-\-ß-^  ...  +  h)  =  0, 

und   bei  geraden  Vielecken  der  zweiten  Classe: 
2a -f  2^ +...-!- 2a  =  2^^.360° 

±{a-{-ß-{-...)=p.lSO°, 
oder 

II*)  sin  4  («  +  /?+...  +  fi)  =  0. 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  I),  II),  II*)  können  wir  nun  ohne 
Weiteres  an  die  Lösung  der  Haupt- Aufgabe  gehen:  Aus  den  ge- 
gebenen Seiten  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks  den 
Halbmesser  des  Kreises  zu  finden. 

Bezeichnen  wir  die  Seiten  des  Vielecks,  AB,  BC,  ...,  JIA  mit 
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2«,  25, 


Im,  und  den  Halbmesser  mit  r,  so  ist  einleuchtend,  dass 


sm  u 


— ,     sm  [i  = 


h 

sin  a  = 

m 

r 

r 

und  die  gesuchte  Gleichung  zwischen  den  Seiten  und  dem  Halb- 
messer wird  gefunden  sein,  wenn  man  mittelst  der  letzteren  Glei- 
chungen aus  I)  oder  H)  oder  H*)  die  Hülfswinkel  «,  /?,  ...,  u 
eliminirt  hat. 

Zu  diesem  Zwecke  wird  man  die  Sinus  und  Cosinus  der  Bogen- 
summen  in  I),  H),  H*)  als  Functionen  der  Sinus  der  einzelnen 
Bogen  a,  ß,  ...,  i-i  darzustellen  haben,  und  zwar  als  rationale  Func- 
tionen dieser  Sinus,  wenn  die  Gleichung  ZA\'ischen  r,  a,  J,  c,  ...,  "wie 
wohl  immer  gefordert  wird,  rational  sein  soll. 

Um  den  hierbei  zu  nehmenden  Gang  mit  möglichster  Deutlich- 
keit vorzulegen,  machen  wir  mit  dem  Dreieck  den  Anfang.  Für 
dieses  ist  die  Gleichung: 

a)  sin  («  -\-  ß  -{-  y)  =  {). 

Damit  sie  zuerst  nach  sin  a  rational  werde,  erwäge  man,  dass  das 
Wesentliche  der  Function  sin  a  und  jeder  rationalen  Function  ron 
sin  a  überhaupt  darin  besteht,  dass  eine  solche  Function  sich  nicht 
ändert,  wenn  man  statt  a 

a  +  2p.  180°,    oder   —  a  -{-  [Ij)  -\-  \)  180" 
substituirt.     Nun    bleibt    sin  [a  -{-  ß  -{-  y)    durch    erstere   Substitution 
ungeändert,    verwandelt    sich    aber    durch    letztere    Substitution    in 
sin  (a  —  ß  —  y).     Mithin  wird  die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichung 
a)  sein: 

b)  sin  («  +  /:?  +  y)  sin  (—«-]-  ß  -{-  y)  =  0, 

als  welche  bei  der  einen  sowohl,  als  bei  der  anderen  Substitution 
für  a  unverändert  bleibt. 

Um  jetzt  diese  Gleichung  b)  nach  sin/?  rational  zu  machen,  so 
kommt,  wenn  man  auf  der  rechten  Seite  von  b)  für  ß 

—  ßj^{2p^i)m^ 

setzt, 

sin  (—  a  4-  ß  —  y)  sin  [a  4-  />'  —  ;') ; 

mithin  ergiebt  sich  die  nach  sin  ß  rationalisirte  Gleichung,  wenn 
man  das  zuletzt  Erhaltene  in  b)  multiplicirt : 

in)     sin  [a  +  ß  +  y)  sin  (—  «  -j-  ß  -f ;')  sin  [a—  ß  -f- ;')  sin  («  -f-  ß—  y)  =  0. 

Zugleich  aber  erkennt  man ,  dass  diese  Gleichung  IH)  nach  sin  y 
schon  rational  ist,  und  es  daher  wegen  sin  y  keiner  neuen  Multipli- 
cation  bedarf.     Es  bleibt  daher  nur  die  wirkliche  Entwickeluns:  der 
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Gleichung    HI)    vorzunehmen    übrig.      Diese    giebt,    wie    man    bald 

findet : 

sin  u^  +  sin  ß"^  +  sin  y^  —  2  (sin  /t?-  sin  y-  -\-  sin  y-  sin  «"-  +  sin  a'^  sin"^  ß) 

+  4  sin-  a  sin-  ß  sin"- ;/  ::=  0 , 

-  .  a  , 

und  wenn  man  sm  a  =:  — ,  etc.  setzt: 

oder 

(«  +  5  +  f)  (—  «  +  J  4-  f)  {a  —  b-Jr  c)  {a-{-b  —  c)  r'^  —  4a^  b-c'  =  0, 
die  bekannte  Gleichung   zwischen   den   halben  Seiten  eines  Dreiecks 
und  dem  Halbmesser  des  umschriebenen  Kreises. 

Auf  ähnliche  Weise  wollen  wir  die  Gleichung  für  das  nächst- 
folgende ungerade  Vieleck,    das  Fünfeck,  abzuleiten  suchen. 

Die  ursprüngliche  Gleichung  für  dasselbe  ist: 
a)  sin  {a  +  ß  +  y-\-S  +  6)  =  0. 

Verwandelt  man  darin  a  in  —  a  und  multiplicirt  das  Ergebniss  in  (t), 
so  kommt  die  nach  sin  a  rationalisirte  Gleichung: 

l)     sin  {a -{- ß  +  y -{- ö  +  i)  sin  {— a -{- ß -\- y -\- ö -\-  e)  =  0. 
Um   b)    nach  sin /^    rational    zu   machen,    verändere    man    in   h)   das 
Zeichen  von  ß  in  das  entgegengesetzte,    und  man  erhält,  wenn  man 
das  so  veränderte  b)  in  das  vorige  multiplicirt: 

c)      sin  («  +  ^5  +  /  +  d  +  £)  sin  (—  «  +  /i  +  /  +  (^  +  e) 
X  sin  («  —  /i  +  /  +  d  +  t)  sin  (—  a  —  /i  +  /  +  (5  +  6)  =  0, 

eine  Gleichung,   welche    nach   sin  a   und  sin  ß  zugleich   rational  ist. 
Hierin  wird  noch 

sin  {cc  -\-  ß  —  /  +  (5  -f-  6)  sin  ( —  ci  -\-  ß  —  y  -\-  ä  -\-  e) 
X  sin  {a  —  ß  —  y  +  S -\-  t)  sin  {— a  —  ß —  y  -\- d -{- t) 
multiplicirt    werden    müssen,     um    eine    auch    nach    sin  y    rationale 
Gleichung  zu  erhalten,  und  dieses  neue  Product  noch  mit 

sin  {cc-\-  ß  -\-  y  —  d  +  e)  sin  ( —  «  +  /!?  +  /  —  (5  +  «) 

X  sin  {a  —  ß-\-y  —  d-{- 1)  sin  {— a  —  ß -i- y  —  d -\- e) 

X  sin  («  +  /i  —  /  —  ö  -\-  e)  sin  ( —  a -{-  ß  —  y  —  ^  +  *) 

X  sin  («  —  ß  —  y  —  (5  +  f)  sin  ( —  a  —  ß  —  /  —  ö  -{-  e), 

damit  die  Gleichung  auch  nach  sin  d  rational  werde. 

Dieses  ganze  aus  16  Factoren  bestehende  Product  lässt  sich  zur 
Uebersicht  am  bequemsten  auf  folgende  Weise  darstellen.  Man  be- 
zeichne das  Product  aus  den  5  Factoren,  Avelche  man  erhält,  wenn 
man  in  a)  von  den  5  Bogen  nur  einen  auf  einmal  negativ  setzt, 
durch 

^sin{—a  +  ß  +  y-i-d-\-e), 
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und  eben  so  das  Product  aus  den  10  Factoren,  welche  entstehen, 
wenn  man  in  a)  zwei  Bogen  immer  zugleich  negativ  nimmt,    durch 

^  sin  (—  a  —  /i  +  /  +  (3'  +  «)• 
Alsdann  ist  das  Product  aus  allen  16  Factoren: 

V)     sin(a  +  /i  +  r  +  (J  +  6)^sin(— «4-i^+---)-sin(— «— /?-|-/-f-...), 

und  dieses,  gleich  Null  gesetzt,  wird  zur  unmittelbaren  Entwickelung 
der  rationalen  Gleichung  für  das  Fünfeck  dienen.  Denn  dass  auch 
sin  e  rational  darin  vorkomme ,  folgt  sogleich  daraus ,  dass  die  nach 
sin  a,  ...,  sin  ^  rational  gemachte  Gleichung  nach  a,  ß,  y,  d,  a 
zugleich  symmetrisch  ist. 

Es  ist  nun  nicht  schwer,  auf  diesem  Wege  weiter  fortzugehen, 
und  die  Gleichungen  für  ungerade  Vielecke  von  noch  mehreren 
Seiten  zu  entwickeln.  So  wird  mit  Anwendung  der  vorigen  Be- 
zeichnungsart für  das  Siebeneck  die  Gleichung  sein: 

VII)      sm{a-^ß-{-...-{-r])2sm{~-a-\-ß-\-...)2smi—a  —  ß-\-y-^...) 
X  ^  sin  {—  a  —  ß  —  y  -\-  d  -\-  . .)  =  0, 

wo  von  den  drei  durch  .3'  angedeuteten  Producten  das  erste  aus  7. 
das  zweite  aus  21,  das  dritte  aus  35  Factoren  besteht.  Dass  aber 
alle  diese  Factoren,  und  ausser  diesen  keine  anderen  nöthig  sind,  um 

sin  (a  4-  /i  +  . . .  +  i]) 
nach  sin  «,  sin  ß,  ...,  sin  /;  rational  zu  machen,  lässt  sich  folgender- 
massen  übersehen. 

Zuerst  ist  klar,  dass,  weil 

sin  (a  +  ,i  +  . . .  +  i]) 
eine    symmetrische  Function   von    a,  ß,  y,  ...,  i]   ist,    auch   P   nach 
diesen  Grössen  symmetrisch  sein  muss,  wenn  wir,  der  Kürze  mllen, 
durch  P  =  0  die  rationalisirte  Gleichung  vorstellen. 

2)  Aus  der  bei  dem  Drei-  und  Fünfeck  angewandten  Methode 
erhellt,  dass  P  ein  Product  von  m  Factoren  von  der  Form 

sin  {±  a  zh  ß  dz  y  ±  ...  dz  >;) 
sein  muss. 

3)  Jeder  dieser  Factoren  an  sich  ist  irrational,  giebt  aber  in 
Verbindung  mit  den  m  —  l   übrigen  jedesmal  das  rationale  P. 

4)  Es  ist  gewiss,    dass 

sin  (—  «  -I-  |i  -f  . . .  +  j;) 
einer    der   w  Factoren   ist.      Mithin    kann    man    P   auch    als    durch 
Rationalisirung  dieses  Factors  hervorgehend  betrachten.    Ursprünglich 
aber  entsteht  P  durch  Rationalisirung  von 

sin  (a  H-  /?  -h  . . .  -h  i]). 
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P  wird  sich  folglich  nicht  ändern ,  wenn  man  darin  —  a  für  «, 
und  der  symmetrischen  Form  wegen,  überhaupt  irgend  ein  Element 
in  jedem  der  m  Factoren  mit  dem  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt: 
d.  h.  es  müssen  durch  diese  Aenderung  des  Zeichens  dieselben  Fac- 
toren, nur  in  anderer  Ordnung,  zum  Vorschein  kommen. 

5)  Hieraus  folgt  nun  leicht,  dass  in  den  Sinussen 

sin  (=b  a  ib  ,i  =t  ...), 
woraus  P  zusammengesetzt,  alle  möglichen  und  absolut  verschiedenen 
Combinationen  der  Bogen  a,  ß^  ...  [durch  -\-  und  —  vorkommen 
müssen,  so  wie  auch,  dass' jeder  Sinus  auf  gleiche  Art  dasein  muss, 
d.  h.  jeder  entweder  in  der  ersten  oder  in  der  zweiten  oder  dritten  etc. 
Potenz. 

6)  Es  reicht  aber  hin,  alle  die  verschiedenen  Sinus,  welche  man 
p,  q.  r,  5,  . .  nenne,  nur  in  der  ersten  Potenz  zu  nehmen.  Denn  ge- 
setzt, dass  durch  die  Vertauschung  des  «  mit  —  a,  j9  in  q  und  q  in^j, 
r  in  5  und  s  in  r  übergehe,  so  werden  schon  die  einzelnen  Producte 
2)q^  rs.  ...  rationale  Functionen  von  sin«,  also  auch  das  ganze 
pq7's  ...  eine  rationale  Function  desselben  Sinus  sein.  Ebenso  ist 
klar,  dass  durch  Zeichenänderung  des  ß  von  allen  den  verschiedenen 
»Sinussen  ^;,  q,  r.  s.  ...  die  eine^Hälfte  in  die  andere,  und  umgekehrt, 
übergehen  muss,  und  dass  schon  die  einzelnen  Producte  je  zweier 
sich  gegenseitig  in  einander  verwandelnder  Sinus  nach  sin  ß  rational 
sein  müssen.  Dasselbe  gilt  von  der  Rationalität  nach  sin  /,  u.  s.  w. 
Folglich  wird  schon  das  einfache  Vroduct  pqrs.. .  selbst,  nicht  erst 
eine  höhere  Potenz  desselben,  nach  allen  den  einzelnen  sin  a,  sin  ß,  ... 
rational  sein. 

Da  nun  in  der  That  die  linke  Seite  der  obigen  Gleichung  alle 
Sinus  enthält,  die  aus  der  Form 

sin  {±  a  ±:  ß  ±  —  ±  »J 

durch  alle  möglichen  Combinationen  der  Vorzeichen  entstehen,  und 
auch  jeder  Sinus  nicht  mehr  als  einmal  vorkommt,  so  muss  durch 
diese  Gleichung  die  ursprüngliche, 

sin  (a -1-  ....  -h  /J  =  0, 

und  zwar  auf  die  einfachste  "Weise  rational  gemacht  sein. 

Nach  denselben  Schlüssen  wird  allgemein  in  der  rational  ge- 
machten Gleichung  für  das  (2  m +1)  Eck  auf  der  einen  Seite  Null 
und  auf  der  anderen  ein  Product  aus  folgenden  Factoren  stehen: 

1)  der  Sinus  y  der  Summe  aller  2m  +  1  Bogen  a,  ß,  y,   ...; 

2)  die  2m-|-  1  Sinus,  welche  hervorgehen,  wenn  man  in  y  einen 
der  2  m  -H  1  Bogen  negativ  nimmt ; 
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3)  die  ^ —-^ Sinus,  die  aus  f  erhalten  -werden,  wenn  man 

2  Bogen  zugleich  negativ  nimmt; 

4)  die  ^ r^ — —:— :t öinus,  wenn  man  3  Bogen  zugleich 

X       .      ^      .      o 

negativ  setzt;  u.  s.  av. 

.        ....     ..      (2m+l)2w(2m—  l)...(m  +  2)   ^. 

und   endlich  die   -^ ^    ^r ^ Smus   mit  w? 

1.2.3  ...       m 

negativen  Bogen. 

Die  Anzahl  aller  dieser  Sinus  ist  =  2'-'". 


Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Vielecken  von  gerader  Seiten- 
zahl fort.  Sie  zerfallen,  wie  oben  gezeigt  wurde,  in  zwei  Classen, 
von  denen  wir  aber  nur  die  eine,  —  es  sei  die  erste  — ,  einer  um- 
ständlicheren Betrachtung  zu  unterwerfen  nöthig  haben. 

Für  das  Viereck  der  ersten  Classe  ist  die  zu  rationalisirende 
Gleichung : 

cos^{a-\-ß-\-y-{-d)  =  0. 

Dieser  Cosinus  wird,  Avenn  man  für  a 

—  «  +  (2^+1)180° 
substituirt, 

cos[(2 j9 4- 1)90°+|(— «-f-/i. ..)]  =  — sin |(— «-f- /!;...)  sin  (2/^ -H  1)90^; 
ferner  wird 

sin  ^(—  a-\-  ß  ...) 

durch  die  nämliche  Substitution 

sin[^(a  4- /i-f-...)  —  (2i; -1-1)90"]  =  — cos■|(a+/^  +  ...)sin(2jt>^-l)90^ 
mithin  wird  bei  dieser  Substitution,  Aveil 

[sin  {2p -\-  1)90°]-=  1, 
das  Produet 

cos  ^(a  H-  /y  +  . . .)  sin  i  (_«  +  /?  +  .. .) 

ungeändert  bleiben.  Es  findet  sich  aber  eben  so  leicht,  dass  dieses 
Produet  sich  nicht  ändert,  Avenn  man  a  mit  cc  -{- 2p  .  1 80°  vertauscht, 
indem  dadurch  cos ^{a  -\-  ß  -{-  .. .)  in 

cos  [^{a  -{-ß-\-  ...)-^p .180"]  =  cos •!(«  4-  /i^  4-  . . .)  cos  (p .  180°), 
sin{{—a-\-ß-i-...)    in    sin  [f  (— a  4- /?  4- ...)  —  jo  .  180°] 
=  sin  ^(—  «  4-  /i?  -fT  . . .)  cos  {p  .  180°) 
übergeht,  und 

[cos  (p  .  180°)]'-  =  1 
ist. 
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Es  muss  folglich: 

cos  |(«  +  /i  +  . ..)  sin  |(—  «  4-  /?  4-  ...) 
nach  sin  u  rational  sein,  so  wie  es  auch  in  der  That 

=  ^  sin  {/9  +  •  •  •)  —  i  sin  u 
ist.     Da  nun  ebenso,  wenn  man  —  u  für  a  setzt,  auch 

cos  |(—  a  +  ,i  +  •  ••)  sin  \[a  +  ^t?  +  ...) 
nach  sin  a  rational  sein  muss,  so  entspringt  daraus  die  Regel,  dass,  um 

cos  oder  sin  \  [u  +  /^  +  • .  •) 
nach  sin  a  rational  zu  machen,  man  darin 

sin  oder  cos  \{ —  a  -{-  ß  -\-  ..) 
multipliciren  muss. 

Die  nach  sin  u  rationalisirte  Gleichung  für  das  Viereck  ist  daher: 
cos  ^(a  +  /?  +  /  +  ^)sin  -|(—  «  4-  /^  +  /  +  (5)  =  0. 
Um  sie  nach  ß  rational  zu  machen,  wird  in  sie  nach  jener  Regel 

sin|(ß  —  ,i  +  /  4-  d)  cos  ^(—  a  —  /i  +  /  +  d) 
zu  multipliciren   sein.      In    dieses    jetzt    aus   4  Factoren    bestehende 
Product  multiplicire  man 
sin  ^ (a  4-  /^  —  /  +  ^) cos  \{ —  u  Ar  ß  —  /  +  <^) cos  \{a  —  ß  —  y  -\-  ^) 
X  sin  ■!(—  a  —  /?  —  ;/  4-  ^), 
um  es  nach  sin  y  rational  zu  machen.     Hiernach  ist  die  nach  sin  a, 
sin  ß,  sin  /  rationalisirte  Gleichung  des  Vierecks : 

cos  K«  4-  /?  4-  /  4-  ö) cos  |(—  ß  —  /:?  4-  y  4-  d) 
X  cos  |(—  a  4-  /?  —  /  +  ö)  cos  -i-(—  «  4-  /?  +  /  —  ^) 
X  sin  •!(—  ß  4-  /i?  +  /  4-  <3~)  sin  |. («  —  /i?  +  j/  4-  (^) 
X  sin  ^(«  4-  /i  —  /  +  ö)sin  l{«  4-  /?  4-  /  —  (5). 
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IV)      0  =  { 

Da  aber 

cos  •!( —  u  —  ß  -\-  y  -\-  ^)  =  cos  \[u  -\-  ß  —  /  —  ^) ,  etc., 
so  leuchtet  ein,  dass  diese  Gleichung  nach  a,  ß,  y,  ö  symmetrisch, 
mithin  auch  nach  sin  6  rational,  folglich  die  gesuchte  Gleichung  ist. 
Hieraus  lässt  sich  endlich  die  Gleichung  zwischen  r,  a,  b,  c,  d 
etwa  auf  folgende  Weise  am  kürzesten  ableiten.  Multiplicirt  man  je 
einen  Cosinus  mit  einem  Sinus,  so  kommt: 

[sin  ß  —  sin  (/?  4-  /  +  <^)]  [sin  ß  +  sin  ( —  ß  -\-  y  -\-  ^)] 
X  [sin  ß  4-  sin(/?  —  y  -\-  (5)]  [sin  u -\- %va.[ß  -\- y  —  (5)]  =  0, 
welche  Factoren  man  der  Reihe  nach  /",  g^  /?,  i  setze. 

Man  hat  weiter: 
fg  =  sin  ß*  —  2 sin  u  sin  ß  cos [y  -\-  ^)  —  \  cos  Iß  -\-  -|-  cos  2 (/  4-  d) , 
}i%^=  sin  a*  4-  2sin  u  sin  ß  cos (y  —  6) —  |  cos  Iß  -\-  \  cos  2  (/  —  6). 

Möbins  Werke  I.  27 
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Man  setze  nun  einstweilen  r  =  1  und  hiernach  sin  a  =  a,  sin  ß  =  h, 
etc.,   so  ^ird: 

cos(y  dz  (5)  =  cos  ^^  cos  ö^  cd, 
cos  2/i=  1— 2^»S 
cos  1{y  ±  6)  =  (1  —  2c-2)  (1  —  2f/2)=i=  2c r/  cos  y  cos  d, 
und  hiernach: 

fg  =  ci'^h^  —  c^  —  d^  +  2c^d--\-1ahcd—1{ah-\-cd)co^  y  cos  6, 
U=  a^  J^  h^  —  0""  —  d:^  +  2c^d^  +  lahcd  +  1{ab  +  cd)cos  y  cos  6, 

folglich  fffhi  =  0 

=  [«2  _^  52  _  c2  _  f/2  _|_  2cd{ab-\-cd)f  —  4(ai+  c(7)^(l  —  c^)  (1  —  J*) 

=^  («2  _|_  52  _  ^2  _  ^7^)2  _^  4cc/(a J  +  cd)  {a-  +  5*  —  c^  —  t/^) 

—  4(a5H-e(/)-^(l— c^  — f/2), 

und  wenn  man  jetzt  noch  r  hinzufügt,    so  dass  alle  Glieder  einerlei 
Dimension  erhalten: 

[Aiab  +  cdf  —  [a"  +  Z<-  —  c^  —  d^V 
==  A[ab  +  cd)  [ab{c''  +  f/')  -h  cdia""  +  i"^)], 
welche  Gleichung  sich  ohne   Schwierigkeit  auf  die   bekannte  Form 
bringen  las  st: 

i^_  a  +  b  ■+-  c  -\-  d)  {a  —  b  +  c  -^  d)  [a  +  h  —  c  +  d)  [a  -^  b  +  c  —  d)r'^ 
=  A{ab  ^  cd)  [ac  -{-  bd)  [ad -\-  bc). 

Bedeuten  a,  b,  c,  d  nicht,  wie  oben  angenommen  wurde,  die 
halben,  sondern  die  ganzen  Seiten,  so  fällt  der  Factor  4  weg. 

Um  jetzt  die  rationale  Gleichung  für  das  Sechseck  und  die 
höheren  geraden  Vielecke  überhaupt  zu  finden,  ^yird  es  genug 
sein,  zu  überlegen, 

1)  dass  diese  Gleichung  nach  allen  den  darin  vorkommenden 
2w  Bogen  (wenn  2m  die  Seitenzahl  ist)  symmetrisch  sein  muss; 

2)  dass,  indem  man  in 

cosi-(«  +  /5  +  /  +  ...) 
nach  und  nach  einen ,  zwei ,  drei ,  ...  Bogen  negativ  nimmt ,  der 
Cosinus  in  sinus,  hierauf  wieder  in  cosinus  und  so  fort  abwechselnd, 
zu  verwandeln  ist,  ^N^ie  dies  unmittelbar  aus  obiger  Regel  folgt:  dass 
man  also  überhaupt  cos  oder  sin  vorzusetzen  hat,  nachdem  die  An- 
zahl der  negativen  Bogen,  und  folglich  auch  der  positiven  (weil  die 
Anzahl  aller  gleich  2m),  gerade  oder  ungerade  ist; 

3)  dass  höchstens  nur  m  Bogen  negativ  zu  nehmen  sind,  indem 
die  cosinus  oder  sinus  bei  m  +  ?i  negativen  Bogen  mit  den  cos  oder 
sin  bei  m  —  ?i  negativen  die  cosinus  ganz,  die  sinus  doch  ilirem 
absoluten  Werthe  nach,  identisch  sind; 
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4)  dass  man  aus  eben  dem  Grunde  von  den  Factoren  mit  m 
negativen  Bogen  nur  die  eine  Hälfte  beizubehalten  hat;  z.  B.  alle 
diejenigen,  worin  «  negativ  vorkommt,  wie  in  IV). 

Nach  diesen  Betrachungen  wird  die  rationalisirte  Gleichung  für 
das  Sechseck  sein: 

VI)  0  =  cos  |(«  +  /^  +  /  4-  <5  +  £  +  C) 

Xsin^^(— a  +  /i?...  +  C)sin|.(«  — /i?  +  r  +  ---+?)---sini(«  +  ...+£  — t) 

X  cos  ^ (—  a—  /i  +  /  . . .  +  C) cos  |(—  ß  +  /i  —  j/  +  . . .  +  L) . . . 

cos  ^{a  -\-  ...-{-  ö  —  €  —  t) 

X  sin|(— «  —  /?  —  /  +  .. .  +  C)  ...  sin  ^{—  a  -{-  ß  +  y  -^  d  —  €  —  Q. 

Die  Anzahl  sämmtlicher  Factoren  ist 

Dass  aber  dieses  Product  nach  allen  sin  a,  sin  ß,  . . . ,  sin  C  rational  ist, 
ergiebt  sich  leicht  daraus,  dass  für  jeden  dieser  Sinus  je  2  Factoren 
zusammengehören ,  die  ein  nach  demselben  rationales  Product  mit 
einander  bilden.     So  gehört  z.  B.  für  sin  d  zu  dem  Factor 

sm^i—a  —  ß  —  y-^ö-^-e-^L) 
der  Factor 

cos  -|(—  «  —  ß  —  y  —  d  +  £  +  Q  =  cos  1  («  +  /i  +  7  +  (5  —  £  —  C) , 

und  umgekehrt  zu  letzterem  der  erstere,  indem  ihr  Product 

=  |-  sin  d  —  |-  sin  {a  -\-  ß  -\-  y  —  €  —  L) 
ist. 

Auf  gleiche  Ait  wird  überhaupt  die  rationalisirte  Gleichung  für 
das  2m Eck  der  ersten  Classe  sein: 

O  =  cosi(a  +  /i+...):^sin^(— a  +  /^  +  - ••)- cos -K— «—/?+/  +  ...) 
X2sin^{—a  —  ß  —  y  +  d-h...) 

und  so  fort  bis  zu  dem  Product  aus  allen  den  Cosinussen  (wenn  m 
gerade),  oder  Sinussen  (wenn  m  ungerade),  bei  welchen  nebst  einem 
und  demselben  Bogen,  z.  B.  a,  noch  m — 1  andere  negativ,  die  ?n 
übrigen  aber  positiv  sind.     Die  Anzahl  sämmtlicher  Factoren  ist : 

,    ,    ^       ,    2m(2m—\)    ,    2m(2m  —  1)  (2m  —  2)    , 
^+^"+         1.2         +  1.23 ^  +  - 

_1_    2m(2m-l)...(m+l)^g,,»-, 
~^2'  1.2 m 

Was   die   geraden  Vielecke    der  zweiten  Classe  anbelangt, 
so  hat  die  hierbei  rational  zu  machende  Gleichung  die  Form: 

sini(a  +  /i  +  y  +  ...)  =  0. 

27* 
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Nacli   der   oben   gegebenen  Regel   wird   diese   Gleichung  nach  sin  a 
rational  gemacht,  wenn  man  sie  mit 

cos  !(—«  +  /:?+...) 
multiplicirt,  und  dieses  nach  sin  «  rationale  Product  wird  auch  nach 
sin  ß  rational  werden,  wenn  man  es  mit 

cos  ^(a  — /?  +  /...)  sin  i(—  «  —  /?  +  ...) 
multiplicirt  etc.  Die  rationalisirte  Gleichung  eines  geraden  Vielecks 
der  zweiten  Classe  erhält  man  also  unmittelbar  aus  der  Gleichung 
desselben  Vielecks  der  ersten  Classe,  wenn  man  in  letzterer  Glei- 
chung die  "Wörter  sinus  und  cosinus  mit  einander  verwechselt.  So 
wird  z.  B.  die  rational  gemachte  Gleichung  für  das  Viereck  der 
zweiten  Classe  sein: 


IV*)     0  =  <^ 


sin^{a-\-ß-\-y-{-d)sin{{{—a  —  ß-^y-^6) 
X  sin  -|(—  «  +  /i?  —  /  +  (5)  sin  |(—  «  +  /?  +  7  —  (5) 

X  cos  ^(—  «  +  /?  +  /  +  (5)  cos  !(«  —  /?  +  y  4-  d) 
X  cos  |(a  +  /5  —  7  +  c5)  cos  |(ß  +  /?  +  /  —  (5). 

Hier  ist  also  bei  den  Cosinussen  die  Anzahl  der  negativen  Bogen 
ungerade  und  bei  den  Sinussen  gerade,  Avährend  bei  der  ersten  Classe 
das  Gegentheil  stattfand.  Daraus  ergiebt  sich  ferner,  dass  IV)  in 
IV*),  VI)  in  VI*)  etc.,  und  umgekehrt,  auch  dann  sich  verwandelt, 
wenn  man  irgend  einen  der  2m  Bogen,  z.  B.  a,  oder  auch  irgend 
drei,  fünf  etc.  Bogen  negativ  nimmt,  dass  aber  die  Gleichungen  IV), 
VI)  etc.  sowohl  als  IV*),  VI*)  etc.  unverändert  bleiben,  wenn  man 
irgend  eine  gerade  Anzahl  der  2w  Bogen  mit  dem  entgegengesetzten 
Zeichen  nimmt.  Es  wird  folglich  auch  die  daraus  abgeleitete  Glei- 
chung zwischen  r,  a,  b,  ...  eines  geraden  Vielecks  der  einen  Classe 
in  die  Gleichung  des  der  anderen  Classe  zugehörigen  Vielecks  sich 
verwandeln,  oder  sich  nicht  ändern,  je  nachdem  man  einer  ungeraden 
oder  geraden  Anzahl  der  Seiten  entgegengesetzte  Werthe  giebt. 

Die  Gleichung  zwischen  r,  a,  b,  ...  für  das  Viereck  der  zweiten 
Classe  wird  demnach  sein: 

^a-\-b-^c^d)  {—  a—b-^c-{-d)  {—  a-i-b  —  c-{-d)  {—  a  -^b  +  c  —  d)r- 
=  —  4 {ab  —  cd)  [ac  —  bd)  [ad —  bc). 

Diese  Gleichung,  sowie  die  vorige  für  das  Viereck  der  ersten  Classe, 
besitzen  demnach  die  Eigenschaft^  dass  die  eine  in  die  andere  über- 
geht, wenn  man  irgend  eine  der  vier  Grössen  negativ  nimmt,  dass 
also  jede  derselben  für  sich  auf  gleiche  Art  sich  ändert,  man  mag 
a  in  — a,  oder  Z»  in  — b  etc.  verwandeln,  und  dabei  in  dem  ersten 
Zustande  sowohl,  wie  in  dem  geänderten,  nach  a,  b,  r,  d  symmetrisch 
ist.     Wir  schliessen  hieraus,    dass  jede   der  beiden  Gleichungen,   in 
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einzelne  Glieder  aufgelöst,  ausser  symmetrischen  Functionen  von 
«2,  J*,  c-,  d^,  als  M^elche  bei  jedem  Zeichenwechsel  der  Elemente 
a,  b,  ...  dieselben  bleiben,  noch  das  Product  ab  cd  enthalten  werde, 
welches  die  einfachste  symmetrische  Function  von  a,  b,  c,  d  ist,  die 
sich  bei  dem  Zeichenwechsel  eines  jeden  ihrer  4  Elemente  auf 
gleiche  Art  ändert.  Und  in  der  That  lassen  sich  die  Gleichungen 
IV)  und  rV*)  in  folgender  Form  darstellen: 

[—a*  —  ...—d*-{-2  {a^b^  +  a^c^  +  . . .  +  cV^)  =b  Sabcd]r^ 
=  A{aH^ c^  +  ...-{-  b^c'-d-^)  ±  4aöcf/(a^  +  ...  +  </^), 
wo  das  obere  Zeichen  für  die  erste,  das  andere  für  die  zweite  Classe 
gilt.      Auf  ähnliche   Art  wird  die   Gleichung  für   das  Sechseck   aus 
symmetrischen  Functionen  von  a^,  b^,  ...,f'^  und  aus  dem  Producte 
abcdef  zusammengesetzt  sein,  u.  s.  w. 

Die  Gleichungen  für  ungerade  Vielecke  dagegen  enthalten  nur 
symmetrische  Functionen  von  a-,  b',  ...  und  bleiben  daher  bei  jedem 
Zeichenwechsel  ihrer  Elemente  unverändert. 

Noch  kann  man  bemerken,  dass  die  zwei  rationalisirten  Glei- 
chungen der  ersten  und  zweiten  Classe  eines  geraden  Vielecks,  in 
einander  multiplicirt  ein  Product  geben,  welches  die  Form  der 
rationalisirten  Gleichung  eines  ungeraden  Vielecks  hat,  nämlich: 

cos|(a  +  /?  +  ...)^sin|(— « +  /i +...)••  • 
X  sin  I  («  4- /:?  +  •••)  ^  cos  i  (— a  + /J +...)...  =  0 , 

einerlei  mit 

sin  (a  4- /i  +  ...).S  sin  (—«  +  /?  +  ...)...  =  0, 
und  dass,  wenn  man  auch  bei  einem  ungeraden  Vielecke  als  rational 
zu  machende  Gleichung  eine  Gleichung  von  derselben  Form,  wie  bei 
geraden  Vielecken,  zu  Grunde  legen  wollte,  man  dennoch  zu  der- 
selben rationalisirten  Gleichung  wie  vorhin  gelangen  würde.  Setze 
man  z.  B.  für  das  Dreieck  die  Gleichung 

cos|(a  +  /i-j-y)  =  0, 
so  müsste  man  sie,  um  sie  nach  sin  a  rational  zu  machen,   mit 

und  wegen  sin  ß  noch  mit 

am  ^{a  —  ß  -^  y)  cos  ^{—  a  —  ß  -{-  y) 
multipliciren.    Dieses  Product  ist  aber  noch  nicht  nach  sin  y  rational, 
sondern  wird  es  erst  durch  Multiplication  mit: 

sm^{a-\-ß — y)  cosi( — a -\- ß — y)  cosi(o:  —  ß — y)  sin-|( — a  —  ß — y), 
wodurch  man  auf  die  obige  Gleichung  HI)  zurückkommt. 
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Das  Bisherige  wird  genug  sein,  um  zu  sehen,  wie  man  aus  der 
Seitenzahl  irgend  eines  in  einen  Kreis  zu  beschreibenden  Vielecks 
die  Gleichung  zwischen  den  Seiten  und  dem  Halbmesser  des  Kreises 
finden  könne,  zugleich  aber  auch,  um  einzusehen,  dass  diese  Glei- 
chunsen,  die  bereits  ent-\vickelten  für  das  Dreieck  und  Viereck  aus- 
genommen,  schon  vom  Fünfeck  an  sehr  zusammengesetzt  sein  müssen. 
Ohne  daher  im  Gegenwärtigen  diese  Entwäckelung  selbst  vorzu- 
nehmen, will  ich  jetzt  nur  die  hierbei  gewiss  noch  am  meisten  inter- 
essirende  Frage  zu  beantworten  suchen,  bis  auf  welchen  Grad  eine 
solche ,  nach  Potenzen  von  r  geordnete  Gleichung  steige ,  wie  viel 
also  verschiedene  Kreise  existiren,  in  denen  aus  einer  gegebenen 
Anzahl  von  Seiten  ein  Vieleck  zusammengesetzt  werden  kann. 

Weil  in  der  Gleichung  zwischen  r,  «,  Ä,  c,  ...  nur  die  Quadrate 
von  a,  h,  ...,  und  bei  geraden  Vielecken  noch  das  Product  aus  allen 
Seiten  vorkommen,  so  ersieht  man  zuerst,  dass  die  Gleichung  nur 
gerade  Potenzen  von  r  enthalten  könne,  und  dass  sie  mithin  nach 
ihnen  geordnet  von  der  Form  sein  werde: 

0)  0  =  A-{-  Br^  +  Co-'  -r  ...  Pr^P, 

wo  A,  B,  C,  ...  rationale,  ganze,  symmetrische  Functionen  von 
«^,  b'^,  c^,  ...  (und  abc  ...)  sind,  und  j)  eine  ganze  von  der  Seiten- 
zahl m  abhängige,  jetzt  eben  zu  bestimmende  Zahl  ist.  Diese 
Gleichung  lässt  sich  nämlich  in  ^j  Factoren  von  der  Form  ?•-  —  q 
auflösen,  deren  jeder,  Avenn  anders  q  eine  mögliche  und  positive 
Grösse  ist,  einen  besonderen  Kreis,  dessen  Halbmesser  =  =b  }  q,  zu 
erkennen  giebt,  in  Avelchen  das  Vieleck  beschrieben  werden  kann. 
Um  nun  den  Grad  der  Gleichung,  oder  '2p.  für  ein  gegebenes  m 
zu  bestimmen,  wird  es  hinreichen,  das  erste  und  letzte  Glied  der 
Gleichung  zu  entwickeln,  worauf  dann  der  Unterschied  in  den  Dimen- 
sionen dieser  Glieder  dem  gesuchten  2p  gleich  sein  wird.  Um  die 
dabei  anzuwendende  Methode  zuerst  am  Dreieck  darzulegen,  so  ist 
in  der  rationalisirten  Gleichung  HI)  der  erste  Factor  des  gleich  0 
gesetzten  Products;  sin  {a -\- ß -\- y) ,  den  man  jetzt  unter  folgender 
Form  darstelle: 

1 

^  [cos  {c(-}-ß-\r  y)  +  i  sin  («  -f-  ^  +  ;')] 

l 

—  ^  [cos  («  4-  /i  H-  ;')  —  i  sin  {a -\- ß -{-  y)] 

1 

=  ^  (cos  a  -f-  i  sin  a)  (cos  ß  -\-  i  sin  ß)  (cos  ;'  +  i  sin  /) 

1 

—  ^  (cos  «  —  i  sin  a)  (cos  ß  —  i  sin  ß)  (cos  y  —  i  sin  ^)  =  a , 
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^xo  i  =  V  —  1   ist ,  und  auf  gleiche  "Weise : 

sin  ( —  ci  -^  ß  -\-  y)  =  h 

1 

=  jp  (cos  a  —  i  sin  a)  (cos  ß  -\- i  sm  ß)  (cos  y  -{- i  sin  y) 

1 
—  -x-r  (cos  «  4-  *  Sin  ß)  (cos  /?  —  i  sin  /i)  (cos  y  —  i  sin  /) , 

u.  s.  w.     Es  ist  aber,   wenn  man  einstweilen  r  =  1   nimmt: 


cos  a  ±  i  sin  «  =  Vi  —  «^  ±  ^a, 


cos  /?  ±:  i  sin  ß  =  yi  —  b^  ±ih , 

etc.  Substituirt  man  diese  Ausdrücke  in  a,  6,  c,  ...,  so  werden  sich, 
in  dem  Producte  abcb  die  Wurzelzeichen  gegenseitig  vernichten  und 
dieses  Product  gleich  0  gesetzt,  und  mit  Hinzufügung  der  Potenzen 
von  r  die  Dimensionen  überall  gleich  gemacht,  wird  die  gesuchte 
Gleichung  für  das  Dreieck  erhalten  werden. 

Zu  demselben  Resultate  wird  man  nothwendig  auch  gelangen, 
wenn  man  statt  der  Wurzelgrössen  Vi  —  «-,  etc.  ihre  Entwickelungen 
in  unendliche  Reihen:  1 — \a^  —  ...,  etc.  substituirt.  Zugleich  aber 
bieten  diese,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  a,  ...  geordneten  Ent- 
wickelungen ein  einfaches  Mittel  dar,  um  von  der  Gleichung  a6cb  =  0 
das  Glied  von  der  niedrigsten  Dimension  separat  darzustellen,  da- 
durch nämlich,  dass  man  von  jeder  Reihe  ebenfalls  nur  das  niedrigste 
GKed,  welches  überall  gleich  1  ist,  beibehält.     Hierdurch  wird 

cos  «  dz  e  sin  «  =  1  ±  ^«, 
etc.,  und 

a  =  ^  (1  +  ia)  (1  +  ib)  (1  H-  ic)  -  ^  (1  -  ia)  (1  -  ib)  (1  -  ^V), 

und  wenn  man  diese  Producte  entMackelt,  und  dabei  gleichfalls  nur 
die  niedrigste  Dimension  von  a,  b,  c  stehen  lässt: 

a  =  a  -f-  J  -h  c , 
und  eben  so 

b  =  —  a-\-h  -\-  c^ 

u.  s.  w.,  folglich  das  niedrigste  Glied  in  aBcb, 

=  {a^b-\-c){—a-\-b^  c) [a  —  h-\-  c)  («  +  J  —  c). 

So  wie  das  niedrigste  GKed  durch  Auflösung  der  Wurzelgrössen 
Vi — «^,  etc.  in  Reihen,  nach  aufsteigenden  Potenzen  von  «,  ...  er- 
halten wurde,  eben  so  wird  sich  das  Glied  ergeben,  welches  die  höchste 
Dimension  von  a,  5,  c  in  sich  fasst,  wenn  man  die  Wurzelgrössen 
nach    absteigenden    Potenzen    entwickelt,    und    von    diesen    Reihen 


^ 
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gleichfalls  nur  den  Anfang  beibehält.     Alsdann  ist: 

Vi— «^  =  iVa^  —  1  =ia  —  ^ . . . , 

folglich:  / .  «  . 

ö  Vi— «'  +  ««  =  2ea, 

/ ^       .  i  1 

Vi  «     Za  =  ^r-   =   ^TT-, 

2a         2ia 
u.  s.  w.,  und 

.  1111 

a  =  irr  .  2ia.  2ib  .  2ic ^r-.   .   ^r-r-   .   ^rry   .   irv-  =  — Attbc, 

2^  2^      2«a      2»ö      2zc 

weil  das  zweite  GUed,  wo  a,  b,  c  im  Nenner  vorkommen,  gegen  das 
erste  wegzulassen  ist.     Aus  eben  dem  Grunde  hat  man: 

1  1«..     «.  l«.l  1  ic 

2i      2ia  2i  2ib      2ic        a  ' 

ac  ab 

'  =  T'    ^  =  T- 

folglich  das  höchste  Glied  in  ab  CD 

^    j     bc      ac      ab 
=  —  Aabc —  .  ~y-  .  —  =  — Aa^b^c^. 
a        b         c 

Da  dieses  nur  um  2  Dimensionen  höher  als  das  niedrigste  ist,  so  ist 

die   Gleichung   selbst    nur   vom    zweiten    Grade,    hat    folglich    keine 

INIittelglieder  und  ist  nach  Hinzufügung  von  r*: 

^,^_^l^c){—a  +  b  +  c){a  —  b  +  c){a+b  —  c)r'-  —  4a*^>*c-  =  0, 

väQ  schon  oben  gefunden  wurde. 

Auf  ähnliche  Art  lassen  sich  auch  die  Gleichungen  für  das 
Fünfeck  und  die  ungeraden  Vielecke  mit  noch  mehreren  Seiten  be- 
handeln.    Ueberhaupt  nämlich  wird  von 

sin  (±  a  ±  /ü?  zb  j/  d=  . . .) , 
nach   aufsteigenden  Potenzen  von   a,  b,  c,  ...   entwickelt,   das   erste 

oder  niedrigste  Glied 

=  zh  a  :h  b  dz.  c  zh  . . . 

sein.      Ent^vickelt    man    aber    denselben    Sinus    nach    absteigenden 
Potenzen,  so  ist  das  erste  und  also  höchste  Glied 

=  —^i{2ia)~\2ib)~\2ic)~\.. 
oder  _,  _,  5-1 

y{2ia)       {2ib)       {2ic)       .... 

nachdem    die    Dimension    des    einen    oder    des    anderen  Ausdruckes 
positiv  ist,  wobei  sich,  weil  die  Anzahl  von  a,  b,  c,  ...  ungerade  ist, 
die  i  immer  gegenseitig  aufheben  werden. 
Bei  dem  Fünfeck  ist  demnach  von 

sin(a  +  /i  +  ;'4-^  +  f)-sin(— a  +  /i  +  j' +  ($  +  £).!  sin  (—a—/^  +  y+... ) 
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das  niedrigste  Glied  P  in  der  Gleichung  0), 

=  [a  +  h-^c  +  d+e)  2  (— a  +  i  +  c  +  cZ  +  e)  ^  [—a—b-{-c-\-d-\-e), 
und  dessen  Dimension 

=  1+5  +  ^=16; 

für  das  höchste  Glied  A  hat  man 

sin  {a  -\-  ß  -\-  . . .)  =  —  |t  .  2ia  .  2ih  .  2ic  .  lid  .  2ie  =  IQabcde, 

sin  (—«  +  /?  +  ...)  =  —\i[1ia)      .  lih  .  lic  .2id  .lie  =  —  ^-^^ , 

et 

sin  {—  «  —  /i  +  y  +  . . .)  =  —  I i{2ia)~^  (2  ib)'~\  2ic  .2id.  2ie  =  ^ , 
folglich  A  selbst 

und  dessen  Dimension 

5    4 
=  5.1+3.5H-1.-^, 

weil  jeder  der  5  unter  dem  ersten  ^  begriffenen  Factoren  von  der 
dritten  und  jeder  der  10  Factoren  unter  dem  zweiten  2  von  der 
ersten  Dimension  ist;  folglich  der  Unterscliied  der  Dimensionen 
zwischen  A  und  P,  oder 

2j9  =  5  — l+(3  — 1)5  =  4  +  2.5  und  ^9  =  2  +  1  .5  =  7; 
d.  h.  die  Gleichung  für  das  Fünfeck  ist  nach  r'^  vom  siebenten  Grade. 
Sind   daher  alle    7  Wurzeln   dieser   Gleichung   möglich,    so   giebt  es 
sieben   (im  Allgemeinen)  verschiedene   Kreise,    in   welche   sich   mit 
den  gegebenen  fünf  Seiten  ein  Fünfeck  zeichnen  lässt.     Weil 


^(_4^^)  =  (-4^^).(-4^^)...=-4^a3J^o3^^ 

id 

'^ lcde\  cde      hde        ahc  ^j^         ^ 

^  \  ab  )  ab    '    ac     "    de 


so  ist  das  höchste  Glied  entwickelt 

=  —  4''a^b^c^d^e^ , 

mithin  das  Product  aus  den  Quadraten  aller  7  Halbmesser: 

2'*a6  56___g6 


2, 


r  "    = 


i     ^    ■■■    ^  (a  +  ...  +  e)  ^(-«+6  +  ...)  ^(-a-6-H...)' 

folglich,  wenn  a,  b,  ...  nicht  die  halben,    sondern  die  ganzen  Seiten 
selbst  bedeuten: 

a^b^  ...  e^ 

'''■■■    ''  ~~   V{a-\-b  +  ...-{-e)2{—a-{-b-i-...)2{—a—b-\-c-^d-\-e) 


r,r. 
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Um  ein  einfaches  Beispiel  zu  geben,  wie  sich  mit  denselben  fünf 
Seiten  in  sieben  verschiedene  Kreise  Fünfecke  beschreiben  lassen, 
so  wollen  wir  zuerst  alle  fünf  Seiten  einander  gleich  annehmen. 
Alsdann  reduciren  sich  die  7  verschiedenen  Kreise  auf  3,  indem  5 
derselben  einander  gleich  werden.  Das  in  den  grössten  derselben 
(Fig.  6)  einzuschreibende  Fünfeck  ist  das   gewöhnliche  reguläre,    das 


Fig.  6. 


Fig.  7. 


Fig.  8. 


Fig.  9. 


Fig.  10. 


Fig.  11. 


Fünfeck  in  dem  kleinsten  derselben  (Fig.  8)  ist  das  unter  dem  Namen 
des  Pentalpha  bekannte.  Das  Fünfeck  in  dem  mittleren  Kreise 
(Fig.  7)  hat  die  Gestalt  eines  regulären  Dreiecks,  indem  hier  drei 
auf  einander  folgende  Seiten  z.  B.  BC,  CD^  DE,  in  einander  fallen. 
Lassen  Avir  nun  jede  der  fünf  Seiten  um  beliebige  kleine  Grössen 
verkleinert  oder  vergrössert  werden,  so  werden  Fig.  6  und  8  ihre 
Gestalt  nicht  Avesentlich  ändern;  in  Fig.  7  aber  werden  die  drei 
zusammenfallenden  Seiten  etwas  auseinandergehen,  und  dadurch 
Figuren  wie  9,  10  und  11  bilden.  Da  nun  die  mittelste  der  drei 
vorher  in  einander  fallenden  Seiten,  jede  der  fünf  Seiten  sein  kann, 
so  entstehen  aus  Fig.  7  fünf  verschiedene  Fünfecke  und  ebenso  viel, 
wenn  auch  nur  Avenig,  von  einander  verschiedene  Kreise. 

Man  sieht  aus  dieser  für  das  Fünfeck  angestellten  Untersuchung, 
dass  überhaupt  aus  jedem,  in  der  rationalisirten  trigonometrischen 
Gleichung  als  Factor  vorkommenden  Sinus,  sin  (zb  a  ±  /?  zb  . . .),  für 
das  Glied  P  in  der  nach  Potenzen  von  r-  geordneten  Gleichung  ©) 
ein  Factor  von  der  ersten  Dimension  (zb  o- dz  5  =b  ...),  für  das  Glied 
A  aber  ein  Factor  von   der  Dimension  f — g  erwächst,    wenn   von 
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allen  den  in  sin  (±:  a  dr  /?  dr  . . .)  vorkommenden  Bogen ,  f  derselben 
einerlei  Zeichen,  die  g  übrigen  das  entgegengesetzte  haben,  und  f 
die  grössere  Zahl  ist;  dass  mithin  die  Differenz  der  Dimensionen 
von  A  und  P,  gleich  2jt),  wegen  jedes  sin  (zb  «dz  ...)  einen  Zuwachs 
von  f —  g  —  1 ,  und  also  wegen  jedes  3  sin  (dz  a  ±  . . .)  einen  Zu- 
wachs von  11  [f — g —  1)  Einheiten  erhält,  wenn  die  Anzahl  der  vmter 
2"  enthaltenen  in  einander  zu  multiplicirenden  Sinusse  gleich  n  ist. 
Wenden  wir  dieses  auf  das  Siebeneck  an,  dessen  rationalisirte 
Gleichung 

sin  («  +  ...  +  ?;)  2'  sin  ( — •  «  +  ...)  -  sin  ( —  u  —  /i  -f-  . . .) 
X  -  sin  (—«  —  /:?  —  y  +  ...)  =  0 
ist,  so  haben  wir  für 

sin  («  +  ...  + »;),    /=7,     ^  =  0; 
für  das  erste  Zeichen  3, 

f—g  =  h,      7l  =  l\ 
für  das  zweite  3, 

für  das  dritte  JS", 

.  ,  7-6-5 

/-^=1,     ^^  =  ^^-273' 

also  f —  g  —  1   der  Reihe  nach  gleich  6,  4,  2,  0,  und  daher 
2i>  =  6.1+4.7  +  2.^, 

p  =  3.  1+2.  7 +  1.^=38, 

und  es  kann  folglich  38  verschiedene  Kreise  geben,  in  welchen  sich 
mit  denselben  gegebenen  7  Seiten  Siebenecke  beschreiben  lassen. 
Ebenso  ist  nun  auch  im  Allgemeinen  bei  dem  {2m -\-  l)Eck  für 

sin  («  +  /?+.. .) 

f—g—  1  =  2?n,     n  =.  1, 
für  das  erste  — 

f—g—\=2m  —  2,     n  =  2m-\-\, 

für  das  zweite  2 

2m  +  1  .  2m 
f—g—\  =  2m  —  A,     n= -^ -^ , 

für  das  vorletzte  3 

„  .        „  2m+1.2m...m+3 

f  —  9 — 1=2,     n  = ^r j-, 

-^        -^  1  .2      ...  m  —  1' 

für  das  letzte  2 

/-^-i  =  o, 


I 
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und  hiermit,   wenn    man  von  f — g — 1   die   halben  Werthe  nimmt: 

2m+  1  .  2m 


p  =  rn.\-\-{m  —  \)  {2m  +  1)  +  (m  +  2) 


1         .    2 


.    ,          -.  2/W+ 1  .  2m.2m— 1    ,           ,    ,     2m+ 1  .2m...w  +  3 
+  (^^'-^)        1.2.3         +---  +  ^-— .   2    ...m-1' 

Dieser  Reihenausdruck   für  p   lässt    sich  aber    leicht    in    einen    ge- 
schlossenen verwandeln.     Man  hat: 


Weil  nun 


(2m  +  1)...(m  +  3)    ,    (2,»+l)...(m  +  2)  _  „,„, 


l+2m4-— f- 


]    .        2         ■  '     1    . . .  w? 

-2        _l_2wi 
1    ...w-^  "^  TT 


I    2m...m  +  2    ^     1  2m...m+l  _  2«"»_, 


so  wird: 

P 


-  (2;;^  +  1)  f2"»  -  '  -  ^1^-^  +  ^  _  1_  '^^i  ■•■m  +  n 
^  L  \    ...m—\  2      1    ...       m     J 

welches  sich  ohne  Weiteres  auf 

_  2;n  +  1      2m.2m  —  1  ...m-{-2.  m+  1        ^„„_, 

mach    ist    a] 
Gleichung  für  das  Dreieck 


reducirt.       Hiernach    ist    also    der    Grad     der    nach    r*    geordneten 


2        1 


für  das  Fünfeck 

5       4.3 

für  das  Siebeneck 

-   2    T  .  2       ^ 
7       6.5.4 

für  das  Neuneck 

2    ■    1.2.3 

9       8.7.6.5 

2    ■  1.2.3.4 


2^  =  7, 
=  38, 
=  187, 
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2^  =  874, 


für  das  Elfeck 

_  11      10.9 .8  .7  .6 

~   2    •    1.2.3.4.5 

für  das  Dreizehneck 

_13      12.11.10.9.8.7       .,H_3058 
"T-      1.2.3.4.5.6  -^     -^yo», 

u.  s.  VT.,  "welche  Zahlen,  wie  man  sieht,  so  schnell  wachsen,  dass  mit 
der  Formel  für  das  Dreizehneck  ein  schon  ziemlich  starkes  Buch 
ausgefüllt  werden  könnte. 

Es  lassen  sich  diese  Zahlen  auch  noch  sehr  einfach  auf  recur- 
rirende  "Weise  darstellen.  Es  besteht  nämlich  der  Ausdruck  für  p 
aus  zwei  Theilen:  einem  Binomial-Coefficienten  und  einer  Potenz 
von  2.     Ebenso  ist  für  das  {2m — l)Eck 

2m  —  1      2m  —  2.2m  —  3...W+1.     m  ^„„ 

^'  2         ■         1        .2  ...m—2.m—l 

Eliminirt  man  nun  aus  den  Ausdrücken  für  p  und  p^  das  eine  Mal 
die  Binomial-Coefficienten,  das  andere  Mal  die  Potenzen  der  2,  so 
erhält  man  folgende  zwei  recurrirende  Bestimmungen: 

mp  —  2(2m-\-  l)p^  =  2-"'  —  \ 

2m  —  \  .  2m  —  2  . . .  m  -\-  \ 


p  —  4p^  = 


1        .2  ...  m— 1' 


wonach 


7  =  1(10.  l-|-4)  =  4.1  +  3, 
38=i(14.7  +  4')  =  4.7+^, 

187  =  i(18  .  38  +  4^)  =  4  .  38  +  f^, 

874  =  4(22  .  187  +  4^)  =  4  .  187  +  l'l'l^, 

u.  s.  w.  Noch  fliesst  hieraus,  dass  J9  :  p^'^  4:  :  \,  d.  h.  dass  jede  folgende 
Zahl  grösser  als  das  Vierfache  der  vorhergehenden  ist.  In  der  That 
sind  die  Exponenten  des  Verhältnisses  p  :  p^  der  Reihe  nach : 

187  _     35       874  _      126       3958  _     231 
38    "~     38'      187  ~      187  '      874   ~     437  ' 

etc.  Auch  lässt  sich  zeigen,  dass  diese  Ueberschüsse  der  Exponenten 
über  4  immer  kleiner  und  über  jede  angebbare  Grenze  kleiner 
werden,  je  weiter  man  in  der  Reihe  fortgeht. 
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Was  nun  den  Grad  der  Gleichung  für  ein  gerades  Vieleck  an- 
geht, so  ist  zuerst  einleuchtend,  dass  die  Gleichungen  für  das  2  m  Eck 
der  einen  und  anderen  Classe  von  gleichem  Grade  sein  müssen,  in- 
dem jede  dieser  zwei  Gleichungen  in  die  andere  durch  blosse  Ver- 
änderung des  Vorzeichens  irgend  eines  der  Elemente  übergeht.  So- 
dann lässt  sich  zeigen,  dass  diese  zwei  Gleichungen  für  das  2wEck 
von  demselben  Grade ,  als  die  Gleichung  für  das  nächst  niedrigere 
ungerade  {Im — 1)Eck,  sind. 

Um  diesen  Satz  zuerst  an  der  Gleichung  für  das  Viereck  zu 
erläutern,  so  ist  die  Gleichung  IV),  wenn  man  darin  den  Sinus  des 
letzten  Bogens  d  schon  rational  darstellt: 

0  =  [sin  (a  H-  /i  +  /)  —  sin  ö]  [sin  (—  a  -}-  /?  -f-  y)  -h  sin  <5] 
X  [sin  [a  —  ß  -\- y)  +  sin  ^]  [sin  [cc  +  ß  —  /)  -f-  sin  6]. 
Von  der  hieraus  abzuleitenden  rationalen  Gleichung  zwischen  a,  b,  c,  d 
wollen  wir  nun,  eben  so  wie  vorhin,  das  Glied  von  der  niedrigsten 
und  das  von  der  höchsten  Dimension  zu  bestimmen  suchen.  Zu 
diesem  Zweck  wird  in  beiden  Fällen  für  sin  6  nur  d  zu  substituiren 
sein.  Dagegen  wird  man  die  übrigen  Sinus  sin  (±:  a  dz  . . .) ,  wie 
oben  beim  Dreieck,  das  eine  Mal  nach  aufsteigenden,  das  andere 
Mal  nach  absteigenden  Potenzen  von  a,  i,  c  zu  entwickeln,  und  von 
beiden  Entwickelungen  nur  die  Anfangsglieder  beizubehalten  haben. 
Substituirt  man  daher  die  beim  Dreieck  für  diese  Glieder  gefundenen 
Werthe,  so  ergiebt  sich  in  der  Gleichung  des  Vierecks  das  Glied 
von  der  niedrigsten  Dimension 

=  [a  +  b  +  c  —  d)  {—  a  -\-  h  +  c  +  d){a  —  h  -{-  c  +  d)  [a  -\-  h  —  c -^d), 

und  das  Glied  von  der  höchsten: 

welches  sich,  wenn  mau  im  ersten  Factor  das  einfache  d  gegen  das 
Product  abc,  wie  erforderlich,  weglässt,  auf 

—  A{bc-{-  ad)  {ac  +  bd)  [ab  -f-  cd) 
reducirt.  Da  nun  letzteres  Glied  nur  um  zwei  Dimensionen  höher 
als  das  erstere  ist,  und  die  Gleichungen  für  die  geraden  sowohl  als 
für  die  ungeraden  Vielecke  nur  gerade  Potenzen  von  r  enthalten 
können,  so  wird  letzteres  Glied,  mit  Hinzufügung  des  ersteren. 
durch  r"'  noch  multiplicirten  Gliedes,  gleich  0  gesetzt,  die  Gleichung 
für  das  Viereck  sein ;  vollkommen  so ,  y\ie  sie  bereits  oben  auf 
anderem  Wege  gefunden  wurde. 

Wenden  Avir  dieselbe  Verfiihrungsart  a\if  die  Gleichung  W)  für 
das   Sechseck  der   ersten  Classe   au ,    so    verwandelt    sich    das   darin 
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gleich  0  gesetzte  Product  von  32  Factoren,  wenn  man  dasselbe  nach 
dem  Sinus  des  letzten  Bogens  ^  rational  darstellt,  und  deshalb  je 
einen  Sinus  mit  einem  Cosinus  multiplicirt ,  in  ein  Product  aus 
16  Factoren  von  der  Form 

sin  {dz  a  dz  ß  ±  . ..  zh  e)  zL  sin  C, 
"wobei  sin  T  das  Vorzeichen  +  oder  —  erhält,  nachdem  in 

sin (ib  a  dz  . ..) 
die  Anzahl  der  positiven  Bogen,  die  ich  immer  grösser  annehme  als 
die  Anzahl  der  negativen,  gerade  oder  ungerade  ist.  Zu  demselben 
Producte  wird  man  daher  auch  gelangen,  wenn  man  in  der  rational 
gemachten  Gleichung  V)  für  das  Fünfeck,  zu  jedem  der  16  Sinus- 
factoren noch  sin  C  mit  +  oder  —  nach  der  eben  gegebenen  Vor- 
schrift hinzufügt,  so  dass  sich  die  Gleichung  VI)  auch  unter  folgen- 
der Form  darstellen  lässt: 

[sin  («  -\-  ii  -{-...  -\-  t)  —  sin  l]  ^  [sin  ( —  cc  -\-  ß  -\-  . . .)  -\-  sin  c] 
X  ^ [sin (—  «  —  ß  -{-y  ^  ...)  —  sin  T I  =  0. 

Denn  man  sieht  leicht,  dass  die  zwei  Factoren  von  der  Form 

cos  ^(dz  a  dl  ...  ±  u)  und  sin  \{dz  a  dz  ...  dz  l), 
in  welche  jeder  dieser  16  Factoren  aufgelöst  werden  kann,  unter  den 
32  Factoren   von  YT)   vorkommen   müssen,    so   wie   auch,    dass   man 
unter   den  32    aus    dieser  Lösung  entstehenden   Factoren   keine  zwei 
einander  gleich  bekommt. 

Indem  man  nun  die  Gleichung  VI)  in  ihrer  gegenwärtigen 
Form,  eben  so  wie  im  Vorigen  die  Gleichung  V),  zur  Erforschung 
des  Grades  der  Gleichung  für  das  Sechseck  anwendet,  so  wird  offen- 
bar durch  das  Hinzutreten  von  sin  ^,  wofür  man  jetzt  y  zu  setzen 
hat,  die  Dimension  des  ersten  Gliedes  in  der  Entwickelung  von 

sin  (±:  «  ±:  . . .) 
sei  es  nach  aufsteigenden  oder  absteigenden  Potenzen  von  a,  b,  c,  ... 
nicht  geändert.  Ist  nämlich  in  dem  einen,  wie  in  dem  anderen  Falle 
dieses  erste  Glied  von  sin(zb  a  dr  ...)  nur  von  der  ersten  Dimension, 
so  wird  man  dzf,  weil  es  dieselbe  Dimension  hat,  hinzusetzen 
müssen.  Gehört  aber  das  Glied  einer  höheren  Dimension  an,  so 
fällt  f  gegen  dasselbe  weg.  Es  muss  folglich  auch  in  der  Entwicke- 
lung des  ganzen  Productes  für  das  Sechseck  die  niedrigste  und 
höchste  Dimension  mit  der  niedrigsten  und  höchsten  Dimension  des 
Ausdruckes,  welcher  aus  der  Entwickelung  des  Products  für  das 
Fünfeck  entspringt,  einerlei  sein,  und  es  wird  folglich  auch  in  der 
Gleichung  für  das  Sechseck  r-  zu  demselben  Grade  als  in  der  Glei- 
chung für  das  Fünfeck  steigen. 
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Von  den  beiden  äussersten  Gliedern   in   der   Gleichung   für   das 
Sechseck  der  ersten  Classe  findet  sich  auf  diese  Weise  das  eine 

2{—  a-i-b  +  c  +  d-^-e  +/)  J{—  a  — b  +  c-\-d-{-e  —f)r'\ 
wo   das  erste  2  6  Factoren   in  sich   fasst;    die   Anzahl   der   Factoren 
beim  zweiten  JS",    wo   drei  Elemente,    und   darunter    immer   ein   und 
dasselbe,  hier  f,  negativ  zu  nehmen  sind,  ist 
5.4  1        6.5.4 


1.2  2       1.2.3 

Das  andere  äusserste  Glied  ist: 

Ahcde\    ^^r-ficd 


=  10. 


16 


=  \Qahcde{—A^a'P...e')^l'''^^~''^A 

=  _  2'^{cde  —  ahf)  [bde  —  acf)  [bce  —  adf)  {bcd—  aef)  [ade  —  bcf) 
X  («ce  —  ^^)  («cc? —  bef)  [abe  —  cdf)  [abd —  cef)  [abc  —  def), 

wo  f  immer  in  dem  negativen  Theile  jedes  Factors  vorkommt,  so  wie 
in  dem  zweiten  .3  des  ersteren  Gliedes  f  immer  negativ  zu  nehmen 
war.  Man  sieht  aber  bald,  dass  sich  weder  das  eine  noch  das  andere 
Glied  ändert,  wenn  man  statt  f  irgend  ein  anderes  der  6  Elemente 
dieser  Bedingung  unterwirft,  dass  mithin  beide  Glieder  nach  allen 
6  Elementen,  wie  gehörig,  symmetrisch  sind. 

Die  Gleichung  für  das  Sechseck  der  ersten  und  folglich  auch 
der  zweiten  Classe  ist  daher  nach  r-,  eben  so  wie  die  Gleichung  für 
das  Fünfeck,  vom  siebenten  Grade :  und  es  können  mithin  unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  AVurzeln  möglich  und  verschieden  von  ein- 
ander sind,  mit  den  6  gegebenen  Seiten  in  14  verschiedene  Kreise 
Sechsecke  gezeichnet  werden,  von  denen  die  eine  Hälfte  der  einen, 
die  andere  Hälfte  der  anderen  Classe  angehört. 

Auf  eben  die  Art  wiixl  nun  auch  jede  der  beiden  Gleichungen 
für  das  Achteck  mit  der  Gleichung  für  das  Siebeneck  von  einerlei 
Grade,  vom  38.,  sein,  u.  s.  w.  bei  mehrseitigen  geraden  Vielecken. 
Denn  eben  so,  wie  vorhin  aus  der  trigonometrischen  Gleichung  für 
das  Fünfeck  die  trigonometrische  Gleichung  des  Sechsecks  durch 
blosses  Anfügen  von  ±  sin  t  zu  den  einzelnen  Factoren  der  ersteren 
Gleichung  abgeleitet  wurde,  und  durch  dieses  Anfügen  die  Dimen- 
sionen der  beiden  äussersten  Glieder  in  der  Gleichung  des  Fünfecks 
nicht  verändert  wurden,  so  wird  man  denselben  Schluss  auch  von 
jedem  anderen  ungeraden  Vieleck  auf  das  nächstfolgende  gerade 
machen  können. 
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Wir  kommen  nunmehr  zu  dem  letzten  Theile  unserer  Unter- 
suchung, zu  der  Bestimmung  der  Fläche  eines  in  einen  Kreis  be- 
schriebenen Vielecks  aus  den  gegebenen  Seiten.  Man  denke  sich 
aus  dem  Mittelpuncte  des  Kreises  nach  allen  Spitzen  des  Vielecks 
Radien  gezogen,  so  vrird  dadurch  die  Fläche  des  Vielecks  in  ebenso 
viele  gleichschenkelige  Dreiecke  zerlegt,  welche  den  Mittelpunct  des 
Kreises  zur  gemeinschaftlichen  Spitze  und  die  Seiten  des  Vielecks 
zu  Grundlinien  haben.  Da  jeder  der  Schenkel  dieser  Dreiecke  =  r 
und  die  Winkel  an  den  Spitzen  derselben  in  ihrer  Folge  =  2a,2ß,  .. . 
sind,  so  sind  die  Flächen  der  Dreiecke  =  ^r^  sin  2«,  ^r'^  sin  2ß,  ..., 
mithin,  wenn  man  durch  F  die  Fläche  des  Vielecks  bezeichnet: 

2F=r-{sin  2a-|-sin  2ß-^  ...), 

und  es  kommt  nun  darauf  an,  aus  dieser  Gleichung,  aus  der  Glei- 
chung für  das  Vieleck  zwischen  7%  a,  b,  c,  ...  und  aus  den  Glei- 
chungen r  sin  cc  =  a,  r  sin  ß  =  h ,  etc.  die  Grössen  r,  «,  ß,  ...  zu 
eliminiren ,  um  somit  eine  Gleichung  zwischen  F,  a,  b,  c,  ...  zu 
erhalten. 

Bevor  wir  aber  diese  Operationen  selbst  vornehmen,  wird  es 
nöthig  sein,  uns  über  die  Bedeutung  der  Vielecksfläche  vollkommen 
zu  verständigen.  Da  nämlich  die  meisten  der  hier  vorkommenden 
Vielecke  von  solcher  Beschaff'enheit  sind,  dass  zwei  oder  mehrere 
oder  auch  alle  Seiten  sich  innerhalb  ihrer  Endpuncte  schneiden,  so 
fragt  es  sich,  was  dann  unter  dem  Werthe  der  Vielecksfläche  zu 
verstehen  sei,  und  ob  auch  in  diesen  Fällen  die  oben  gegebene 
Formel,  wobei  wir  uns  stillschweigend  ein  gewöhnliches  Vieleck 
ohne  dergleichen  Durchschnittspuncte  dachten,  angewendet  werden 
könne. 

Eine  gerade  Linie  von  veränderlicher  Länge  sei  mit  dem  einen 
ihrer  Endpuncte  im  Mittelpuncte  des  Kreises  fest,  während  der  andere 
Endpunct  den  Perimeter  des  Vielecks  durchlaufe.  Die  hiermit  von 
der  Linie  überstrichene  Fläche,  indem  man  die  mit  entgegengesetzter 
Bewegung  beschriebenen  Theile  mit  entgegengesetzten  Zeichen  nimmt, 
ist  der  Flächeninhalt  des  Vielecks.  Sind  daher  A,  B,  C  drei  auf 
einander  folgende  Spitzen  im  Perimeter  und  Z  der  Mittelpunct  des 
Kreises,  so  werden,  indem  der  bewegliche  Endpunct  der  Linie  von 
A  bis  B  und  von  B  bis  C  geradlinig  fortgeht,  von  der  Linie  selbst 
die  Dreiecke  ZAB  und  ZBC  beschrieben,  und  diese  sind,  jener 
Erklärung  zufolge,  mit  einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  zu  ver- 
binden, nachdem  der  Mittelpunct  Z  innerhalb  oder  ausserhalb  des 
Winkels  ABC  liegt.  Geht  die  eine  Seite  BC  durch  Z  selbst,  so 
ist  das  ihr  zugehörige  Dreieck  ZB  C  =  0. 
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Hiermit  ist  nun  auch  die  obige  Formel  für  F  im  Einklänge. 
Denn  die  Zeichen  der  Dreiecksflächen  ^r"^  sin  2a,  und  \r^  sin  Iß 
richten  sich  nach  den  Zeichen  von  2a  und  Iß.  Diese  sind  aber 
einerlei,  wenn  2a  :=:  Bogen  AB  und  1ß  =  BC  zugleich  grösser 
oder  zugleich  kleiner  als  180°  sind;  sie  sind  verschieden,  wenn  von 
den  Bogen  AB  und  BC  der  eine  grösser,  der  andere  kleiner  als 
180°  ist;  womit,  wie  man  leicht  sieht,  die  vorhin  bemerkte  Lage 
von  Z  gegen  den  Winkel  AB  C  ganz  übereinstimmt. 

Um  jetzt  zur  Entwickelung  der  Gleichung  zwischen  F,  a,  b,  ... 
überzugehen,  so  übersieht  man  leicht,  dass  diese  Gleichung,  wenn 
die  Gleichung  ZAvischen  r^,  a,  5,  ...  nach  r*  vom  pien  Grade  ist, 
ebenfalls  ^j  verschiedene  Werthe  für  F  angeben  muss,  indem  jedes 
in  einen  anderen  Kreis  beschriebene  Vieleck  auch  eine  andere  Fläche 
haben  wird;  dass  ferner,  weil  die  Fläche  ebenso  gut  negativ  als 
positiv  genommen  werden  kann,  die  Gleichung  nach  Potenzen  von 
F"^  fortgehen,  und  mithin  nach  F'^  vom  joten  Grade  sein  wird. 

Ich  will  nun  wenigstens  die  Möglichkeit  darthun,  zu  dieser 
Gleichung  zu  gelangen,  und  deshalb  zuförderst  zeigen,  dass  F'-  immer 
als  rationale  Function  von  r*,  a,  b,  ...  dargestellt  werden  kann.  Zu 
dem  Ende  lasse  man  a  um  da  wachsen ,  während  b,  c ,  ...  unver- 
ändert bleiben,  und  suche  die  daraus  für  r  entstehende  Zunahme  dr. 
Weil  immer  a  -\-  ß  -\-  y  -\-  ...  einem  Vielfachen  von  180°  gleich  ist, 
so  hat  man: 

da  +  dß  -\-dy  -\-  ...  =  0. 

Sodann  folgt  aus  den  Gleichungen  rsin  a  =  «,  rsin  /:^  =  i,  u.  s.  w. 

rcos  ada  -{-  sin  adr  =  da,     rcos  ßdß  -\-  sin  ßdr  =  0,  ... 

Dividirt   man    diese  Gleichungen   resp.  durch  cos  a,  cos/:?,  cos  y,  ... 
und  addirt  sie  hierauf,  so  kommt,  wegen 

da-{-dß-\-dy  -{-  ...  =  0, 
(tang  a  +  tang  ß  +  tang  y  -\-  ...)dr  =^ —  • 

Es  ist  folglich ,  weil  tang  a  -\-  tang  ß  -^  ...  eine  symmetrische  Func- 

dr 
tion  von  a,  ß,  ...  ist,    — -   umgekehrt   proportional    mit    cos  a,    und 

da 

.  d)'      dr 

eben  so  ^-7,   -^,  ...  mit  cos  ß,  cos  y,  ... 
db      de  ' 

Diesen  Satz,  dass  die  partiellen  Differentialquotienten  des  Halb- 
messers eines  Kreises  nach  den  Seiten  eines  eingeschriebenen  Viel- 
ecks im  umgekehrten  Verhältnisse  der  Abstände  der  Seiten  vom 
Mittelpuncte  {=  r  cos  a,  r  cos  ß,  ...)  sind,  wollen  wir  nun  benutzen, 
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um    aus    dem  Ausdrucke    für  F  die   Cosinus   von   a,  ß,  ...   wegzu- 
schaffen.    Weil  l^r-  sin  2«  =  ra  cos  a  etc.,  so  hat  man: 

F-  =  7'^  {a  cos  a  -{-b  cos  ß  -\-  ..  .)^ 
=  1 r'^  cos  a^  H r-  cosV  +  •  •  •  I  («  cos  «  -{-  5  cos  /^  +  . . .) ; 

\  cos  CC  cos  /i  r      >  I    \  (       I  y  > 

mithin,     weil    r^  cos^a  =  r^  —  a^,    etc.,    und    wenn    man    -j— =  a', 

-77-  =  0  ,  etc.  setzt,  wo  daher 
clo 

1        1 

—7:7-7-:...  =  cos  a  :  cos  ß  :  ...  : 
a        0 

F'-  =  [aa'{r'-a^-)-^bb'{r'-b')  +  . ..]  [^^  +  A  4.  . . .  j  . 

Sei  jetzt  die  aus  dem  Vorigen  als  bekannt  anzunehmende  Glei- 
chung zwischen  ?•-,  a,  b,  r,  ... 

0  =  A-i-Br'--{-Cr*-\-..., 

wo  A,  B,   C,  ...  bekannte  rationale  Functionen  von  a,  b,  c,  ...  sind. 
Differentürt  man  diese  Gleichung  nach  a  und  r,  so  erhält  man: 

0  =  ^-{-r'-^-\-r'^ -{-... +  2Bra'  +  ^Cr'a' -{-..., 
da  da  da 

und  hieraus: 

dA    ^      ,dB,     ,dC    ^ 

,               da  da  da 

ra  = 


25-f-4Cr*  +  ... 

und  eben  so  rb\  rc,  ...  gleich  bekannten  rationalen  Functionen  von 
r^,  a,  b,  Cj  ...  Substituirt  man  nun  diese  Functionen  in  dem  zuletzt 
erhaltenen  Ausdrucke  für  F^^  so  bekommt  man  auch  F^  durch  eine 
rationale  Function  r'^,  a,  b,  c,  ...  ausgedrückt,  wie  zu  erweisen  war. 
Werde  diese  letztere  Gleichung  für  F^^  durch 

F'  =  (p{r\a,b,  ...) 
bezeichnet,  so  ist  jetzt  noch  übrig,  aus  ihr  und  der  Gleichung 

0  =  A-\-Br'^  +  ... 

r^  zu  eliminiren,  ein  Geschäft,  welches  ausserdem,  dass  es  überaus 
weitläufig  ist,  keine  weitere  Schwierigkeit  hat.  Heissen  nämlich  die 
p  Werthe,  welche  in  der  Gleichung 

0  =  A  +  Br''  +  ...  +  Pr'-P 

28* 
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für  r^   substituirt,    ihr   Genüge  leisten:    a,  6,  c,  ...,  p,    so    sind   -p-, 

73 

— ,  ...  bekannte  rationale  symmetrische  Functionen  von  a,  b,  ...,  )3, 

und   jede    andere    rationale   symmetrische    Function  von  a,  b,  ...,  :p 

A      B 

lässt  sich  auf  bekannte  Weise  durch  ^,   -ß,  ...  rational  ausdrücken. 

Die  Quadrate  der  Vielecksflächen  aber,  die  diesen  p  verschiedenen 
Werthen  von  ?-^  angehören,  sind 

f/)(a,  «,  J,  f,  ...)>     fp{^ia,^,(^,-'-),     cp{c,  a,  b,  c,  ...),  ... 

und  mithin  die  Gleichung,  welche  sie  alle  umfasst: 

{F'-(p{a,  a,  b,  c,  ...)]{F'-  —  cp{h,  a,  b,  c,  ...))  ...  =  0. 

Entwickelt  man  diese  Gleichung,  so  steigt  sie  nach  F^  bis  zum 
p  ten  Grade ,  und  kann  von  a,  h,  c ,  ...  offenbar  nur  symmetrische 
Functionen    enthalten,    die    man,    A\'ie    oben    bemerkt,    auch    durch 

AB. 

— ,  — ,   ...  ausdrücken  kann.     Thut   man  dieses,    und   setzt   endlich 

statt  A,  B,  ...,  P  ihre  Werthe  durch  a,  b,  ...  ausgedrückt,  so  erhält 
man  die  gesuchte  rationale  Gleichung  für  den  Flächeninhalt,  die 
nach  F'^  vom  pten  Grade  ist,  und  in  deren  Coefficienten  nur  a,  b,c,  ... 
noch  vorkommen. 

Um  diese  Methode  schliesslich  auf  das  Dreieck  anzuwenden, 
obwohl  sich  bei  diesem  und  bei  dem  Viereck  im  Kreise  die  Glei- 
chung zwischen  den  Seiten  und  der  Fläche  auf  weit  kürzeren 
Wegen  finden  lässt,  so  hat  man  beim  Dreieck: 

0  =  ^  +  5r^ 

AVO 

A  =  —4:an-c\ 

B  =  1  {b^  c-  +  c^  a^  +  a^  b^)  —  a*  —  b'  —  c*  ==  4b^  c^  —  {b^  +  c*  —  a'-)\ 
folglich 


und 


^  =  —  Sab^c\     ^  =  4a{b'  +  c*  —  «*) 
da  da 

dA        ^dB         i  l  jdB       j.dA\ 
da  da         B  \      da  da} 

=  ^^  [o'  +  «^  -  b^)  K  +  b^-  c'-). 
wofür  man  auch  setzen  kann: 

-^=  QaHb'-  +  c^-  —  a'), 
a 
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wo   Q  eine  symmetrische  Function  von  a,  b,  c  ist.     Auf  gleiche  Art 
wird  sein: 

folglich 

^  +  |  +  4=as. 

a  b  c 

Sodann  ist 

r-  —  ö"  —  — 

folglich 


B 

B 

a^)aa 

1 

BQ 

-«^). 

h^\hh 

, 

b^  [c'-  +  a^ 

+  b^-) 

und  eben  so 

b^  (c-  - 

etc..  mithin 

(,.•2  _  a^-) «a'  4-  (,.'.  _  h'-)  h  h'  +  [r'  -  c')cc' = -^  =  ^, 

und  endlich: 


d.  i. 


F^  =  [{r'-a'-)aa'  +  •••][^  +  .  ..j=  ^  .  QB  =  B, 


F  =  1  (a  +  5  +  c)(— a  +  6  +  c)(a  —  6  +  c)(a  +  ^»  —  c), 

von   welcher   Wurzelgrösse    der    vierte   Theil    zu   nehmen    ist,    wenn 
a,  b,  c  die  ganzen  Seiten  bedeuten. 

Noch  kann  man  bemerken,  dass  der  Ausdruck  für  F-  durch 
?•*,  a,  b,  c,  ...,  a\  b',  ...  mit  Verzichtung  auf  dessen  symmetrische 
Form,  sich  etwas  einfacher  darstellen  lässt.     Es  ist  nämlich: 

F  ,    ,  cos  pf    ,      cos  7    ,  ,    z.  ^'    I       ^^'    I 

r  cos  «  cos  a  cos  a  0  c 


folglich 


p.  =  „.._.,..(^  +  |  +  ^  +  ...)' 


Einige  andere  Formeln,  die  bei  weiterer  Fortsetzung  dieser  Unter- 
suchungen von  Nutzen  sein  können,  sind: 


-— -  =  2'/' cos  «,     -^~r  =  2rcos  /?, 
aa  ab 


etc.,  folglich: 


</i^     f/r         clF     dr  2r 

etc. 


(^a    'da         db    '  db  '         taqg  a  +  tang  ß  + 
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Da  endlich  r  und  -F,  durch  a,  J,  e,  ...  ausgedrückt,  homogene  Func- 
tionen dieser  Grössen  sind,  r  von  der  ersten,  F  von  der  zweiten 
Dimension,  so  hat  man: 

dr    ,       dr  dr    , 

^■=^^  +  ^76  +  ^^-^•••' 

dF   ,    ^  dF   ,       dF 
da  db  de 

wie  dies  auch  schon  aus  dem  Vorigen  sich  leicht  ergiebt. 


Kann  von  zwei  dreiseitigen  Pyramiden 

eine  jede  in  Bezug  auf  die  andere  um-  und 

eingeschrieben  zugleich  heissen? 


[Crelle's  Journal  1828  Band  3  p.  273—278.] 


i/ass,  wenn  ein  Dreieck  in  ein  anderes  eingeschrieben  ist,  das- 
selbe nicht  auch  um  das  andere  umschrieben  sein  kann,  ist  offenbar. 
Und  ebenso  scheint  es  auch  durchaus  unmöglich,  zwei  Pyramiden 
zu  construiren,  von  denen  die  Spitzen  der  einen  in  den  Seitenflächen 
der  anderen  und  umgekehrt  die  Spitzen  ;der  anderen  in  den  Seiten- 
flächen der  ersteren  liegen.  Auch  ist  diese  Forderung  in  der  That 
unerfüllbar,  wenn  die  Spitzen  einer  jeden  in  den  Seitenflächen 
der  anderen  selbst,  nicht  in  den  Erweiterungen  derselben  begriffen 
sein  sollen,  indem  dann  die  eingeschriebene  Pyramide  immer  die 
kleinere,  die  umschriebene  die  grössere  ist.  Es  schwindet  aber  das 
Paradoxe  der  Forderung  (bei  den  Pyramiden,  —  nicht  bei  den  Drei- 
ecken), wenn  diese  Beschränkung  aufgehoben  wird,  und  die  Spitzen 
der  einen  auch  in  den  erweiterten  Seitenflächen  der  anderen 
liegen  können.  Heissen  nämlich  A,  B,  C,  D  die  vier  Spitzen  der 
einen,  und  F.  G.  H^  I  die  vier  Spitzen  der  anderen  Pyramide,  so 
lässt  sich  darthun,  dass  die  acht  hierzu   erforderlichen  Bedingungen: 


I) 

A  in  GHI 

V) 

F  in  BCD 

n) 

B  in  HIF 

VI) 

G  in  CDA 

in) 

C  in  IFG 

VII) 

H  in  DAB 

IV) 

u  in  FGH 

vin) 

I  in  ABC 

sehr    wohl    neben    einander    bestehen    können,    und    überdies    noch, 
dass  Jede  dieser  acht  Bedingungen  eine  Folge  der  sieben  übrigen  ist. 

Es  sei  mir  erlaubt,  den  Beweis  hiervon  mit  Anwendung  meines 
barycentrischen  Calculs  zu  führen,  wo  sich  die  Sache  folgendergestalt 
symmetrisch  und  einfach  behandeln  lässt. 


Weil  der  Schwerpunct  dreier  Puncte  mit  ihnen  selbst  immer  in 
einer  Ebene  liegt,  und  weil  jeder  Punct  in  einer  Ebene  als  Schwer- 
punct irgend   dreier  anderer  Puncte    der  Ebene,    die   nicht  in    einer 
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Geraden  liegen,  genommen  werden  kann,  so  schreibe  ich,  um  die 
Bedingung  I)  auszudrücken,  wonach  A  ein  Punct  der  Ebene  GHI 
sein  soll: 

aA^=aG-\-  a  H  +  d'I. 

Hierbei  sind  nämlich  a,  a' ,  a  die  Gewichte,  womit  die  Puncte 
Gr,  H,  I  belastet  werden  müssen,  damit  A  der  Schwerpunct  derselben 
wird,  und  a  =  a  •\-  a'  -\-  a  das  Gewicht ,  welches ,  in  A  angebracht, 
dieselbe  Wirkung  als  die  drei  einzelnen  Gewichte  in  G,  H,  I  her- 
vorbringt. 

Auf  gleiche  Art  werden  die  Bedingungen  11)  III)  und  IV)  durch 
die  Gleichungen 

ßB  =  hH+b'I  +  h"F, 

yC  =  cl  JrcF+c"G, 

dD  =  dF  +  d'G+d"H 

ausgedrückt.  Sind  nun  die  Puncte  F,  G^  H,  I  mit  ihren  Gewichten 
oder  Coefficienten  a,  a,  d',  b,  ...,  d"  gegeben,  so  sind  damit  auch 
die  Puncte  A,  B,  C,  D  bekannt,  und  es  fragt  sich  jetzt,  ob  jene 
Coefficienten  sich  so  bestimmen  lassen,  dass  auch  die  Bedingungen 
V)— VIII)  erfüllt  werden. 

Man  setze  deshalb,  weil  nach  V)  F  ein  Punct  der  Ebene  B  C I) 
sein  soll : 

l:F=fßB-\-fyC-{-f"dD^ 

wo  /',  /',  /"  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.  Substituirt  man  in 
dieser  Gleichung  die  Werthe  von  ßB,  yC,  SD  aus  den  vorhergehen- 
den, so  kommt,  nachdem  man  gehörig  geordnet  hat: 

{t-fh"-fc-f"d)F={fc"+f'd')  G  +  {f'd-'+fh)  H+{fh'+fc)L 

Diese  Gleichung  drückt  im  Allgemeinen  aus,  dass  F  in  der 
Ebene  GHI  liegt,  so  lange  wenigstens,  als  von  den  Coefficienten 
der  Puncte  G,  H,  I  nicht  jeder  einzeln  gleich  0  ist,  indem,  diesen 
Fall  ausgenommen,  die  Lage  von  F  gegen  G,  H,  I  in  der  Ebene 
dieser  Puncte  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den  Coefficienten  der- 
selben immer  bestimmt  ist.  Da  nun  JP,  G,  H,  I  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  sondern  die  vier  Spitzen  einer  Pyramide  sein  sollen,  so 
schliessen  wir,  dass 

und  hieraus  ergiebt  'sich  nicht  nur  das  gegenseitige  Verhältniss 
zwischen  f,  f\  /",  sondern  auch  nach  Elimination  dieser  Coefficienten 
die  Bedingungsgleichung: 

1)  hcd'=  —  b'c"d'\ 


dreiseitige  Ppamiden. 
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vrenn  F  in  B  CD  liegen  soll.  Auf  eben  die  Weise  führen  die  Be- 
dingungen VI),  Vn),  Vin)  zu  den  Gleichungen: 

2)  cda  =  —  c'd"a", 

3)  dab'=  —  d'a"b", 

4)  ahc'  =  —  a'b"c". 

Es  giebt  aber  das  Product  sowohl  aus  der  Gleichung  1)  in  3),  als 
auch  2)  in  4): 

abcd  ■=  a  b"c"d", 

woraus  man  ersieht,  dass  von  den  vier  Gleichungen  1)  ...  4)  jede  eine 
Folge  aus  den  drei  übrigen  ist.  Sind  mithin  die  Bedingungen  I), 
. . .  IV) ,  und  noch  von  den  Bedingungen  V) ,  ...  VIII)  irgend  drei 
erfüllt,  so  ist  es  damit  auch  die  vierte  der  letzteren,  und  da  durch 
Vertauschung  der  beiden  Pyramiden  auch  die  Bedingungen  I),  ...  IV) 
und  V),  ...  VIII)  gegenseitig  in  einander  übergehen,  so  schliessen 
wir,  dass,  wenn  von  allen  acht  Bedingungen  irgend  sieben  erfüllt 
sind,  damit  auch  die  achte  besteht. 


Istj  demnach  eine  Pyramide  ABCD  (Fig.  1)  gegeben,  so  lässt 
sich  eine  zweite  FGHI,  welche  der  ersteren  zugleich  ein-  und  um- 
schrieben ist,    etwa  folgendergestalt    construiren.  —  Man  lege  durch 


^r—J 


die  Spitze  D  der  Pyramide  ABCD  eine  Ebene,  welche  die  Kanten 
BC^  CA,  AB  in  A',  B',  C  schneide.  In  dieser  Ebene  .sei  nach  IV) 
die  Seitenfläche  FGH  der  Pyramide  FGHI  enthalten.  Weil  nach 
V)  F  zugleich   in  der  Ebene  BCDA'  liegen  soll,  so  wird  i^  irgend 
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ein  Punct  der  Geraden  DA'  sein  müssen;  und  ebenso  wird  man 
wegen  VI)  und  VII)  G  und  H  beliebig  in  D  B'  und  D  C  zu  nehmen 
haben.  Vermöge  I),  11),  HI)  ist  ferner  /  als  der  gemeinschaftliche 
Durchs chnittspunct  der  drei  Ebenen  AGH,  BHF,  CFG  zu  be- 
stimmen, und  es  ist  somit  den  Bestimmungen  I),  ...  VII)  Genüge 
geschehen.  Zufolge  des  erwiesenen  Satzes  muss  alsdann,  wie  es  VIII) 
erfordert,  /  in  der  Ebene  ABC  hegen. 

Statt  die  drei  Ebenen  AGH,  ...  zu  legen ,  kann  man  zur  Be- 
stimmunff  des  Punctes  I  auch  so  verfahren.  —  Man  ziehe  GH, 
welche  die  Gerade  A'B'C  in  F'  schneide,  so  ist  F'  ein  Punct  der 
Ebene  ABC,  und  folglich  AF'  der  Durchschnitt  der  Ebenen  AGH 
und  ABC,  worin  /  liegen  muss.  Eben  so  ziehe  man  HF,  FG, 
welche  A'B'C  in  G',  H'  schneiden,  und  es  muss  /  auch  in  BG' 
CH'  enthalten  sein.  Die  drei  Geraden  AF',  BG',  CH'  müssen  sich 
folglich  in  einem  Puncte,  nämlich  in  /,  schneiden.  Hieraus  fliesst 
zugleich  folgender  nicht  uninteressante  Satz: 

ABC,  FGH  sind  zwei  Dreiecke,  MN  eine  gerade  Linie,  xoelche 
mit  jedem  der  beiden  Dreiecke  in  einer  Fhene  liegt,  also  die  Durch- 
schnittslinie  der  beiden  Dreiecksebenen,  ice7in  die  Dreiecke  ifi  verschie- 
denen  Fbenen  liegen.  Wird  nun  MN  von  den  Dreiecksseiten  BC, 
CA,  AB,  GH,  HF,  FG,  resp.  in  A',  B',  C ,  F',  G',  H'  geschnitten, 
und  begegnen  sich  A'F,  B'G,  CH  in  einem  Puncte  D,  so  treffen  auch 
AF',  B  G',   CH'  in  einem  Puncte  I  zusammen. 

So  wie  dieser  Satz  eine  Folge  des  Vorigen  ist,  so  kann  man  aus 
ihm  auch  umgekehrt  jene  Eigenschaft  der  Pyramiden  selbst  her- 
leiten. Es  lässt  sich  aber  dieser  Satz,  unabhängig  von  dem  Vorher- 
gehenden, mit  Hilfe  eines  anderen  Theorems  (Baryc.  Calcul  §.  291) 
und  seiner  Inverse  darthun,  wonach,  wenn  die  drei  Spitzen  eines 
Dreiecks  FGH  mit  einem  vierten  in  der  Ebene  desselben  liegenden 
Puncte  D  durch  Gerade  verbunden  werden,  und  wenn  eine  beliebige 
andere  Gerade  MN  der  Ebene  von  den  Seiten  des  Dreiecks  GH, 
HF,  FG  in  F' ,  G' ,  H' ,  und  von  jenen  drei  Geraden  DF,  DG,  DH 
in  Ä,  B' ,  C  geschnitten  wird,  —  das  Product  aus  den  drei  Ver- 
hältnissen 

{G'A':  H'A')  [H'B' .  F' B')  (F'C:  G'C)  =  1 

ist.  Denn  ebenso  muss  auch,  mit  Anwendung  der  Inverse.  weil 
BC,  CA,  AB  die  Linie  3IN  in  A',  B',  C  schneiden,  und  weil 
AF',  BG',   CH'  in  einem  Puncte  /  zusammen  kommen  sollen, 

{BT:  CF')  [CG':  A'G')  [Ä H' :  B'H')  =  1 
sein.     Diese  Gleichung  ist  aber  mit  der  vorigen  identisch. 
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Zusatz:  Obschon  es  durchaus  unmöglicli  ist,  zwei  Dreiecke  zu 
construiren,  von  denen  ein  jedes  in  das  andere  eingeschrieben  und 
folglich  auch  um  das  andere  umschrieben  ist.  so  lässt  sich  doch  bei 
mehrseitigen  Vielecken  diese  Unmöglichkeit  nicht  ohne  vorange- 
gangene nähere  Prüfung  behaupten. 

Seien  z.  B.  A,  B,  C,  D  (Fig.  2)  die  auf  einander  folgenden 
Spitzen  eines  ebenen  Viereckes;  «,  b,  c,  d  vier  durch  sie  resp.  ge- 
zogene Gerade,  so  bilden  diese  ein  um  AB  CD  umschriebenes  Vier- 
eck, dessen  Spitzen  die  Durchschnitte  von  a  mit  h,  von  h  mit  c,  etc., 
oder,  wie  ich  der  Kürze  wegen  schreiben  will,  «5,  bc,  cd^  da  sind. 
Soll  nun  dieses  Viereck  zugleich  ein 
eingeschriebenes  sein,  so  muss  aö  in 
einer  der  Seiten  von  AB  CD,  und 
zwar  in  CD,  liegen,  wenn  nicht  die 
Seiten  des  einen  Vierecks  mit  denen 
des  anderen  zum  Theil  zusammen- 
fallen sollen.  Ebenso  muss  bc  in 
DA,  cd  in  AD,  da  in  BC  Hegen. 
Man  denke  sich  daher  die  Linien 
a,  b,  c,  d  resp.  um  A,  B,  C,  D  sich 
drehend;  a  willkürlich,  b  dergestalt, 
dass  der  Punct  ab  in  CD  fortrückt; 
c  so,  dass  bc  in  AD  und  d  so,  dass  Fig.  2. 

cd  m.  AB  fortgeht.     Der  Punct  ad 

wird  alsdann  eine  Curve  beschreiben ,  und  wenn  er  dabei  einmal 
durch  die  Gerade  B  C  geht ,  so  wird  das  in  diesem  Momente  von 
den  Linien  a,  b,  c,  d  gebildete  Viereck  zugleich  ein  einge- 
schriebenes sein. 

Um  nun  die  gedachte  Curve  und  ihre  vielleicht  möglichen 
Durchschnitte  mit  BC  zu  finden,  so  setze  man  zuerst,  weil  D  mit 
A,  B,   C  in  einer  Ebene  liegt: 

ÖD  =  aA  +  ßB-^yC, 
oder  kürzer,  wenn  man  hier  und  in  dem  Verfolg  der  Rechnung  für 
aA,  ßB,  yC,  öD  schlechthin  A,  B,   C,  — D  schreibt: 

A-\-B-]-C+D  =  0. 
Man   bezeichne   ferner    die   Puncte   ab,    bc,    cd,  da   mit  F,   G,  H,  I 
und  setze,  weil  F  in  CD  liegen  soll : 

F=  C+xD\ 
[oder  vielmehr 

fF=yC—xdD, 
wo 

f=y  —  dx 
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ist,  und  /,  —  dx  die  Gewichte  sind,  womit  die  Puncte  C,  D  belastet 
i^zu  ihrem  Schwerpunct  haben.  Eben  so  aber,  wie  vorhin  in  C  und  D 
die  Coefficienten  y  und  —  d,  so  wird  hier  in  F  der  Coefficient  f  mit 
eingeschlossen  gedacht.  Dieselbe  Bemerkung  gilt  auch  für  die  in 
der  Folge  vorkommenden  Buchstaben  G,  H,  I  (Baryc.  Calcul  §.  235  ff.)]. 
Substituirt  man  für  C  seinen  Werth  aus  der  vorhergehenden 
Gleichung,  so  kommt: 

F=—A  —  B  —  D-\-xD 
und 

F+B  =  —A  +  {x—\)D=G, 

weil    G   der  gemeinschaftliche   Punct    von  FB  und  AD    ist.      Dies 
giebt  weiter: 

G  =  —  A  —  [x  —  \)  {A  +  B  -\-  C), 
G  -{-  {x  —  1)0  =  —  xA  —  {x  —  l) B  =  H, 

weil  GC  und  AB  sich  in  H  schneiden; 

H  =  —  xA  +  {x  —  1){A  +  C -\-  D)  =  —  A  -{-  {z  —  l)  {C -\-  D) 
=  —A-{-{x  —  l)  D  +  {x  —  \){F—xD), 

H+{x—\fD  =  —  A  +  {x—\)F=I- 
als  dem  Durchschnitte  von  HD  mit  AF\ 

1=  B+  C'+Z)  +  (.r— 1)  [C+xD)  =  B  +  xC  -\-{\  —x-\-x^)D. 

I  ist   also   der  Schwerpunct   der   Puncte   B.   C,    D   mit   Gerichten, 
die  sich  wie 

1  :  X  :   1  —  X  -\-  x"^ 
[oder  vielmehr  wie 

ß  :  yx  :  —d{\  —  x  +  x'^)] 

zu  einander  verhalten. 

Lässt  man  nun  F  (oder  ah)  in  der  Geraden  CD  sich  fortbe- 
wegen, so  erhält  x  nach  und  nach  alle  möglichen  Werthe,  und  alle 
die  damit  sich  ergebenden  Schwerpuncte  /  (oder  ad)  liegen  in  einem 
Kegelschnitte  (B.  C.  §.  130).  Dieser  Kegelschnitt  kann  aber  der  BC 
nicht  begegnen,  oder,  was  dasselbe  ist,  /  kann  niemals  mit  B  und  C 
in  eine  Gerade  zu  liegen  kommen,  weil  der  Ausdruck  von  /  durch 
J5,  C,  D  sich  niemals  auf  B  und  C  allein  reduciren  kann.  Denn 
für  keinen  möglichen  "Werth  von  x  kann  der  Coefficient  von  Z), 
1  —  X  -\-  x"^  =  0  werden. 

Es  ist  folglich  auch  nicht  möglich,  dass  von  zwei  Vierecken  ein 
jedes  dem  anderen  zugleich  ein-  und  umschrieben  sein  sollte.  — 
Auf  Vielecke  von  mehreren  Seiten  habe  ich  die  Untersuchuns:  nicht 
ausgedehnt. 


Von   den  metrischen  Relationen  im  Gebiete 
der  Lineal-Geometrie. 


[Crelle's  Journal  1S29  Band  4  p.  lül  — 139.] 


Die  Geometrie  der  geraden  Linie  oder  die  Lineal-Geometrie,  ein 
Ausdruck,  dessen  sich  zuerst  der  scharfsinnige  Lambert*)  bedient 
zu  haben  scheint,  enthäh  alle  diejenigen  geometrischen  Aufgaben, 
die  sich  bloss  mit  Hülfe  des  Lineals,  ohne  Anwendung  des  Zirkels, 
lösen  lassen,  und  beschränkt  sich  eben  so  nur  auf  diejenigen  Eigen- 
schaften einer  Figur,  welche  aus  den  Bedingungen  hervorgehen,  dass 
drei  oder  mehrere  gewisse  Puncte  der  Figur  in  einer  Geraden  liegen, 
oder  dass  drei  oder  mehrere  gewisse  Gerade  sich  in  einem  Puncte 
schneiden:  auf  Eigenschaften  also,  welche  eine  Figur  unverändert 
beibehält,  wie  auch  ihre  Theile  die  Lage  gegen  einander  ändern 
mögen,  nur  dass  jede  drei  oder  mehrere  Puncte,  welche  anfangs  in 
einer  Geraden  lagen,  auch  fortwährend  in  einer  Geraden  bleiben. 
Die  Beziehung,  welche  ZAvischen  der  so  geänderten  Figur  und  der 
anfänglichen  stattfindet,  habe  ich  in  meinem  Barycentrischen  Calcul 
C olline ations Verwandtschaft  genannt  und  von  ihr  im  zweiten 
Abschnitt  Cap.  5 — 8  gehandelt. 

Es  ist  diese  Beziehung  oder  VerAvandtschaft ,  so  lange  nur  von 
ebenen  Figuren  die  Rede  ist,  einerlei  mit  derjenigen,  welche  zwischen 
einer  ebenen  Figur  und  ihrer  perspectivischen  Projection  auf  eine 
andere  Ebene  obwaltet.  Liegen  nämlich  drei  Puncte  der  ersteren 
Figur  in  einer  Geraden,  so  sind  immer  auch  ihre  Projectionen  in 
einer  Geraden  enthalten,  in  derjenigen,  worin  die  letztere  Ebene  von 
einer  durch  das  Auge  und  die  erstere  Gerade  gelegten  Ebene  ge- 
schnitten wird.  Und  umgekehrt  lässt  sich  zeigen,  dass  von  zwei 
ebenen  Figuren,  welche  in  jener  Verwandtschaft  zu  einander  stehen, 
die  eine  immer  als  perspectivische  Projection  der  anderen  angesehen 
werden  kann.  (Bar.  Calc.  §.  230,  Anmerk.)  Doch  habe  ich  von 
dieser  an  sich  sehr  fruchtbaren  Ansicht  in  genannter  Schrift  keinen 
Gebrauch  gemacht,  da  mir  theils  der  Hülfsbegriff  des  Augenpunctes 


*)   Lambert's  freie  Perspective  1774,  Anmerkungen  und  Zusätze  S.  162. 
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zu  fremdartig  schien,  theils  diese  Ansicht  bei  Figuren  im  Räume 
nicht  füglich  mehr  anwendbar  ist.  Ich  bin  daher  a.  a.  O.  von  der 
gegenseitigen  Beziehung  der  Figuren  nach  der  geraden  Linie  un- 
mittelbar ausgegangen,  habe  damit  die  hierher  gehörigen  Relationen, 
die  graphischen,  so  wie  die  metrischen,  ent^dckelt,  und  habe,  was 
insbesondere  die  metrischen  anlangt,  den  allgemeinen  Charakter  der- 
selben, ihre  verschiedenen  Formen  und  gegenseitige  Abhängigkeit 
zu  bestimmen  gesucht. 

Da  ich  mich  aber  bei  diesen  Entwickelungen  der  barycentrischen 
Rechnung  bedient  habe,  und  hierdurch,  sowie  durch  die  neuen  dabei 
gebrauchten  Ausdrücke,  mancher  von  einem  näheren  Eingehen  in 
meine  Untersuchungen  zurückgehalten  werden  mag,  gleichwohl  aber 
die  gefundenen  Resultate  für  die  Geometrie  nicht  ohne  einigen 
Werth  sein  dürften,  so  hat  es  mir  zweckmässig  geschienen,  die  ge- 
dachten Gegenstände  im  Vorliegenden  mittelst  der  gewöhnlichen 
Coordinatenmethode ,  und  somit  allgemein  verständlich ,  von  neuem 
zu  behandeln,  und  dieses  um  so  mehr,  da  die  lineal-geometrischen 
Untersuchungen  in  neuester  Zeit,  besonders  von  französischen  Mathe- 
matikern, mit  einer  Art  Vorliebe  betrieben  zu  werden  scheinen. 

Ausserdem  aber,  dass  hier  nur  die  gewöhnliche  Coordinaten- 
methode zu  Grunde  gelegt  ist,  unterscheidet  sich  gegenwärtiger 
Aufsatz  von  dem,  Avas  oben  erwähnte  Schrift  über  diese  Gegenstände 
enthält,  durch  mehrere  neu  hinzugekommene  Bemerkungen,  beson- 
ders aber  durch  die  am  Schlüsse  aufgestellten  metrischen  Relationen 
bei  Kegelschnitten,  die  ich  erst  neuerdings  gefunden  habe.  Um 
übrigens  diesem  Aufsatze  einen  nicht  zu  grossen  Umfang  zu  geben, 
habe  ich  mich  bloss  auf  ebene  Figuren  beschränkt.  —  Die  citirten 
§§.  beziehen  sich  auf  den  Barycentrischen  Calcul. 


1.  Von  zwei  Ebenen,  deren  gegenseitige  Lage  hierbei  nicht  in 
Rücksicht  kommt,  entspreche  jedem  Puncte  der  einen  Ebene  ein  Punct 
in  der  anderen  so,  dass  für  jede  drei  Puncte  der  einen  Ebene, 
welche  in  einer  Geraden  liegen,  die  entsprechenden  drei  Puncte  der 
anderen  ebenfalls  in  einer  Geraden  enthalten  sind:  dass  folglich, 
wenn  man  in  der  einen  Ebene  eine  Gerade  zieht,  die  den  Puncten 
dieser  Geraden  in  der  anderen  Ebene  entsprechenden  Puncte  gleich- 
falls eine  Gerade  bilden;  oder  kürzer,  dass  jeder  Geraden  in  der 
einen  eine  Gerade  in  der  anderen,  (folglich  auch  jeder  krummen 
Linie  in  der  einen  eine  krumme,  nicht  gerade  Linie  in  der  anderen) 
entspricht. 
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2.  Um  dieses  gegenseitige  Entsprechen  der  Puncte  beider 
Ebenen  analytisch  auszudrücken,  ziehe  man  in  jeder  derselben  zwei 
sich  unter  beliebigem  Winkel  schneidende  Coordinatenaxen ,  und 
nenne  ä-,  y  die  Coordinaten  irgend  eines  Punctes  der  einen  Ebene; 
t,  u  die  Coordinaten  des  entsprechenden  Punctes  der  anderen.  Hier- 
nach müssen  t  sowohl  als  u  Functionen  von  x  und  y  sein: 

t  =  F{x,  y),     u=  G{x,  y). 
Um    die   Formen   dieser   Functionen   auszumitteln ,    nehme    man   an, 
es  sei  in  der  Ebene  der  t,  u  irgend  eine  gerade  Linie  gezogen,  deren 
Gleichung ; 

ut-\-  [iu  -\-  y  ^=  0. 

Die  Gleichung  für  die  entsprechende  Linie  in  der  Ebene'  der  .r,  y 
wird  sein: 

Da  nun  diese  Linie  ebenfalls  gerade  sein  soll,  so  muss  die  Glei- 
chung 1),  so  wie  sie  nach  a,  /?,  y  linear  ist,  auch  nach  x  und  y 
linear  sein.     Die  allgemeinste  Form  einer  solchen  Gleichung  ist  aber: 

2)        a{cix  ^-hy  +  c)+ß{fx  +  gy  +  h)  +  y[x-{-  my  +  n)  =  0, 

wo  in  dem  letzten  Gliede  der  Coefficient  von  x  Aveggelassen  ist,  in- 
dem man  sich  mit  demselben  alle  übrigen  Coefficienten  «,  6,  . . . ,  n 
dividirt  vorstellen  kann.  Aus  der  Identität  der  Gleichungen  1)  und 
2)  für  alle  Werthe,  welche  man  den  Constanten  a,  ß,  y  ertheilen 
mag,  folgt  aber: 

■^.        .  «^  -\-hy  -\-  c       ^, ,        ,  fx  Ar  qy  -j-  h 

'  V  )  ^'  X  -{-my  -\-7i  ^  X  -{-my  -{-n 

und  hiermit  sind  die  Formen  der  Functionen,  welche  t  und  u  von 
x^  y  sein  müssen,  vollkommen  bestimmt. 

3.  Drückt  man  mittelst  der  Gleichungen  3)  umgekehrt  x  und  y 
durch  ^,  w  aus,  so  wird  man  Ausdrücke  von  derselben  Form  wie  die 
vorigen  erhalten,  nämlich  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  lineare 
Functionen  von  t  und  w,  und  deren  Nenner  überdies  einander  gleich 
sind;  woraus  zu  schliessen,  dass  wenn  jeder  Geraden  in  der  Ebene 
der  t ,  u  eine  Gerade  in  der  Ebene  der  x ,  y  entspricht ,  auch  um- 
gekehrt jede  Gerade  der  letzteren  Ebene  eine  Gerade  in  der  ersteren 
zur  entsprechenden  Linie  hat. 

Ebenso  erhellet,  dass  die  Gleichungen  3)  ihre  Form  nicht  ändern, 
wenn  statt  .r  und  y,  oder  statt  t  und  u  Ausdrücke  von  der  Form 
6x  -\-  Ey  -{-%    oder    }A -\- \.iu -\- v    gesetzt    werden,    d.  h.   wenn    man 

29* 
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Statt    der  anfänglichen   Coordinatenaxen  beliebige   andere   Linien   zu 
Axen  wählt;  wie  dies  auch  schon  aus  der  Natur  der  Sache  folgt. 

Aus  der  Gleichung  3)  geht  weiter  hervor,  dass  einem  in  end- 
licher Entfernung  vom  Anfangspuncte  der  Coordinaten  gelegenen 
Puncte  der  einen  Ebene,  in  der  anderen  auch  ein  unendlich  ent- 
fernter Punct  entsprechen  kann,  und  dass  einem  unendlich  entfernten 
Puncte  der  einen  Ebene  im  Allgemeinen  ein  endlich  gelegener  in 
der  anderen  entspricht.  Ueberhaupt  nämlich  werden  alle  unendlich 
entfernten  Puncte  der  Ebene  t,  u  in  der  Ebene  der  .r,  y,  durch  die 
Puncte  der  Geraden  vorgestellt,  deren  Gleichung 

X  -\-  my  -\-  n  =  0 
ist;  und  ebenso  giebt  es  eine  gewisse  Gerade  in  der  Ebene  der  t,  u 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jeder  Punct  der  Ebene  der  x,  y,  welcher 
einem  Puncte  dieser  Geraden  entspricht ,  unrtidlich  fern  ist.  —  Bei 
der  perspectivischen  Projection  ist  diese  Gerade  einerlei  mit  der- 
jenigen, in  Avelcher  eine  durch  das  Auge,  parallel  mit  der  abzu- 
bildenden Ebene,  gelegte  Ebene  die  Tafelebene  schneidet. 

Von  zwei  oder  mehreren  Linien,  welche  mit  einander  parallel 
laufen,  sind  daher  die  entsprechenden  Linien  nicht  ebenfalls  ein- 
ander parallel,  sondern  schneiden  sich  in  einem  Puncte.  Jedem 
Systeme  paralleler  Linien  in  der  einen  Ebene  gehört  daher  in  der 
anderen  Ebene  ein  Punct  zu :  der  Durchschnittspunct  der  den  Paral- 
lelen des  jedesmaligen  Systems  entsprechenden  Geraden.  Alle  diese 
Puncte  aber  sind  in  einer  und  derselben  Geraden  enthalten,  in  der 
Geraden,  deren  Puncte  den  unendlich  entfernten  Puncten  der  ersteren 
Ebene  entsprechen. 

4.  In  den  zwei  Gleichungen  3)  kommen  acht  von  einander 
unabhängige  Constanten  a,  b,  c,  f,  g,  //,  m,  ti  vor.  Sie  lassen  sich 
bestimmen,  wenn  man  von  vier  Puncten  in  der  einen  und  den  vier 
ihnen  entsprechenden  Puncten  in  der  anderen  Ebene  die  Coordinaten 
kennt.  Substituirt  man  diese  der  Reihe  nach  für  .r,  y,  t,  u  in  den 
Gleichungen  3),  so  erhält  man  4  solcher  Paare  von  Gleichungen, 
woraus  sich  die  8  Constanten,  durch  die  Coordinaten  der  vier  Paare 
sich  entsprechender  Puncte  ausgedrückt,  ableiten  lassen.  Auch 
können  nunmehr  für  jeden  fünften  durch  seine  Coordinaten  ge- 
gebenen Punct  der  einen  Ebene  die  Coordinaten  des  entsprechenden 
Punctes  in  der  anderen  gefunden  Averden.  Man  bemerke  nur  noch, 
dass  wenn  jene  Bestimmung  der  8  Constanten  ausführbar  sein  soll, 
von  den  anfänglichen  vier  Puncten  in  der  einen,  und  folglich  auch 
von  den  vier  ihnen  entsprechenden  in  der  anderen  Ebene  keine  drei 
in  gerader  Linie  liegen  dürfen. 
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Wenn  daher  die  Puncte  zweier  Ebenen  in  die  jetzt  in  Rede 
stehende  lineare  Beziehung  zu  einander  gesetzt  werden  sollen,  so 
nehme  man  irgend  4  Puncte  A,  B,  C,  D  in  der  einen  und  beliebige 
4  Puncte  A',  B',  C,  D'  in  der  anderen  Ebene,  —  nur  dass  Aveder 
von  den  4  ersteren,  noch  von  den  4  letzteren  irgend  3  in  einer  Ge- 
raden sind,  —  und  setze  sie  einander  entsprechend:  A'  dem  A,  ..., 
D'  dem  D.  Hiermit  ist  für  jeden  fünften  Punct  E  der  einen  Ebene 
der  Ort  des  entsprechenden  fünften  E'  in  der  anderen  vollkommen 
bestimmt.  Zwischen  je  vier  Puncten,  —  dies  folgt  daraus  schliess- 
lich —  und  den  ihnen  entsprechenden,  wo  weder  von  jenen  noch 
von  diesen  vier  Puncten  irgend  drei  in  einer  Geraden  sind,  kann 
daher  eine  hierher  gehörige  metrische  Relation  noch  nicht  statt- 
finden, wohl  aber  wenn  ein  fünftes  oder  mehrere  Paare  sich  ent- 
sprechender Puncte  hinzu  kommen. 

5.  Um  jetzt  diese  Relationen  zu  entwickeln,  wollen  vdx  von 
dem  speciellen  Falle  ausgehen,  wo  die  in  Betracht  zu  ziehenden 
Puncte  der  einen,  und  folglich  auch  die  entsprechenden  in  der  an- 
deren Ebene,  in  gerader  Linie  liegen.  Heissen  X,  X',  X",  ...  die 
Puncte  in  der  Ebene  der  x,  y,  und  T,  T' ,  T",  ...  die  ihnen  ent- 
sprechenden in  der  anderen  Ebene  der  t,  u.  Weil  in  jeder  der 
beiden  Ebenen  die  Coordinatenaxen  nach  Willkür  gelegt  werden 
können,  so  werde  die  Axe  der  x  durch  die  Puncte  X,  X',  ...  und 
die  Axe  der  t  durch  die  Puncte  T,  T',  ...  gezogen.  Seien  hiernach 
die  Abscissen  von  X,  X',  ...  resp.  gleich  x,  x\  ...,  und  von  T,  T',  ... 
resp.  gleich  i,  t\  ...,  so  hat  man,  weil  die  Ordinaten  (y  und  tc)  für 
die  einen  sowohl  als  die  anderen  Puncte  null  sind,  folgende  Glei- 
chungen : 

ax  -\-  c  ax'  -\-  c        „ ar"  -\-  c 

X  -{-  71    '  X'  -^tl'  X"  -\-  Ji   ' 

etc.  Da  in  jeder  derselben  von  den  obigen  acht  Constanten  nur 
noch  drei  vorkommen,  so  wird  man  durch  Verbindung  irgend  vier 
solcher  Gleichungen  eine  Gleichung  zwischen  den  Abscissen  von 
vier  Paaren  sich  entsprechender  Puncte  allein  erhalten  können.  Da 
ferner  durch  Annahme  anderer  Anfangspuncte  in  den  Axen  der 
X  und  f  jene  Gleichungen  zwischen  f  und  x  ihrer  Form  nach  offen- 
bar unverändert  bleiben,  und  nur  die  darin  vorkommenden  Con- 
stanten a,  c,  n  andere  Werthe  erhalten,  so  wird  auch  die  durch 
Elimination  dieser  Constanten  hervorgehende  Gleichung  von  den 
Anfangspuncten  der  Abscissen  unabhängig  sein  und  nur  solche 
Grössen  enthalten,  wodurch  die  gegenseitige  Lage  der  Puncte  X,  X', . . . 
und  T,   J",   ...  selbst  bestimmt  wird. 
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Liegen  daher  die  in  Betracht  gezogenen  Puncte  der  einen  und 
folglich  auch  die  entsprechenden  Puncte  der  anderen  Ebene  in  ge- 
rader Linie,  so  wird  zwischen  je  vier  Puncten  derselben  eine  metrische 
Relation  obwalten.  Die  zu  ihrer  Herleitung  erforderliche  Elimina- 
tion von  a,  c,  n  lässt  sich  durch  folgende  Rechnung  bewerkstelligen. 
Zuerst  hat  man: 

,  [an  —  c)  [x  —  x)         ,  [an  —  c)  [x'  —  x') 

^^~  "f^+^^nZT^'  [x'  -^n)[yr\^)' 


und  daher 
und  ebenso 
folglich 


t'  —  t         x'  -\-  n 


r—f         x  +  n   '  x"  —  x" 

t'"  —  t   _  X"  -f  71        x"'  —  x 

f—t'"  —  x  +  n    '  x"  —  x"' 
t'  —  t        t"'  —  t         x'  —  x       x" 


f  —  t'  ■  f  —  t'"        x'  —  x'  ■   x"  —  x"' 

Ist  nun  3£  der  Anfangspunct  in  der  Axe  der  t,  so  hat  man 
i  =  MT,  t'  —  3IT',  f  =  MT",  etc.,  von  welchen  Linien  je  zwei, 
wie  31 T  und  31 T',  einerlei  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  je 
nachdem  die  Puncte  T  und  T'  auf  einerlei  oder  verschiedenen  Seiten 
von  31  liegen.  Hierdurch  wird  t'  —  t  =  TT,  f—t'  =  T'T",  etc., 
von  denen  man  daher  Aviederum  je  zAvei,  Avie  TT'  und  T'T",  mit 
einerlei  oder  verschiedenen  Zeichen  zu  nehmen  hat,  je  nachdem  die 
durch  die  Stellung  der  Buchstaben  zugleich  angedeuteten  Rich- 
tungen, von  T  nach  T'  und  von  T'  nach  T",  in  der  Axe  der  t 
einerlei  oder  entgegengesetzt  sind.  Auf  gleiche  Art  ist  x  —  .r  =  X  X', 
etc.  in  der  Axe  der  x\  die  gefundene  Proportion  aber  erhält  die 
Gestalt : 

TT'       TT'"  _  XX'       XX"' 

rpl  rpil  rptti  rpn    '~~     -\7-r  -y"     *      "V"'  Y" 

6.  Für  drei  Puncte  A,  B,  C  der  einen  Ebene,  welche  in  einer 
Geraden  liegen,  können  daher,  —  so  lange  noch  keine  anderen 
Paare  sich  entsprechender  Puncte  angenommen  worden.  —  die  ent- 
sprechenden Puncte  A' ,  B',  C  in  der  anderen  Ebene  nach  Belieben 
gewählt  werden,  nur  dass  sie  ebenfalls  in  einer  Geraden  sind.  Für 
jeden  vierten  Punct  D  in  der  Geraden  ABC  ist  alsdann  der  ent- 
sprechende Punct  Z)'  in  der  Geraden  A'B'C  durch  die  Proportion 
bestimmt: 

AB       AD  _  A^      A'D' 

BC   ■    nC  ~  B'C  '   VC  ' 
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wo  nur  die  vorigen  T,  T\  X,  X',  mit  A,  B,  ...,  A',  B' ,  ...  ver- 
tauscht sind. 

AB 

Das   erste  Glied  ^—  ist,    wie  aus  dem  vorhin  Gesagten  erhellt, 

positiv  oder  negativ,  nachdem  B  zwischen  oder  ausserhalb  A  imd  C 
liegt,  und  drückt  das  Verhältniss  aus ,  nach  welchem  die  Linie  A  C 
im  Puncte  B  geschnitten  wird.  Dasselbe  ist  auch  auf  die  übrigen 
Glieder  der  Proportion  anzuwenden. 

Das  Verhältniss     ^^  ^   :  ist   daher   nichts    anderes,    als  das 

Verhältniss  zwischen  den  Verhältnissen,  nach  Avelchen  die  Gerade 
AC  das  eine  Mal  in  B  und  das  andere  Mal  in  D  geschnitten  Avii-d. 
Ein  solches  aus  vier  Puncten  in  einer  Geraden  sich  bildende  Ver- 
hältniss habe  ich  (§,  182)  Doppelschnittsverhältniss  genannt. 

Da,  wie  die  Folge  zeigen  wird,  alle  bei  der  Linealgeometrie 
vorkommenden  metrischen  Relationen  aus  Doppelschnittsverhältnissen 
zusammengesetzt  sind,  oder  sich  doch  auf  solche  zurückführen  lassen, 
so  sah  ich  mich  zur  Einführung  einer  abgekürzten  Schreibart  ver- 
anlasst. Zu  [dem  Ende  drückte  ich  ein  Doppelschnittsverhältniss 
bloss  dadurch  aus,  dass  ich  die  vier  Puncte,  als  den  ersten  und 
zweiten  Grenzpunct  der  geschnittenen  Linie,  den  ersten  und  zweiten 
Schneidepunct  in  der  genannten  Ordnung  nebeneinander  setzte,  sie 
durch  Commata  unterschied  und  mit  Haken  einschloss  (§,  183) 
und  hiernach  das  vorige  Doppelschnittsverhältniss  also  darstellte: 
[A,  C,  B,  D). 

Das  einfachste  Beispiel  eines  Doppelschnittsverhältnisses  giebt 
die  bekannte  harmonische  Theilung.  Eine  Linie  AB  wird  in  C 
und  D  harmonisch  getheilt,  wenn  sie  in  C  und  D  nach  gleichen 
Verhältnissen  getheilt  wird,  nur  dass  die  Exponenten  dieser  Ver- 
hältnisse entgegengesetzte  Zeichen  haben,  dass  mithin  von  den  zwei 
Puncten  C  und  D  der  eine  innerhalb,  der  andere  ausserhalb  A  und 
B  liegt;  also  in  Zeichen,  wenn 

AC  :   CB  =  —  {AD  :  DB), 
d.  i. 

AC      AD  _ _ 

cb'db~ 

oder,  nach  der  kürzeren  Schreibart,  wenn 

[A,  B,  C,  D)  =  —  l. 

7.  Das  in  Nr.  5  erhaltene  Resultat  können  wir  jetzt  kürzlich 
so  ausdrücken:  Jedes  Doppelschnittsverhältniss  zwischen  vier  Puncten 
einer    Geraden    in    der    einen   Ebene    ist    dem   aus   den   entsprechenden 
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Puncten  der  anderen  gebildeten  Doppelschnitts'oerlialtmsse  gleich.  Haben 
daher  A,  B,  ...,  A',  B',  ...  dieselbe  Bedeutung  wie  in  Nr.  6,  so  ist: 

{A,  B,  C,  D)  =  {A',  B',  C,  D'). 

Hiermit  kann,  wie  schon  dort  bemerkt  wurde,  wenn  von  diesen 
8  Puncten  7  gegeben  sind,  der  8te  gefunden  werden.  Auf  eben  diese 
Art  muss  nun  auch  sein: 

{A,  C,  B,  D)  =  {A',  C\  B\  //),     B,  A,  C,  D)  =  [B\  A',  C,  Z>), 

etc.,  wie  auch  die  Buchstaben  in  jedem  der  zwei  einander  gleichen 
Doppelschnittsverhältnisse  miteinander  vertauscht  werden,  wenn  es 
nur  in  beiden  auf  gleiche  Art  geschieht.  Da  aber  hierdurch  keine 
neuen  Bestimmungen  für  den  achten  Punct  hervorgehen  können,  so 
müssen  die  Doppelschnittsverhältnisse  {A,  B,  C,  D),  {B,  A,  C,  D),  etc. 
und  wie  auch  sonst  noch  die  vier  Elemente  A,  .  . ,  D  permutirt 
werden  mögen,  insgesammt  Functionen  von  [A,  B,  C,  D),  also  auch 
von  einander  abhängig  sein.  Und  in  der  That  findet  sich  leicht, 
dass,  wenn  man  {A,  B,   C,  D)  =  a  setzt: 

I)  {B,  A,  C,  D)  =  ^, 

H)  {A,   C,  B,  D)=\—a, 

1 


IH)  {A,  B,  D,   C) 


a 


ist,  woraus  man  alle  übrigen  Permutationen  berechnen  kann.  Denn 
von  irgend  einer  der  24  Permutationen,  welche  aus  4  Elementen 
sich  bilden  lassen,  kann  man  schrittweise  zu  jeder  anderen  von  ihnen 
gelangen,  indem  man  nach  und  nach  bald  die  zwei  ersten ,  bald  die 
zwei  mittleren,  bald  die  zwei  letzten  Elemente  mit  einander  ver- 
tauscht. Durch  Vertauschung  der  zMei  ersten  I)  oder  der  zwei 
letzten  HI)  erhält  man  aber  den  reciproken  Werth  des  vorhergehen- 
den, und  durch  Vertauschung  der  zwei  mittleren  Elemente  H)  die 
Ergänzung  des  vorhergehenden  Werthes  zur  Einheit.  Auf  diese 
Weise  ergiebt  sich,  dass  jedes  der  24  Doppelschnittsverhältnisse, 
welche  sich  aus  den  vier  Puncten  bilden  lassen,  einen  der  6  Werthe 
hat: 

1)«,     2)^,     3)^,     4)-^,     5)--       6)1-«, 

{§•  184). 

NB.     Setzt  man  diese  6  Werthe  in  ihrer  Folge  =  a,  b,  c,  d,  e,  f, 
so  ist: 

ab  =  cd=ef=\     und     b-\-c  =  d-^e  =  f-\-a=\. 
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Eine  unendliche  Reihe,  deren  erstes  Glied  =  a,  und  avo  das  Product 
aus  jedem  ungeraden  Gliede  in  das  nächstfolgende  gerade  gleich  1,  so 
wie  die  Summe  jedes  geraden  Gliedes  und  des  nächstfolgenden  un- 
geraden =  1  sein   sollte ,    würde    daher  nichts    anderes,  als  eine  con- 

1 
tinuirliche  Wiederholung  jener  6  Werthe  a.  — .  ....   1  —  a  sein. 

8.  Um,  wenn  die  Puncte  A,  B,  C,  D  einer  Geraden  a,  und 
von  den  entsprechenden  Puncten  A\  B',  ...  der  entsprechenden  Ge- 
raden a  drei  Puncte  A',  B',  C  gegeben  sind,  den  vierten  D'  zu 
finden,  kann  man  sich  folgender  einfachen  Construction  bedienen. 

Man  setze  die  Linien  a  und  a  (Fig.  1)  unter  einem  beliebigen 
Winkel  an  einander,  so  dass  die  Puncte  A  und  A'  zusammenfallen. 
Hierauf  ziehe  man  B  B'  und  CC,  welche  sich  in  0  schneiden,  so 
ist  der  Durchschnitt  von   OD  mit  a'  der  sresuchte  Punct  D'. 


Fig.  1. 


Um  die  Richtigkeit  dieses  Verfahrens  zu  beweisen,  ist   nur  dar- 

zuthun.  dass 

{A',  B',  C,  D')  =  {A.  B,  C,  D). 

Man  denke  sich  zu  dem  Ende  eine  der  eben  construirten  Figur  ent- 
sprechende gezeichnet:  die  den  Puncten  A,  B,  ...,  B',  ...,  O  ent- 
sprechenden seien  darin  a,  ß,  ...,  ß',  ...,  o,  und  daher 

(a,  ß,  /,  d)  =  {A,  B,   C,  D),     («,  ß\  y',  d')  =  [A,  B\   C\  D'). 

Werde  nun,  was  immer  geschehen  kann  (Nr.  3),  der  Punct  O  un- 
endlich entfernt  angenommen,  so  sind  ßß',  yy\  öö'  mit  einander 
parallel,  und  es  verhält  sich 

ay  :  yß  =  ay'  :  y'ß',     aö  :  dß  =  ad'  :  d'ß'. 
Mithin  ist 

(«,  ß,  y,  d)  =  {a,  ß',  y\  d'), 


also  auch 


{A,  B,  C,  D)  =  {A,  B',  C\  D'). 
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9.  Seien  jetzt  in  der  Geraden  AB  ausser  den  vier  Puncten 
A,  ..,  D  noch  mehrere  andere,  E,  F,  G,  ...  gegeben.  Die  ihnen 
entsprechenden  in  der  Geraden  A'B'  heissen  JB',  F',  G',  ....  So  vne 
nun  nach  willkürlicher  Annahme  von  A',  B',  C,  der  Punct  D' 
durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse 

{A,  B,  C,  D)  =  [A\  B',  C,  D')  =  d 

bestimmt  wurde  (Nr.  6),  so  werden  auch  die  übrigen  Puncte  E\  F\ 
G',  ...  mittelst  der  Gleichungen 

{A,  B,  C,  E)  =  [A\  B\  C\  E')  =  e,  % 

{A,  B,  C,  F)  =  {A\  B',  C,  F')  =/ 

u.  s.  w.,  sich  finden  lassen,  und  es  werden  nach  verrichteter  Con- 
struction  auch  je  zwei  andere  Doppelschnittsverhältnisse  zwischen 
sich  entsprechenden  Puncten,  z.  B. : 

[B,  C,  E,  F)   und   [B',  C ,  E' ,  F) 

einander  gleich  sein,  jedes  derselben  gleich  x.  Da  nun  zur  Con- 
struction  des  Systems  der  Puncte  A\  B\  ...  E',  F',  ...,  wegen  der 
Willkürlichkeit  der  Bestimmung  der  drei  ersten,  auch  schon  die 
Kenntniss  der  Exponenten  d.  o,  f,  ...  hinreicht,  und  sich  alsdann 
aus  der  Construction  der  Werth  von  x  selbst  ergiebt,  so  muss  x  eine 
Function  von  d,  e,  f,  ...  sein.  Hat  man  also  ein  System  von 
m  Puncten  A,  B,  C,  D,  ...  in  einer  geraden  Linie,  so  ist  von  den 
m  —  3  Doppelschnittsverhältnissen  d.  c,  f,  ...,  welche  die  drei 
ersten  Puncte  A,  B.  C  mit  jedem  der  m  —  3  übrigen  bilden,  jedes 
andere  Doppelschnittsverhältniss  x  des  Systems  eine  Function. 
Denkt  man  sich  daher  alle  möglichen  Doppelschnittsverhältnisse  von 
den  m  Puncten  als  Functionen  dieser  m  —  3  Grössen  d,  e.  f,  ... 
ausgedrückt,  so  kann  man ,  wenn  irgend  m  —  3  von  einander  unab- 
hängige dieser  Doppelschnittsverhältnisse  gegeben  sind,  daraus  die 
Werthe  von  d,  e,  f,  ...  und  somit  den  Werth  jedes  anderen  Doppel- 
schnittsverhältnisses finden.     Also: 

Alis  irgetid  m  —  3  von  ema7ider  unahhimgigen  Doppelschnittsver- 
hältnissen  ei7ies  Systems  von  m  PimcteJi  iti  eiiier  geraden  Linie  kann 
Jedes  andere  Doppelschnittsverhältniss  dieses  Systems  gefunden  werden. 
(§.  187.) 

So  findet  sich,  wenn  bei  den  fünf  Puncten  -4,  ...,  E  die  zwei 
Doppelschnittsverhältnisse 

[A,  B,  e,  D)  =  p   und   [B,   C,  D,  E)  =  q 
gegeben  sind,  jedes  dritte  als  Function  von  p  und  (j.  z.  B. : 
{A,  E,  B,  D)  =  {\-p){l-q). 
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10.  Die  durch  die  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse 
ausgedrückte  Relation  zwischen  zwei  Systemen  von  Puncten  in  gera- 
den Linien  lässt  sich  auch  noch  auf  eine  andere  merkwürdige  Art 
darstellen.  —  Man  hat: 

und  daher 

AD  .  CB  .d=  AC .  DB, 
oder 

AD{AB  —  AC)d=AC  {AB  —  AD), 

und  wenn  man  mit  AB  .  AC .  AD  dividirt: 

1  —  r/         d    _      1 
'Ä^'^ÄXJ~~AD' 

und  wenn  man  noch   1  — d  :  d=  ß  :  /  setzt: 

^  AB^  AC        AD  ' 

so  "v\-ie  umgekehrt  hieraus  die  Gleichung 
(A,  B,  C,  D)  =  d  = 


und  hieraus  weiter  die  Gleichung 

{A',  B',   C,  D')  =  -^ 
ß  -r  7 

folgt.     Besteht   daher   zwischen   den  Abschnitten  AB.   AC.  AD  die 
Relation  a),  so  muss  auch  für  die  entsprechenden  Abschnitte  A' B' ,  etc. 


'  A'B'   '   A'C        A'D' 

sein:  d.  h.  ist  AD  das  harmonische  Büttel  von  AB  und  AC  für  die 
Coefficieiiten  ß  und  /,  so  ist  es  auch  A'D'  von  A'B'  und  A!  C  für 
dieselben  Coefficienten. 

Dass  diese  Relation  auf  jede  grössere  Zahl  von  Paaren  sich 
entsprechender  Puncte  in  geraden  Linien  ausgedehnt  werden  kann, 
so  dass,  wenn 

jL  _L-  ^  -^  A    .         =  ß  +  7  +  ö  +  ... 
AB'^  AC~^  AD'^     '  AM 

ist,  dieselbe  Gleichung  noch  besteht,  wenn  man  für  A,  B.  ...,  M 
die  entsprechenden  Puncte  ^',  5'.  ...,J/'  setzt,  dies  zeigt  Poncelet 
in  seinem  Memoire  sur  les  centres  de  moyennes  harmoniques  im 
3.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  Seite  240. 

Um  diese  Erweiterung  des  vorigen  Satzes  mit  Hülfe  der  Lehre 
von   den   Doppelschnittsverhältnissen  zu   beweisen,    so    folgt   aus    der 
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angenommenen  Gleicliung 

BM  CM       ^_DM      ^     ^0 

also  auch 

BM     PM  CM     P^.^J^     ^^_L.       —0 

^Ä^  •   AP  '^^  AC  ■   AP  '^      AD  -   AP^  ' 

wo  P  einen  beliebigen  Punct  der   Geraden  AB  ...  bezeichnet:    und 
weil 

BM     PM        AP  AB        ,  .     ,^    D    D^      . 

AB      ÄP=PM  BM=^^'  ^^'  ^'  ^)-  ^^"' 

so  kommt 

ß  {A,  M,  P,B)  +  y  {A,  31,  P,  C)  ^  d  {A,  31,  P,D)+...  =  0. 

Wegen    der    Unveränderlichkeit    der    Doppelschnittsverhältnisse    von 
dem  einen  Systeme  zum  anderen  ist  daher  auch 

ß  {Ä,  31',  P',  B)  +  r  {^.  M',  P\  C")  H-  ...  =  0, 
woraus  sich  auf  umgekehrtem  Wege 

ß__,_y__^         _ß  +  y-{-... 


AB'   '   AC   '    ■■■■  A3I' 

ergiebt. 

1 1 .  Wir  gehen  nunmehr  zu  den  Relationen  zwischen  zwei 
Systemen  von  Puncten  über,  wo  die  Puncte  jedes  Systems  für  sich 
nicht  mehr  wie  bisher  bloss  in  einer  Geraden,  sondern  in  einer 
Ebene  überhaupt  liegen.  Seien  demnach  A,  B,  C,  D  (Fig.  2)  irgend 
vier  Puncte  der  einen  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
sind,  und  A,  B',  C,  D'  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  in  der 
anderen,  von  denen  ebenfalls  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen. 
Ausser  diesen  negativen  Bedingungen  finden  zwischen  beiden  Sy- 
stemen keine  weiteren  statt,  und  die  vier  ersteren  Puncte  sowohl, 
als  die  vier  letzteren,  können  ganz  nach  Willkür  genommen  werden. 
Mit  jedem  fünften  Puncte  E  aber,  der  zu  den  vier  ersteren  hinzu- 
kommt, wird  auch  der  entsprechende  Punct  E'  in  der  Ebene  der 
vier  letzteren  bestimmt  sein  (Nr.  4). 

Um  nun  E'  zu  finden,  wenn  E  gegeben  ist,  hat  man  auch  hier 
bloss  das  Princip  von  der  Gleichheit  der  Doppelschnitts  Verhältnisse 
in  Anwendung  zu  bringen.  Man  ziehe  zu  dem  Ende  BD,  B E, 
welche  AC  in  31,  P  treffen,   und   AD,  AE,    welche   ^C  in  iV,   Q 


I 
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schneiden.  Auf  dieselbe  Art  werden  M\  P\  N\  Q'  in  der  anderen 
Ebene  bestimmt,  wo  E',  und  damit  P',  Q',  einstweilen  als  schon 
bekannt  vorausgesetzt  werden.  Da  nun  B,  B'  und  i>,  D'  zwei  Paare 
sich  entsprechender  Puncte  sind,  so  wird  auch  jedem  anderen  Puncte 


Fig.  2. 

der  Linie  BD  ein  Punct  in  B' D\  und  ebenso  jedem  Puncte  in  ^  C 
ein  Punct  in  ÄC\  folglich  dem  Puncte  J/,  als  dem  gemeinschaft- 
lichen Puncte  der  B  D  und  A  C ,  der  Durchschnittspunct  M'  von 
B'D'  und  A' C  entsprechen.  Auf  gleiche  Art  sind  auch  ^Y  und  X\ 
P  und  P',  Q  und  Q'  Paare  sich  entsprechender  Puncte.  Es  liegen 
aber  A,  C,  M,  P  und  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  A\  C,  31',  P' 
in  geraden  Linien.     Mithin  muss  sein: 

AM      AP  _  A'M'       A'P' 
^  31 C      PC~  31' C  ■   P'C  ' 

woraus  sich  P  finden  lässt.  da  alle  übrigen  in  dieser  Proportion 
vorkommenden  Puncte  gegeben  sind.  —  Ebenso  wird  Q'  durch 
die  Gleichheit  der  Doppelschnittsverhältnisse  {B ,  C,  N,  Q)  und 
(B',  C,  N',  Q')  gefunden.  Hiermit  ergiebt  sich  endlich  £'  als  der 
gegenseitige  Durchschnitt  von  BP'  und  A'Q'. 

12.  So  wie  der  Punct  E',  so  kann  auch  fiir  jeden  anderen 
Punct  in  der  ersten  Ebene  der  entsprechende  Punct  in  der  zweiten 
durch  zwei  Gleichungen  zwischen  Doppelsclinittsverhältnissen  ge- 
funden werden,  woraus  nothwendig  folgt,  dass  alle  metrischen  Rela- 
tionen zwischen  beiden  Systemen  auf  die  Gleichheit  ihrer  Doppel- 
schnittsverhältnisse hinauskommen,  und  dass  eine  solche  Relation 
im  allgemeinen  Falle,  wo  von  den  in  Betracht  kommenden  Puncten 
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keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  zwischen  nicht  weniger  als  fünf 
Paaren  sich  entsprechender  Puncte  bestehen  kann. 

Die  zur  Aufstellung  einer  solchen  Relation  im  Vorigen  ange- 
wendeten Hülfspuncte  ifcf,  P,  oder  iV,  Q,  und  die  ihnen  entsprechen- 
den Jf' ,  P' .  etc.  können  folgendergestalt  beseitigt  werden.  Es  ist 
ein  bekannter  Satz,  dass,  wenn  eine  Gerade  AC  von  einer  anderen 
BD  im  Puncte  3/ geschnitten  wird,  das  Verhältniss,  nach  welchem 
dies  geschieht, 

AM  :  CM=  dem  Verhältnisse  der  Dreiecke  ABD  .  CBD 
ist.     Auf  gleiche  Art  hat  man,  weil  BE  die  AC  in  P  schneidet, 

AP  :  CP=  ABE  :  CBE, 
und  ebenso  in  der  anderen  Figur: 

A'M'  :  CM'  =  A'B'D'  :  C'B'D',     A'P'  :  C'P'  =  etc. 
Hierdurch  aber  verwandelt  sich  die  obige  Proportion  I)  in : 
ABD      ABE        A'B'D'      A'B'E' 


H) 


CBD   '    CBE        C'B'D'  '    C'B'E' 


Sind  demnach  A,  ...,  E  irgend  fünf  Puncte  der  einen  Ebene ,  und 
A',  . . . ,  E'  die  ihnen  entsprechenden  in  der  anderen,  so  findet  zwi- 
schen den  durch  ihre  Verbindung  gebildeten  Dreiecken  immer  die 
Proportion  II)  statt. 

Da  die  fünf  Paare  sich  entsprechender  Puncte  ganz  nach  Be- 
heben zu  nehmen  sind,  so  können  auch  die  in  II)  sie  bezeichnenden 
Buchstaben  willkürlich,  nur  in  beiden  Systemen  auf  einerlei  Weise, 
mit  einander  vertauscht  werden.  So  folgt  z.  B.  durch  Verwechselung 
des  A  mit  B  und  des  A'  mit  B' : 

BAD      BAE       B'A'D'      B'A'E' 


CAD   '   GAE        C'A'D'  "    C'A:E" 

eine  Proportion,  welche  auch  geradezu  aus  der  Gleichung  der  Doppel- 
schnittsverhältnisse [B,  C,  N,  Q)\  und  {B' ,  C .  i\",  Q')  entspringt 
(Nr.  11). 

13.  Wenn  es  nicht  darauf  ankommt,  bei  Angabe  der  von  einer 
Ebene  zur  anderen  constant  bleibenden  Verhältnisse  nur  die  mög- 
lich kleinste  Anzahl  (gleich  5)  willkürlich  genommener  Puncte  zu- 
zulassen, so  kann  man  diesen  Verliältnissen  noch  mehrere  andere 
Formen  geben,  die  ihrer  symmetrischen  Bildung  wegen  angeführt 
zu  werden  verdienen.  —  Werde  die  Linie  AB  (Fig.  3)  von  den 
Linien  CD  und  EF  in  den  Puncten  31  und  N  geschnitten,  so  ist. 
wie  in  Nr.   12: 
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NB) 


AM  .  BM=  ACD  :  BCD. 
AN:  BN=AEF:  BEF, 
und  folglich  das  Verhältniss 

II*)  {ACD  :  BCD)  :  {AEF  :  BEF) 

dem  Doppelschnittsverhältnisse 

{A3I  :  MB)  :  {AN 

gleich,  und  daher  das  ebenso  aus  den 
6  entsprechenden  Puncten  A',  ...,  F' 
gebildete  von  gleichem  Werthe ;  wobei 
man  noch  bemerke,  dass  von  den  vier 
Dreiecken  des  Verhältnisses  11  *)  die 
zwei  ersten  und  die  zwei  letzten  einer- 
lei Grundlinien  {CD  und  EF),  das 
erste  und  dritte  aber,  sowie  das  zweite 
und  vierte  einerlei  Spitzen  {A  und  B) 
haben. 

Kürzer    noch    kann    man    daher    dieses   Verhältniss    ausdrücken 
durch 

lAa:Ba):(Al:Bl)  =  ^^.% 

WO  a,  h  für  die  Linien  CD^  EF  gesetzt  sind,  und  somit  Aa  das 
Dreieck  bezeichnet,  welches  A  zur  Spitze  und  a  zur  Grundlinie 
hat,  u.  s.  w. 


Fig.  3. 


14.  Seien  jetzt  A,  B.  C.  ...  mehrere  Puncte,  und  a,  h,  c,  ... 
mehrere  gerade  Linien  von  bestimmter  Länge  in  der  einen  Ebene, 
SO  ist,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  von  dieser  Ebene  zur  anderen 
das  Verhältniss 

Aa      Bh  _ 


constant,  und  eben  so  müssen  es  auch  die  Verhältnisse 


Ah 
Ch 


Cc 


=  ß, 


Ac 
De 


Dd 

Ad 


Ee 


=  6, 


Ad     

''       Ed  '  A^ 

etc.  sein.      Bildet  man  aus  ihnen  die  Producte  aß,  ccßy,  aß  yd,  etc., 
so  bekommt  man : 

Aa      Bb      Cc 

Wä'  'Gl  '  A^' 


ni) 

IV) 


Aa 
Wa 


Ch 


Cc 
De 


Dd 

Ad' 
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Aa      Bh      Cc      Dd     Ee_ 

e 


^^  Ba'  Cb   '  De  '  Ed  '  Ä 


etc.,   zusammengesetzte   Verhältnisse,   die   daher  gleichfalls    von    der 
einen  Ebene  zur  anderen  constant  sein  müssen. 

Es  lassen  sich  aber  diese  Verhältnisse  noch  anschaulicher  dar- 
stellen, wenn  man  statt  der  Linien  a,  h,  c.  ...  ihre  Durchschnitte  mit 
den  die  Puncte  A^  B,  C\  ...  untereinander  verbindenden  Linien  ein- 
führt. Werde  nämlich  die  Linie  AB  von  a  im  Puncte  3/,  BC  Yon  h 
in  N,  CA  und  CD  von  c  in  0  und  P,  D  A  und  DE  von  d  in  Q 
und  i?,  EA  von  e  in  S,  etc.  geschnitten,  so  ist,  nach  dem  in  Nr.  12 
angeführten  Satze: 

Aa_AM    Bh^_B^     C^  _  CO^    £l  —  ^      Dd  _  DQ 
Wa~~BJl'  'Cb'~'CN'  Ac~  AO'  Dc~  DP'   Ad~  AQ' 

etc.  und  die  Verhältnisse  III),  IV),  V),  etc.  werden  damit 

AM      BN     CO 


III*) 

IV*) 


MB   '  NC  '  OA' 
AM      BN      CP       DQ 
MB   '  NC  '  PD   '   QA' 
AM      BN      CP      DR      ES 


MB    '  NC  '   PD   ■   BE  '  SA' 


AM 

etc.*),  wobei  jeder  einzelne  Factor,  wie  ^  ,  das  Verhältniss  aus- 
drückt, nach  welchem  der  zweimal  gesetzte  Punct  M  die  Linie 
schneidet,  welche  die  zwei  anderen  Puncte  A  und  B  verbindet,  und 
wo  daher  die  drei  in  jedem  Factor  vorkommenden  Puncte  immer  in 
einer  Geraden  liegen. 

Hiernach  ist  das  Verhältniss  III*)  zusammengesetzt  aus  den 
drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  drei  Seiten  AB,  BC.  CA  des 
Dreiecks  ABC  von  den  resp.  in  ihnen  liegenden  Puncten  3/,  N,  O 
getheilt  Averden.  Eben  so  ist  IV*)  das  Verhältniss,  nach  welchem 
die  vier  Seiten  AB,  ...,  DA  des  Vierecks  AB  CD  resp.  in  M,  N,  P,  Q 
geschnitten  werden,  u.  s.  w.  Ich  habe  daher  die  solchergestalt 
gebildeten  Verhältnisse  III*),  IV*),  V*),  u.  s.  w.  Dreieck-,  Vier- 
eck-, Fünfeckschnittsverhältnisse  u.  s.  w.  und  überhaupt  Viel- 
eckschnittsverhältnisse genannt  (§.  215). 


*)  Dass  hierbei  die  Buchstaben  in  den  Nennern  der  einzelnen  Factoren  in 
umgekehrter  Folge  geschrieben  worden,  31 B  statt  des  vorigen  BM,  etc.,  ist  des- 
halb geschehen ,  um  diese  Formeln  mit  denen  im  Barycentrischen  Calcul  überein- 
stimmend darzustellen.  Die  absoluten  Werthe  derselben  ändern  sich  dadurch  nicht, 
sondern  nur  von  III),  V),  YII),  etc.,  die  Vorzeichen. 
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15.  Jedes  VieleckschnittsverhUltniss  ist  dalier  von  der  einen 
Ebene  zur  anderen  constant:  d.  h.  sind  A  und  A\  B  und  B' ,  ..., 
I  und  /'  mehrere  Paare  sich  entsprechender  Puncte ,  also  AB  ...  I 
und  A'B'...  r  zwei  sich  entsprechende  Vielecke,  sind  ferner 
3/,  N,  ...,  X  resp.  in  den  Seiten  AB,  BC,  ...,  lA  des  ersteren 
Vielecks  nach  Belieben  genommene  Puncte,  und  M' ,  N',  ...,  X' 
die  entsprechenden  Puncte,  die  daher  resp.  in  den  Seiten  A'B', 
B'C,  ...,  I'A'  des  anderen  Vielecks  liegen  werden,  so  ist  das  Pro- 
duct  aus  den  Verhältnissen  AM  :  31 B,  BN  :  NC,  ...,  IX  :  XA, 
nach  welchen  die  Seiten  AB,  B  C,  . . . ,  lA  des  einen  Vielecks  von 
den  in  ihnen  gewählten  Puncten  31,  N,  ... ,  X  getheilt  werden,  von 
derselben  Grösse,  als  das  Product,  welches  aus  den  entsprechenden 
Verhältnissen  A'3I'  :  31' B',  B'N'  :  NC,  ...,  I' X' :  X'A'  des  anderen 
Vielecks  zusammengesetzt  wird. 

Dieser  Satz  gilt  immer,  wie  auch  die  Puncte  A,  B,  ...,  /  oder 
die  Spitzen  des  Vielecks  liegen  mögen,  selbst  wenn  sie  alle,  und 
folglich  auch  die  Schneidepuncte  31,  N,  . . . ,  X  in  einer  und  der- 
selben Geraden  enthalten  sind;  er  gilt  immer,  welches  auch  die 
Zahl  der  Spitzen  sein  mag.  selbst  wenn  deren  nur  zwei  sind,  und 
mithin  das  Vieleck  zum  Zweieck  Mird.  Denn  seien  A,  B  die  beiden 
Spitzen  und  folglich  AB,  BA  die  beiden  Seiten,  31,  N  ihre  Schneide- 
puncte, so  reducirt  sich  das  Vieleckschnittsverhältniss  auf  {A3I :  3IB) 
X  {BN  :  NA),  welches  einerlei  mit  dem  Doppelschnittsverhältniss 
{A3I  :  31 B)  :  [AN  :  NB),  und  mithin  von  der  einen  Ebene  zur 
anderen  ebenfalls  constant  ist.  Ein  Doppelschnittsverhältniss  lässt 
sich  daher  auch  als  das  einfachste  Vieleckschnittsverhältniss,  näm- 
lich als  ein  Zweieckschnittsverhältniss.  betrachten. 

Der  Begriff  des  Vielecks  ist  demnach  hier  in  ganz  allgemeiner 
Bedeutung  zu  nehmen  und  darunter  eine  Figur  zu  verstehen,  die 
von  einer  in  sich  zurückkehrenden ,  gebrochenen  geraden  Linie  ge- 
bildet Avird.  Die  Rückkehr  in  sich  selbst,  welche  daran  erkannt 
wird,  dass  bei  jeder  der  Formeln  III*),  IV*),  V*),  etc.  die  Vielecks- 
spitze im  Zähler  des  ersten  Factors  zugleich  im  Nenner  des  letzten 
vorkommt,  und  dass  überhaupt  von  je  zwei  nebeneinander  stehenden 
Factoren  die  Spitzen  im  Nenner  des  vorangehenden  und  im  Zähler 
des  nachfolgenden  einerlei  sind,  —  diese  Rückkehr  ist  etwas  wesent- 
lich Nothwendiges ,  indem  mit  Weglassung  eines  der  Factoren,  als 
wodurch  die  Schliessung  des  Vielecks  unterbrochen  würde,  auch  die 
Unveränderlichkeit  des  Verhältnisses  von  der  einen  Ebene  zur  anderen 
nicht  mehr  stattfinden  würde. 

Möbius  Werke  I.  30 
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16.  Sind  in  einer  Ebene  m  Puncte  gegeben,  und  sollen  in 
einer  anderen  Ebene  die  ihnen  entsprechenden  Puncte  gefunden 
werden,  so  kann  man  von  letzteren  irgend  4  nach  Willkür  nehmen, 
worauf  jeder  der  m  —  4  übrigen  Puncte  dadurch  gefunden  wird,  dass 
man  zwei  die  Lage  des  Punctes  in  der  ersten  Ebene  bestimmende 
Doppelschnittsverhältnisse  in  der  anderen  Ebene  von  gleicher  Grösse 
macht  (Nr.  11).  Zur  Construction  des  ganzen  Systems  in  der  anderen 
Ebene  sind  daher  nicht  mehr  als  2  (m  —  4)  Doppelschnittsverhältnisse 
überzutragen  nöthig,  und  es  werden  sodann  auch  je  zwei  andere 
Doppelschnittsverhältnisse  zmschen  sich  entsprechenden  Puncten 
beider  Ebenen  einander  gleich  sein.  —  Es  folgt  hieraus,  wie  in 
Nr.  9 ,  dass  von  den  gedachten  2  (m  —  4)  Doppelschnittsverhältnissen 
alle  anderen  in  den  Figuren  noch  vorkommenden  Doppelschnitts- 
verhältnisse abhängig  sind,  und  überhaupt,  weil  jedes  Vieleckschnitts- 
verhältniss  als  eine  Function  von  Doppelschnittsverhältnissen,  und 
jedes  Doppelschnittsverhältniss  zugleich  als  Vieleckschnittsverhältniss 
betrachtet  werden  kann  (Nr.  15): 

Sind  hei  einem  Systeme  von  m  Puncten  in  einer  Ebe7ie  von  den 
aus  der  gegenseitigen  Verbindung  der  Puncte  durch  gerade  Linien 
entstehenden  Vieleckschnittsverhältnissen  irgend  2  ;n  —  8  vo7i  einander 
unabhängige  gegeben^  so  kann  daraus  jedes  andere  Vieleckschnitts- 
verhältniss der  Figur  gefunden  xoerden  (§.  233).  Oder  mit  anderen 
Worten : 

Zivischen  Je  Im  —  7  Vieleckschnittsvei'hältnissen ,  welche  durch 
geradlinige  Verbindung  von  m  Puncten  in  einer  Ebene  entstehen,  findet 
immer  wenigstens  eine  Gleichung  statt. 

Uebrigens  ist  diese  geradlinige  Verbindung  keineswegs  bloss  auf 
die  \  m  [m  —  1 )  Linien  zu  beschränken ,  Avelche  die  m  Puncte  zu 
zAveien  mit  einander  verknüpfen.  Denn  die  hierdurch  in  beiden 
Ebenen  entstehenden  Durchschnittspuncte  entsprechen  sich  wiederum 
(Nr.  11);  die  durch  je  zwei  derselben,  die  noch  nicht  durch  eine 
Gerade  verbunden  waren,  von  Neuem  gezogenen  Geraden  sind  daher 
gleichfalls  sich  entsprechende  Linien,  und  folglich  die  neuen  durch 
sie  gebildeten  Doppelschnitts-  und  Yieleckschnittsverhältnisse  von  der 
einen  Ebene  zur  anderen  einander  gleich.  Wie  weit  man  daher  auch 
die  Verbindung  der  m  Puncte  fortsetzen  mag,  so  dass  immer  die 
entstehenden  Durchschnitte  von  Neuem  unter  sich  und  mit  den 
anfänglichen  m  Puncten  oder  den  schon  vorhandenen  Durchschnitts- 
puncten  verbunden  werden,  so  können  doch  alle  hiermit  sich  bilden- 
den Vieleckschnittsverhältnisse  aus  irgend  Im  —  8  derselben,  die  von 
einander  unabhängig  sind,  gefunden  werden. 
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17.  Eine  ganz  besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  so  eben 
erhaltene  Satz  für  den  Fall,  wo  m  seinen  möglich  kleinsten  Werth 
gleich  4  hat,  und  daher  2  m  —  8  =  0  wird.  Bei  einem  Systeme  von 
vier  Puncten  in  einer  Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden 
liegen,  werden  daher  alle  durch  fortgesetzte  Verbindung  dieser  Puncte 
entstehenden  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnittsverhältnisse  sich 
finden  lassen,  ohne  dass  ein  einziges  von  ihnen  gegeben  zu  sein 
braucht.  Dieses  merkwürdige  Resultat  erhellet  auch  schon  daraus, 
dass  bei  der  Construction  eines  entsprechenden  Systems  die  ersten 
vier,  also  gegenwärtig  alle  Puncte  nach  Willkür  genommen  werden 
können,  und  dass  dann  alle  durch  geradlinige  Verbindung  der  Puncte 
in  beiden  Systemen  auf  gleiche  Art  sich  bildenden  Vieleckschnittsver- 
hältnisse von  gleicher  Grösse  sind;  dass  also  diese  Verhältnisse,  oder 
vielmehr  die  Exponenten  derselben,  keineswegs  von  der  gegenseitigen 
Lage  der  anfänglichen  4  Puncto,  sondern  bloss  von  der  Art  und 
Weise  abhängen,  wie  die  4  Puncte  nach  und  nach  mit  einander 
verbunden  worden  sind. 

Aber  noch  mehr:  diese  Exponenten  müssen  immer  rational 
sein.  Denn  sind  die  vier  Puncte  gegeben  und  ausserdem  noch  die 
Art  ihrer  Verbindung  durch  gerade  Linien,  wodurch  man  zu  den 
irgend  ein  Viele ckschnittsverhältniss  bildenden  Puncten  gelangt,  so 
kann  man  damit  die  letzteren  Puncte  immer  ohne  Zweideutigkeit 
finden.  Der  Exponent  des  Vieleckschnittsverhältnisses,  der  nach  dem 
Vorigen  nicht  von  der  gegenseitigen  Lage  der  ersteren  vier  Puncte, 
sondern  bloss  von  ihrer  Verbindungsart  durch  gerade  Linien  abhängt, 
kann  daher  ebenfalls  keine  zwei-  oder  mehrdeutigen  Ausdrücke,  also 
keine  Wurzelgrössen  enthalten,  und  noch  weniger  irrationale  Zahlen, 
die  aus  transcendenten  Operationen  entspringen;  er  muss  folglich 
eine  ganze  Zahl  oder  ein  rationaler  Bruch  sein. 

18.  Die  Figur,  welche  hervorgeht,  wenn  man  vier  Puncte  einer 
Ebene,  von  denen  keine  drei  in  einer  Geraden  liegen,  durch  Gerade 
verbindet,  die  drei  damit  entstehenden  Durchschnitte  abermals  zu 
zweien  durch  Gerade  zusammenzieht,  und  diese  geradlinige  Ver- 
bindung der  immer  neu  entstehenden  Durchschnitte  unter  sich  und 
mit  den  schon  vorhandenen,  so  weit,  als  man  will,  fortsetzt,  diese  Figur 
habe  ich  ein  Netz  genannt  (§.  200),  die  Linien  selbst  und  ihre  gegen- 
seitigen Durchschnittspuncte,  die  Linien  und  Puncte  des  Netzes, 
und  die  vier  Puncte ,  von  denen  die  Construction  ausgeht,  die 
Hauptpuncte  des  Netzes.  Das  in  dem  Vorhergehenden  erhaltene 
Resultat  lässt  sich  hiermit  einfach  so  ausdrücken : 

30* 
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Jedes  in  dem  Netze  sich  bildende  Vieleckschnittsverhältniss  hat 
einen  rationalen^  bloss  vo7i  der  Constructionsart  und  nicht  zugleich  von 
der  gegenseitigen  Lage  der  vier  Hauptpuncte  abhängigen  Werth  (§.  202 
und  §.  215). 

Sind  daher  A^  B ,  C,  D  die  vier  Hauptpuncte ,  P  irgend  ein 
Netzpunct,  so  sind  auch  die  Durchschnitte  von  PD  mit  AB  und 
B  C,  welche  M  und  N  heissen,  Netzpuncte,  und  folglich  das  Doppel- 
schnittsverhältniss : 

[PM  ■  MD)  :  [PN  :  ND) , 

also  auch  das  ihm  gleiche  Verhältniss  zwischen  Dreiecken: 

{PAB  :  ABB)  :  [PBC  :  BCJD) 
rational,  und  dieses  letztere,  wie  man  auch  die  vier  Hauptpuncte 
darin  mit  einander  vertauschen  mag.  Die  Rationalität  dieses  Ver- 
hältnisses kann  als  die  charakteristische  Eigenschaft  eines  Netz- 
punctes  P  in  Bezug  auf  die  vier  Hauptpuncte  betrachtet  werden, 
indem  sich  zeigen  lässt  (§.  203),  dass  umgekehrt  jeder  Punct  der 
Ebene,  für  welchen  jene  Verhältnisse  von  Dreiecken  z-sA-ischen  ihm 
und  den  Hauptpuncten  rational  sind,  ein  Punct  des  Netzes  ist,  und 
mithin  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  Hauptpuncte  gefunden 
Averden  kann. 

Hieraus  lässt  sich  Aveiter  die  nicht  Aveniger  merkAvürdige  Eigen- 
schaft eines  Netzes  folgern  (§.205),  dass,  wenn  nächst  den  vier 
Hauptpuncten  noch  irgend  ein  fünfter  Punct  der  Ebene  gegeben  ist, 
man  durch  fortgesetzte  Verbindung  der  vier  ersteren  einen  Punct 
finden  kann,  der  mit  dem  fünften  entAveder  zusammenfällt,  oder  von 
ihm  um  einen  Abstand  entfernt  ist,  der  kleiner  ist,  als  jeder  ge- 
gebene; —  dass  folglich,  AAenn  das  Weben  des  Netzes  ohne  Auf- 
hören fortgesetzt  Avird,  die  Ebene  in  allen  ihren  Theilen  und  nach 
allen  Eichtungen  mit  Puncten  und  Linien  des  Netzes  angefüllt  Avird. 

19.  Wir  AvoUen  jetzt  die  in  Nr.  17  erAAiesene  Rationalität  der 
Vieleckschnittsverhältnisse  im  Netze  durch  einige  Beispiele  erläutern. 

1)  Man  verbinde  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D  (Fig.  4)  zu  zAveien 
durch  gerade  Linien,  und  nenne  die  Durchschnitte  von  AP  mit  J5C, 
von  BD  mit  CA^  von  CD  mit  AB  resp.  F,  G,  II,  so  gehören  diese 
Puncte  dem  aus  A,  B,  C,  D  entstehenden  Netze  an.  Ohne  daher 
noch  den  Exponenten  des  Dreieckschnittsverhältnisses 

{BF  :  FC)  {CG  :   GA){AH  :  HB) 
zu   kennen,   kann   man   doch    schon    im  Voraus    behaupten,    dass    er 
eine  rationale  Zahl  sein  Averde.    Nun  Aveiss  man  aus  den  ersten  Ele- 
menten,   dass,    Avenn   ABC   ein  gleichseitiges   Dreieck,    und    I)  der 
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Mittelpunct  des  umschriebenen  Kreises  ist,  F,  G,  H  die  Mittelpuncte 
der  Seiten  sind,  und  folglich  der  Exponent  jenes  Verhältnisses  gleich  1 
ist.  jVlithin  muss  er  auch  für  jede  andere  Lage  der  vier  Puncte 
A,  .. .,  D  gleich  1   sein. 


Fig.  4. 

2)  Ein  anderes  bei  dieser  Figur  vorkommendes  Dreieckschnitts- 
verhältniss  ist 

[BC  :   CF){FD  :  DA)  {AH  :  HB), 

nach  welchem  die  Seiten  BF,  FA,  AB  des  Dreiecks  ABF  von 
einer  Geraden  in  C,  D,  H  geschnitten  werden.  Auch  dieses  Ver- 
hältniss  muss  daher  einen  constanten  rationalen  Werth  haben.  Es  ist 
aber  in  dem  vorhin  zu  Hülfe  genommenen  speciellen  Falle  FD  =  D  H, 
und  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AHD,  AFB. 

DH  :  DA  =  BF  :  BA  =  \   :  2, 

also  auch 

FD  :  DA  =  ^: 
ferner 

BC  :   CF=—2    und   AH  :  HB  =  1 . 

Hierdurch  wird  der  Werth  jenes  Dreieckschnittsverhältnisses  bei 
dieser  und  folglich  auch  bei  jeder  anderen  Lage  von  A,  . . . ,  D 

=  1.-2.1  =  —  1; 
d.  h.: 

Das  Product  aus  den  drei  Verhältnissen,  nach  welchen  die  Seiten 
eines  Dreiecks  vo7i  einer  Transversale  geschnitten  icerden,  ist  immer 
der  negativen  Einheit  gleich. 

Anmerkung.  Daraus,  dass  dieses  Product  immer  negativ  sein 
soll,  erkennt  man,  dass  von  den  drei  Factoren  desselben  entweder 
einer  oder  alle  drei  negativ  sein  müssen ;  dass  folglich  die  Transversale 
entweder  zwei  Seiten  selbst  und  die  dritte  in  ihrer  Verlängerung, 
oder    alle    drei    Seiten    in  ihren  Verlängerungen    schneidet.      Vergl. 
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Nr.  5.  —  Ebenso  ist  bei  dem  vorhergehenden  Dreieckschnittsver- 
hältnisse 

{BF  :  FC)[CG  :   GA){AH  :  HB), 

weil  es  der  positiven  Einheit  gleich  gefunden  wurde,  entweder  jeder 
der  drei  Factoren,  oder  nur  einer  positiv,  und  daher  sind  entweder 
alle  drei  Puncto  F,  G,  FI  in  ihren  resp.  Seiten  selbst,  oder  nur  einer 
derselben  in  seiner  Seite,  die  beiden  anderen  in  den  Verlängerungen 
der  ihrigen  enthalten,  und  ausserdem  kein  dritter  Fall  möglich.  — 
Wiewohl  sich  nun  dieses  auch  aus  höchst  einfachen  geometrischen 
Betrachtungen  ergiebt,  so  ist  doch  eine  solche,  bis  jetzt  noch  nicht 
angestellte  Vergleichung  der  Formel  mit  der  Figur  schon  an  sich 
bemerkenswerth ,  und  kann  bei  weniger  einfachen  Figuren  selbst 
Nutzen  bringen,  indem  man  dadurch  zu  Resultaten  über  die  gegen- 
seitige Lage  der  Theile  geführt  wird,  die  man  auf  anderem  Wege 
nicht  eben  so  leicht  erhalten  haben  würde. 

So  findet  sich  z.  B.  (§.  1 99,  c),  dass  jedes  Vieleckschnittsverhält- 
niss,  bei  welchem  die  Schneidepuncte  in  einer  Geraden  liegen,  der 
Einheit  gleich  ist,  und  zwar  der  positiven  oder  negativen,  nachdem 
die  Seitenzahl  des  Vielecks  gerade  oder  ungerade  ist.  Hieraus  folgt 
auf  ähnliche  Weise,  dass,  wenn  ein  Vieleck,  dieses  in  der  allge- 
meinen Bedeutung  wie  Nr.  15  genommen,  von  einer  Transversale 
geschnitten  wird,  die  Anzahl  der  in  ihren  Verlängerungen  geschnit- 
tenen Seiten  beim  Vieleck  mit  gerader  Seitenzahl  gerade,  mit  un- 
gerader ungerade  ist;  dass  folglich,  welches  auch  die  Seitenzahl  sein 
mag,  die  Anzahl  der  innerhalb  ihrer  Endpuncte  geschnittenen  Seiten 
immer  gerade  ist.  —  Lässt  man  die  Seiten  des  Vielecks  unendlich 
klein  werden ,  so  entsteht  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve ,  die 
daher  von  einer  Geraden  immer  in  einer  geraden  Anzahl  von  Puncten 
geschnitten  M-ird.  Auch  gilt  dieses  noch,  wenn  man  statt  der  Ge- 
raden eine  zweite  Curve  setzt,  die  sich  entweder  über  alle  Grenzen 
ausdehnt,  oder  ebenfalls  in  sich  zurückläuft. 

3)  Man  ziehe  GH,  welche  BC  in  K  schneide.  Um  den  Werth 
des  damit  entstehenden  nothwendig  rationalen  Doppelschnittsverhält- 
nisses 

[BF  ■  FC)  :  [BK  :  KC) 

zu  finden,  so  ist,  unter  der  in  1)  gemachten  Annahme, 

BF  :  FC=\, 
HG  mit  BC  parallel,  und  daher  BK  der  CK  gleich  zu  achten,  also 

BK  :  KC  =  —  \, 
wodurch   der   Werth  jenes  Doppelschuittsverhältnisses  =  —  1   wird: 
d.  h.  BC  wird  in  F  und  K  harmonisch  getheilt  (Nr.  6). 
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4)  Schneide  GH  die  AD  in  L.  Man  ziehe  noch  FG,  welche 
AB^  CD  in  3/,  N  treffe,  und  werde  der  Exponent  des  Viereck- 
schnittsverhältnisses 

[AM  :  31 B)  [BK  :  KC)  {CN  :  ND)  {DL  :  LA) 
verlangt,  nach  welchem  die  Seiten  des  Vierecks  AB  CD  in  M,  K,  N,  L 
geschnitten  Averden.      Am  einfachsten  gelangt  man  dazu,   wenn  man 
sich  A,  B,  C,  D  als  die  Spitzen 
eines  Parallelogrammes  vorstellt. 
Denn  alsdann  werden,  wie  man 
bald  aus  Fig.  5  wahrnimmt,  31, 
N,  K,  L  die   Mittelpuncte    der 
Seiten  desselben,  und  mithin  der 
gesuchte  Exponent  gleich  I, 

Dass  übrigens,  und  wie  mit 
Hülfe  dieser  neuen  Ansicht  der 
Figur,  die  Werthe  der  vorigen 
Doppel-  und  Dreieckschnittsver- 
hältnisse hätten  gefunden  wer- 
den können,   bedarf  keiner  Erörterung. 

5)  Sei  O  der  Durchschnitt  von  AC  mit  BL,  so  findet  sich  das 
Dreieckschnittsverhältniss : 

{BL  :  LO)  {OC  :   CG)  {GD  :  DB)  =  —2. 

Zeichnet   man  nämlich  AB  CD  als  Parallelogramm,    und  nennt 

Z  den  Durchschnitt  von  BL  mit  G3I,  so  verhält  sich 

LO  :OZ  =  AO  :  OG=LA:GZ  =  KB:  GZ  =  LK:LG=  2:1. 

Da  ferner  LZ=  ZB,  so  ist 

L0  =  20Z^^LZ=^LB; 

OG  =  ^AO  =  ^AG=\GC;     OC  =  iGC; 

und  endlich 

GD  =  }.BD, 

woraus   der   angegebene  Werth   des  Dreieckschnittsverhältnisses   her- 
vorgeht. 

6)  Sei  P  der  Durchschnitt  von  FH  mit  BL,  so  hat  man: 

{BL  :  LO)  {OP  :  PB)  =  3. 
Denn  beim  Parallelogramm  ist 

LB  =  dLO   und    OP=BP, 
weil  F  und  II,  also  auch  P,  unendlich  entfernte  Puncto  sind. 

7)  Dividirt  man  das  Zweiecks chnittsverhältniss  6)  in  das  Dreieck- 
schnittsverhältniss 5),  so  kommt  das  Dreieckschnittsverhältniss 

{OC  :   CG)  {GD  :  DB)  {BP  :  PO)  =  —f. 
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20.  Werden  fünf  Avillkürlich  in  einer  Ebene  genommene  Puncte 
durch  Gerade  verbunden,  oder  was  dasselbe  ist:  eonstruirt  man  ein 
Netz,  indem  man  von  diesen  fünf  Puncten  als  Hauptpuncten  aus- 
geht, so  sind  nicht  mehr  alle  damit  sich  bildenden  Vieleckschnitts- 
verhältnisse bloss  von  der  Art  der  Verbindung  abhängig;  wohl  aber 
wird  jedes  von  ihnen  sich  bestimmen  lassen,  Avenn  man  irgend 
2.5  —  8  =  2  von  einander  unabhängige  derselben  kennt  (Nr.  16). 
Beispiel.     Seien  A,  B,   C,  IJ,  E  (Fig.  6)  fünf  beliebige  Puncte 

in  einer  Ebene.  Man  ziehe  die  fünf 
Geraden  AB,  BC,  CD,  DE,  EA, 
welche  sich  in  F,  G,  H,  I,  K  schnei- 
den, wie  die  Figur  zeigt.  Zwischen 
den  vier  Puncten,  in  denen  jede  der 
fünf  Geraden  von  den  jedesmal  vier 
übrigen  geschnitten  wird,  bilden  sich 
mehrere  Doppelschnittsverhältnisse, 
die  aber,  in  jeder  Geraden  für  sich, 
von  einander  abhängig  sind  (Nr.  S). 
Werde  daher  verlangt:  aus  einem 
der  Doppelschnittsverhältnisse  in  B  C 
und  aus  einem  in  DE  ein  Doppelschnittsverhältniss  in  CD  zu 
finden. 

Weil  die  Seiten  FC,  CD,  DF  des  Dreiecks  CDF  von  EA  in 
/,  G,  E,  und  von  AB  in  B,  K,  H  geschnitten  werden,  so  hat  man 
(Nr.  19,2): 

[FI  :  IC)  [CG   :   GD)  [DE   :  EF)  =  —  \, 
[FB  :  BC)  [CK  :  KD)  [DH  :  HF)  =  —  1, 

und  wenn  man  die  letztere  Gleichung  in  die  erstere  dividirt: 

CG' 


Fig.  ü. 


\FI     FB\  IFH     FE\  _  ICK^     CG\ 
[IC  ■  B~Cl\HD  ■  EDI  "  U'^  ■  GDI 


iFI     FB\  h 
\IC  ■  BCJI 

Setzt  man  daher  die  Doppelschnittsverhältnisse 

{F,  C,  I,  B)=p,     [F,  D,  H.  E)  =  q, 

so  ist 

[C,  D,  K,  G)=pq: 

und  eben  so  muss  jedes  andere  Doppelschnitts-  und  Vieleckschnitts- 
verhältniss  dieser  Figur  durch  p  und  q  ausgedrückt  Averden  können. 
So  finde  ich  mittelst  barycentrischer  Rechnung,  dass  die  beiden 
Fünfeckschnittsverhältnisse : 

DH     EI     ^^^^     AG_     EF     DK^     C]_     BH 

""        GE  '  FD  ~ 


AJK 
KB 


BF 
FC 


CG 


GD  ■  HE   '  lA 


KC  '  IB      HA 
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einander  gleich  sind,  jedes  von  ihnen 


21.  Hat  man  ein  System  von  6,  7,  8,  ...  willkürlich  in  einer 
Ebene  genommenen  Puncten,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
ein  System  von  eben  so  vielen  in  der  Ebene  beliebig  gezogenen 
Geraden,  so  müssen,  4,  6,  8,  ...  von  einander  unabhängige  Vieleck- 
schnittsverhältnisse gegeben  sein,  um  die  Werthe  aller  übrigen  finden 
zu  können.  Indessen  sind  die  hierher  gehörigen  Aufgaben  zu  com- 
plicirt,  als  dass  ein  Beispiel  an  diesem  Orte  gegeben  Averden  könnte. 
Auch  möchten  die  Hülfsmittel,  welche  man  in  der  Geometrie  ge- 
wöhnlich in  Anwendung  zu  bringen  pflegt,  bei  Aufgaben  solcher 
Art  nur  mühsam  zum  Ziele  führen.  Die  Vortheile,  welche  der 
barycentrische  Calcul  hierbei  gewährt,  der  sich  zu  diesem  Zwecke 
noch  besonders  vereinfachen  lässt,  habe  ich  in  dem  8.  Capitel  des 
2.  Abschnittes  auseinander  gesetzt,  worauf  ich  daher  Diejenigen, 
Avelche  sich  mit  diesem  Gegenstande  näher  beschäftigen  wollen, 
verweise.  —  Hat  man  es  bloss  mit  einem  Systeme  beliebig  gezogener 
Geraden  zu  thun,  deren  Durchschnittspunete  nicht  wiederum  durch 
Gerade  verbunden  werden,  so  reicht  auch  diejenige  Methode  aus, 
die  im  5.  Capitel  desselben  Abschnitts  erklärt  worden,  und  welche 
in  einem  besonderen  Algorithmus  mit  Doppelschnittsverhältnissen 
besteht. 

22.  Den  Beschluss  dieses  Aufsatzes  mögen  einige  Sätze  über 
die  metrischen  Relationen  machen,  welche  in  der  Lineal-Geometrie 
bei  Kegelschnitten  vorkommen. 

Ist  in  der  einen  der  beiden  oft  gedachten  Ebenen  eine  Curve 
verzeichnet,  und  die  Gleichung  derselben  zwischen  den  recht-  oder 
schiefwinkligen  Coordinaten  t  und  u  gegeben,  so  erhält  man  die 
Gleichung  für  die  entsprechende  Curve  zwischen  den  Coordinaten  x,  y 
in  der  anderen  Ebene,  wenn  man  in  der  Gleichung  zwischen  t  und  ii, 
^  ^  ax-{-hy-\-c  ^^  ^  fx  -\-gij^h 
X  -f-  my  -\-  n  '  x  -f-  my  +  n 

setzt  (Nr.  2).  Da  die  Nenner  in  diesen  Ausdrücken  für  t  und  u 
einander  gleich  sind,  so  ersieht  man  leicht,  dass  die  solchergestalt 
sich  ergebende  Gleichung  zwischen  x  und  y  mit  der  Gleichung 
zwischen  t  und  u  von  demselben  Grade  ist,  dass  also  je  zwei  sich 
entsprechende  Curven  immer  zu  derselben  Ordnung  gehören.  So 
wie  daher  einer  Geraden  immer  eine  Gerade  entspricht,  so  entspricht 
auch  jedem  Kegelschnitte  ein  Kegelschnitt,  u.  s.  w. 
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Sind  ferner  A  und  A'  zwei,  in  sich  entsprechenden  Curven 
liegende,  sich  entsprechende  Puncte,  so  werden  auch  die  in  A  und 
A'  an  die  Curven  gezogenen  Tangenten  zwei  sich  entsprechende 
Geraden  sein.  Denn  ist  B  ein  dem  A  unendlich  nahe  liegender 
Punct  der  einen  Curve,  so  wird  der  ihm  entsprechende  B'  in  der 
anderen  Curve  dem  A'  unendlich  nahe  sein,  weil  unendlich  kleine 
Aenderungen  von  t  und  ti  auch  nur  unendlich  kleine  Aenderungen 
von  X  und  y,  im  Allgemeinen  wenigstens,  zur  Folge  haben.  Die 
Geraden  AB  und  A'B\  so  weit  man  will  verlängert  gedacht,  d.  i. 
die  an  A  und  A'  gezogenen  Tangenten,  werden  sich  daher  gleich- 
falls entsprechen. 

Werde  nur  noch  erinnert,  dass  einer  Asymptote  der  einen  Curs^e 
im  Allgemeinen  nicht  auch  eine  Asymptote,  sondern  eine  Tangente 
der  anderen  entspricht,  weil,  wenn  t,  tt.  unendlich  gross  sind,  des- 
halb nicht  auch  .r,  y  unendlich  sein  müssen. 

23.  Ist  in  der  einen  Ebene  ein  Kegelschnitt  gegeben,  so  kann 
man  diesem,  so  lange  noch  keine  anderen  Paare  sich  entsprechender 
Puncte  bestimmt  sind,  nicht  nur  irgend  einen  beliebig  in  der  anderen 
Ebene  verzeichneten  Kegelschnitt  entsprechend  setzen,  sondern  noch 
irgend  3  Puncten  des  einen  Kegelschnitts  3  Avillkürlich  in  dem  an- 
deren genommene  Puncte  sich  entsprechen  lassen. 

Seien,  um  dieses  zu  beweisen,  k  und  k'  (Fig.  7)  zwei  beliebige 
Kegelschnitte,  k  in  der  einen,  k'  in  der  anderen  Ebene;  A,  B,  C 
irgend  drei  Puncte  in  k\  A',  B',  C  in  k\  die  man  den  ersteren 
Aj  B,  C  resp.  entsprechend  setze.  Man  ziehe  noch  an  k  in  A  und  B 
zwei  Tangenten,  welche  sich  in  D  schneiden,  und  an  k'  in  A'  und  B' 
zwei  Tangenten,  welche  sich  in  D'  schneiden,  und  setze  D  und  J)' 
sich  entsprechend,  so  hat  man  jetzt  vier  Paare  sich  entsprechender 
Puncte:  A  und  A',  ...,  Z>  und  JJ\  und  es  ist  damit  für  jeden  fünften 
Punct  der  einen  Ebene  der  entsprechende  in  der  anderen  be- 
stimmt (Nr.  4).  Ich  behaupte  nun,  dass  nach  Voraussetzung  dieser 
vier  Paare  sich  entsprechender  Puncte  jedem  Puncte  in  k  ein  Punct 
in  k'  entsprechen  wird,  oder  kürzer,  dass  k  und  k'  sich  entsprechende 
Curven  sein  werden.  Denn  entspräche  dem  Kegelschnitte  k  nicht  k\ 
sondern  die  Curve  l,  so  müsste  diese  erstlich  nach  Nr.  22  wieder  ein 
Kegelschnitt  sein. 

Da  ferner  k  durch  A,  B,  C  geht  und  von  AU  und  BD  berührt 
wird,  so  müssen  auch  A',  B'.  C  in  /  liegen  und  A'D\  B'D'  Tan- 
genten von  /  sein.  Diese  Eigenschaften  von  /  kommen  aber  auch 
dem  Kegelschnitte  k'  zu. 

Da   nun   ein  Kegelschnitt    durch   drei   in   ihm    liegende   Puncte 
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und  durch  die  an  zwei  derselben  gezogenen  Tangenten  immer  und 
ohne  Zweideutigkeit  bestimmt  ist,  so  kann  /  von  Ti  nicht  ver- 
schieden sein. 


Fig.  7. 

Hat  man  daher  zwei  Kegelschnitte  k  und  Ti\  und  setzt  drei 
Puncte  A^  B,  C  des  ersten,  dreien  Puncten  A' ,  B\  C  des  letzteren 
entsprechend,  so  wird  auch  jedem  anderen  Puncte  in  k  ein  Punct 
in  k'  entsprechen,  d.  h.  k  und  k'  werden  sich  entsprechende  Curven 
sein,  wenn  man  noch  als  viertes  Paar  sich  entsprechender  Puncte 
die  Durchschnitte  D  und  D'  der  in  ^,  ^  und  A'  und  B'  an 
k  und  k'  gezogenen  Tangenten  hinzufügt.  Je  zwei  Kegelschnitte 
k  und  k'  lassen  sich  daher  immer  als  sich  entsprechende  Curven 
betrachten,  und  überdies  noch  irgend  dreien  Puncten  A,  B,  C  des 
einen  beliebige  drei  Puncte  A',  B',  C  des  anderen  entsprechend 
annehmen. 

24.  Man  ziehe  noch  an  C,  C  Tangenten,  welche  AB,  A'B' 
in  E,  E'  schneiden,   ziehe  CD,    CD',  welche  AB,   A'B'  in   F,  F' 

treffen,  so  sind  E,  E'  und  F,  F'  zwei  neue  Paare  sich  entsprechender 
Puncte,  und  folglich  die  Doppelschnittsverhältnisse  [A,  B,  E,  F)  und 
{Ä,  B',  E',  F')  einander  gleich.  Wie  daher  auch  in  einem  Kegel- 
schnitte die  drei  Puncte  A,  B,  C  genommen  Averden  mögen,  so  muss 
immer,  wenn  E  und  F  auf  die  besagte  Weise  daraus  abgeleitet 
worden,  der  Exponent  des  Doppelschnittsverhältnisses 

{AE  :  EB)  :  {AF  :  FB) 
denselben  Werth  haben,  also  eine  bestimmte  und  zwar  rationale  Zahl 
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sein,  weil  E  und  F  aus  A,  B,  C  nur  auf  eine  Weise  gefunden 
werden  können.  Es  ist  aber,  wenn  man  für  den  Kegelschnitt  einen 
Kreis,  und  C  zum  Mittelpuncte  des  Bogens  AB  nimmt,  E  in  der 
Geraden  AB  unendlich  entfernt,  und  F  der  Mittelpunct  dieser  Ge- 
raden; folglich 

AE  :  EB  =  —  \,     AF:FB=1, 
und  daher  der  Exponent    des   Doppelschnittsverhältnisses    in    diesem 
Falle,  also  auch  in  allen  anderen  Fällen,  gleich  —  1,  d.  h.  AB  wird 
in  E  und  F  harmonisch  getheilt. 

Schneide  ferner  AC  die  BD  in  G,  GF  den  Kegelschnitt  in  H, 
DU  die  AB  in  K,  so  muss,  nach  derselben  Art  wie  vorhin  zu 
schliessen,  der  Exponent  des  dadurch  sich  bildenden  Doppelschnitts- 
verhältnisses {A,  B,  F,  K)  eine  bestimmte  Zahl  sein,  die  aber  nicht 
mehr  rational  ist,  sondern  eine  Quadratwurzel  enthält,  weil  die  Ge- 
rade FG  den  Kegelschnitt  nothwendig  zweimal  trifft,  wodurch  der 
Punct  H,  und  somit  auch  der  Punct  /f,  zweideutig  wird.  In  der 
That  findet  sich 

{A,  B,  F,  K)  =  1  (3  ±  V5)     und     {A,  B,  F,  R\)  =  i(3  =h  V5), 
wenn  FG  dem  Kegelschnitte    zum    zweiten  Male    in   H^    begegnet, 
und  DH^  die  AB  in  K^   schneidet. 

Um  sich  hiervon  auf  das  Einfachste  zu  überzeugen,  nehme  man 
für  den  Kegelschnitt  einen  Kreis,  A,  B  als  Endpuucte  eines  Durch- 
messers, und  C  als  Mittelpunct  des  Halbkreises  ACB.  Alsdann 
sind  FC,  KH,  BG  auf  AB  normal,  F  ist  der  Mittelpunct  des 
Kreises,  und  AF  =  FB  =  FC  =  FH  =  dem  Halbmesser,  den  man 
gleich  1    setze. 

Hieraus  folgt  weiter  BG  =  1,  FG  =  V5  ,  und  es  verhält  sich 

FB  :  FK  =  FG  :  FH  =15:1, 
also 

FB  -h  FK  :  FB  —  FK  =  }  5+1    :  >  5  —  1 , 
d.  i. 

AK  :  KB  =  b—\    :  (y 5  —  l)'-  =  2  :  3  —  15. 
Da  ferner 

AF  :  FB=  \    :    1, 
so  hat  man 

{AF  :  FB)  :  {AK  :  KB)  =  ^  1^3  —  >  5;, 
wie  zu  erweisen  war. 

Auf  eben  diese  Art  Avird  nun  auch  jedes  andere  durch  ferneres 
Ziehen  gerader  Linien  in  unserer  Figur  entstehende  Doppelschnitts- 
verhältniss  oder  Vielcckschnittsverhältniss  einen  bestimmten  Wertli 
haben,  und  Avir  erhalten  somit  folgenden  merkwürdigen  Satz: 

Verbindet  man  drei  in  einem  Kegelschnitte   liegende  Puncte  durch 
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gerade  Linien^  und  zieht  in  denselben  Puncten  Tangenten  an  den  Kegel- 
schnitt;  ericeitert  man  hierauf  die  Figur  ^  indem  man  immer  die  schon 
vorhandenen  Durchschnitte  ^  tcelche  die  Geraden  mit  einander  und  mit 
dem  Kegelschnitte  machen^  durch  neue  Geraden  verbindet  und  von  den 
ausserhalb  des  Kegelschnittes  fallenden  Durchschnitten  Tangenten  an 
denselben  zieht,  deren  Berührungspuncte  man  inederum  unter  sich  und 
jnit  Jenen  Durchschnitten  verbindet :  so  ist .  wie  weit  mcm  auch  diese 
Construction  fortsetzen  mag.  der  JVerth  jedes  somit  sich  bildendeti 
VieleckschnittsverhäUnisses  weder  von  den  Parametern  des  Kegelschnittes^ 
noch  von  der  Lage  der  anfänglichen  drei  Puncte  in  demselben,  sondern 
bloss  von  der  Art  und  Weise  ahhängig ,  auf  welche  man.^  von  jenen 
drei  Puncten  ausgehetid.  zu  den  Puncten  des  Vielechsclinittsverhultnisses 
gelangt  ist.  Der  IVerth  eines  solchen  ist  daher  immer  eine  bestimmte 
Zahl.  Weil  aber  Jede  durch  einen  Punct  innerhalb  des  Kegelschnitts 
geführte  Gerade  denselben  in  zicei  Puncten  schneidet,  und  loeil  von 
Jedem  Puncte  ausserhalb  des  Kegelschnitts  zwei  Tangenten  an  ihn  ge- 
zogen werden  können.,  so  wird  diese  Zahl  im  Allgemeinen  nicht  rational 
seiii.   sondern  Quadratwurzeln  enthalten. 

25.  Die  so  eben  beschriebene  Figur  kann,  analog  dem  Obigen 
(Nr.  18),  ein  Netz  heissen,  dessen  Construction  von  einem 
Kegelschnitte  und  drei  in  demselben  enthaltenen  Puncten 
A,  B,  C  ausgeht.  Wir  wollen  jetzt  dieser  Construction  noch  einen 
vierten,  willkürlich  in  dem  Kegelschnitte  anzunehmenden  Punct  M 
zu  Grunde  legen.  Um  den  entsprechenden  Punct  J/'  in  der  anderen 
Ebene  zu  finden,  ziehe  man  DM,  welche  AB  in  iV  schneide;  be- 
stimme hierauf  in  A' B'  den  Punct  N'  so,  dass 

[A',  B\  E',  N')  =  {A,  B,  E,  N), 
und  ziehe  D'N',  welche  den  Kegelschnitt  A'B'C  in  zwei  Puncten 
schneiden  Avird.  Um  zu  entscheiden,  welcher  von  ihnen  der  dem  31 
entsprechende  M  ist,  denke  man  sich  den  Kegelschnitt  ABC  von 
einem  Puncte  so  durchlaufen,  dass  dieser,  von  A  ausgehend,  nach  B 
kommt,  ohne  dem  C  zu  begegnen,  wo  er  dann,  nach  derselben 
Richtung  von  B  fortgehend,  nach  C  kommen  wird,  ohne  A  zu 
treffen,  und  von  C  nach  A  zurück,  ohne  B  zu  treffen*). 


^:  "Wie  dieser  Forderung  bei  der  Ellipse  immer  Genüge  geschehen  kann, 
sieht  man  ohne  Weiteres.  —  Eine  Parabel  hat  man  sieh  hierbei  als  eine  sich  ins 
Unendliche  erstreckende  Ellipse  zu  denken,  so  dass  der  beschreibende  Punct,  nach- 
dem er  unendlich  weit  in  dem  einen  Schenkel  fortgegangen  ist,  in  den  anderen 
Schenkel  aus  dem  Unendlichen  zurückkehrt.  —  Bei  einer  Hyperbel  muss  der 
Punct  beide  ^lale,  wenn  er  sich  unendlich  weit  nach  der  Richtung  einer  AsjTQptote 
entfernt  hat,  nach  dem  entgegengesetzten  unendlich  entfernten  Puncte  derselben 
Asymptote  übersprinsen  und  in  das  Endliche  zurückkehren. 
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Man  bezeichne  die  drei  somit  durchlaufenen  Theile  durch  AB, 
BC.  CA,  so  sind  ihnen  die  auf  gleiche  Art  in  dem  anderen  Kegel- 
schnitte bestimmten  und  durch  A'B',  B'C,  CA'  zu  bezeichnenden 
Theile  resp.  entsprechend;  und  wenn  daher  M  z.  B.  in  BC  liegt, 
wie  dies  in  unserer  Figur  der  Fall  ist,  so  muss  auch  31'  in  B'C 
begriffen  sein. 

Irgend  zAvei  Vieleckschnittsverhältnisse,  die  in  beiden  Ebenen 
aus  den  Kegelschnitten  und  aus  den  in  jedem  derselben  liegenden 
vier  Puncten  durch  Construction  von  Netzen  auf  gleiche  Art  sich 
bilden,  werden  nunmehr  einander  gleich  sein;  woraus  wir  zunächst 
schliessen,  dass  mit  dem  Doppelschnittsverhältnisse  {A,  B,  E,  N)  des 
einen  Netzes  auch  alle  übrigen  in  demselben  vorkommenden  Doppel- 
schnitts- und  Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben  sind;  und  über- 
haupt : 

Alle  Vieleckschnittsverhältnisse  eities  Netzes,  das  aus  einem  Kegel- 
schnitte und  vier  in  ihm  liegenden  Puncten  construirt  ist,  lassen  sich 
ßnden,  wenn  irgend  eines  derselben,  das  voti  allen  vier  Pmicten  zugleich 
abhängt,  gegeben  ist. 

26.  So  Avie  der  Punct  M,  so  wird  auch  jeder  andere  willkür- 
liche Punct  des  Kegelschnittes,  in  Bezug  auf  die  drei  ersten  A,  B,  C, 
durch  ein  Doppelschnittsverhältniss  bestimmt.  Für  jeden  neu  hin- 
zukommenden willkürlichen  Punct  des  Kegelschnittes  muss  daher  ein 
Doppelschnitts-  oder  Vieleckschnittsverhältniss  mehr  gegeben  sein. 
Da  nun  bei  vier  Puncten  ein  Vieleckschnittsverhältniss  nöthig  war, 
so  ziehen  wir  die  allgemeine  Folgerung: 

Hat  man  einen  Kegelschtiitt  und  beliebige  m  in  demselben  liegende 
Puncte,  so  müssen  in  dem  daraus  construirten  Netze  irgend  m  —  3  von 
einander  unabhängige  Vieleckschnittsvei'hältnisse  gegeben  sein,  um  alle 
übrigen  ßnden  zu  können. 

Es  ist  dieser  Satz  als  Verallgemeinerung  des  Satzes  in  Nr.  9  zu 
betrachten,  wo  bei  einem  Systeme  von  m  Puncten  in  einer  geraden 
Linie ,  ebenfalls  m  ■ —  3  Doppelschnittsverhältnisse  gegeben  sein 
mussten.  —  Man  bemerke  noch,  dass  bei  einem  Kegelschnitte  und 
fünf  Puncten  desselben  5  —  3  =  2  Vieleckschnittsverhältnisse  erfor- 
dert werden,  eben  so,  als  wenn  man  ein  System  von  fünf  Puncten 
in  einer  Ebene  überhaupt  hat  (Nr.  20).  Der  Grund  davon  liegt  in 
dem  bekannten  Satze,  dass  durch  fünf  Puncte  einer  Ebene  immer 
ein  Kegelschnitt  und  nur  einer  beschrieben  werden  kann,  dass  folg- 
lich mit  irgend  fünf  Puncten  der  Ebene  immer  auch  schon  der 
Kegelschnitt,  in  welchem  sie  liegen,  vollkommen  bestimmt  ist.  Sechs 
Puncte   einer  Ebene  liegen  im  Allgemeinen  nicht  in   einem  Kegel- 
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schnitte.  Soll  daher  auch  der  sechste  Punct  in  dem  Kegelschnitte 
enthalten  sein,  welcher  durch  die  fünf  ersten  geht,  so  ist  eben  damit 
eine  Bedingung  für  die  Lage  des  sechsten  in  der  Ebene  gegeben, 
und  da  zur  vollkommenen  Bestimmung  eines  Punctes  in  einer  Ebene 
zwei  Bedingungen  erfordert  werden,  so  bedarf  es  noch  einer  zweiten 
Bedingung  für  den  sechsten,  und  so  für  jeden  anderen  Punct  des 
Kegelschnitts.  Diese  zweite  Bedingung  ist  aber  das  für  jeden  sechsten 
Punct  hinzuzufügende  Vieleckschnittsverhältniss. 

27.  Man  habe  in  einer  Ebene  einen  Kegelschnitt  und  ausser- 
halb desselben  m  beliebig  genommene  Puncto,  wo  7n^\.  Von  jedem 
derselben  ziehe  man  an  den  Kegelschnitt  zwei  Tangenten,  so  erhält 
man  Im  Berührungspuncte ,  die  ebenfalls  von  einander  unabhängig 
sein  werden,  und  aus  denen  man  hinwiederum  die  ersten  m  Puncto 
finden  kann.  Construirt  man  nun  aus  den  letzteren  ^m  Puncten  in 
Verbindung  mit  dem  Kegelschnitte  ein  Netz,  so  sind  nach  dem 
Vorigen  alle  Vieleckschnittsverhältnisse  desselben  bekannt,  wenn 
Im  —  3  derselben  gegeben  sind.  Dieselbe  Anzahl  von  Vieleck- 
schnittsverhältnissen muss  daher  auch  gegeben  sein,  wenn  man  aus 
dem  Kegelschnitte  und  den  ersteren  m  Puncten  ein  Netz  construirt, 
indem  dieses  Netz  mit  dem  vorigen  aus  2  m  Puncten  construirten 
identisch  ist. 

Man  denke  sich  jetzt  in  der  Ebene  eines  Kegelschnittes  n  be- 
liebige Puncto  innerhalb  desselben,  wo  n~^1.  Man  nehme  diese 
Puncto  in  einer  gOAvissen  Ordnung,  und  verbinde  hiernach  den  ersten 
mit  dem  zweiten,  den  zweiten  mit  dem  dritten,  u.  s.  w.,  den  wten 
mit  dem  ersten  durch  gerade  Linien,  deren  jede  den  Kegelschnitt 
in  zwei  Puncten  schneiden  wird.  Dies  giebt  ein  System  von  n  von 
einander  unabhängigen  Geraden  und  von  2  n  sich  gegenseitig  nicht 
bestimmenden  Puncten  im  Kegelschnitte,  aus  welchen  letzteren  man 
umgekehrt  die  n  Geraden  und  aus  diesen  die  n  anfänglichen  Puncto 
finden  kann.  Das  aus  dem  Kegelschnitte  und  den  n  anfänglichen 
Puncten  construirte  Netz  ist  daher  einerlei  mit  demjenigen,  welchem 
der  Kegelschnitt  und  die  darin  enthaltenen  2  n  Puncto  zu  Grunde 
liegen,  und  ist  folglich  seinen  Vieleckschnittsverhältnissen  nach  voll- 
kommen bestimmt,  wenn  2  w  —  3  derselben  gegeben  sind. 

Hat  man  also  endlich  in  der  Ebene  eines  Kegelschnitts  m  -\-  n 
Puncto,  von  denen  m  ausserhalb,  n  innerhalb  der  Curve  liegen,  so 
erhält  man  auf  die  eben  besagte  Weise  ein  System  von  Im  -\-1.n 
von  einander  unabhängigen  Puncten  im  Kegelschnitte  selbst,  aus 
denen  sich  hinwiederum  die  anfänglichen  m  -\-  n  Puncto  finden  lassen ; 
—  und    damit    ein  System    von   1[m-\-n)  —  3   von   einander    unab- 
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hängigen  Vieleckschnittsverhältnissen.  Dass  dieses  gilt,  auch  wenn, 
gegen  die  vorhin  gemachte  Annahme,  in  7n  +  7i  entweder  m  =  \  oder 
n  =  \  oder  2  ist  (nur  muss  m  -\-  n'^  \  sein) ,  davon  überzeugt  man 
sich  leicht  selbst,  und  kann  somit  den  Satz  folgendergestalt  ganz 
allgemein  ausdrücken: 

Wird  aus  einem  Kegelschnitte  und  irgend  m  in  seiner  Ebene ^  nicht 
in  ihm  selbst,  liegenden  Puncten  ein  Netz  construirt.  so  müssen  Im  —  3 
V)on  einander  unabhängige  Vieleckschnittsverhältnisse  gegeben  sein,  um 
alle  übrigen  ßnden  zu  können,  —  also  füfif  Vieleckschtiittsverhältnisse 
mehr,  als  tcenn  die  m  Puncte  bloss  U7iter  sich,  nicht  auch  mit  dem 
Kegelschnitte  in   Verbitidung  gesetzt  tverde?i. 

Beispiel.  A,  B  (Fig.  8)  sind 
zwei  Puncte  innerhalb  eines  Kegel- 
schnitts: die  Gerade  AB  schneide 
ihn  in  C  und  D.  Man  ziehe  in 
diesen  Puncten  Tangenten,  welche 
sich  in  E  treffen ;  ziehe  EA ,  EB, 
welche  dem  Kegelschnitte  in  F.  G 
begegnen:  ziehe  endlich  DE,  CG, 
Avelche  CE,  DE  in  II,  I  schneiden. 
Hier  ist  also  die  Zahl  der  anfäng- 
lichen Puncte,  ?)i  =  2.  "Damit  ^ird 
2  m  —  3  =  1,  und  es  braucht  daher 
bei  dieser  Figur  niu'  ein  Yieleck- 
Fig  s.  schnittsverhältniss  gegeben  zu  sein, 

um  die  Werthe  aller  übrigen  zu 
kennen;  d.  h.  zwischen  je  zwei  Vieleckschnittsverhältnissen  wird  eine 
Gleichung  obwalten. 

So   ist  z.  B.  die  zwischen  den  zwei   Dreieckschnittsverhältnissen 

[CA  :  AD)  {DI  :  IE)  (EH  :  HC)  =  p. 
[CB  :  BD)  {DI  :  IE)  {EH  :  HC)  =  q, 

stattfindende  Gleichung :  i^  ^  =  ^  > 

ein  Resultat,  Avelches  sich  auch  durch  die  Proportion  darstellen  lässt: 

CA       DB  ^ICHV'    iDIV- 

AD    ■   BC  ~\He)      \Ie)  ' 

Eben  so  muss  jedes  andere  Vieleckschnittsverhältniss  durch  p  oder  </ 

ausgedrückt  werden  können,  wie  das  Doppelschnittsverhältniss : 

{CA  :  AD)  :   {CB  :  BD)  =p  :  q  =  p- 
und  das  ihm  gleiche  Viereckschnittsverhältniss: 

{CE  :  EH)  {HF  :  FD)  {DE  :  EI)  {IG  :   GC)  =  p\ 
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Wenn  von  zwei  Dreiecken  das  eine  in,  das  andere  um  einen 
Kreis  beschrieben  ist,  und  das  erstere  zugleich  in  das  letztere  ein- 
geschrieben sein  soll,  so  sieht  man  augenblicklich,  dass  man  zu  den 
Spitzen  des  ersteren  die  Berührungspuncte  des  letzteren  mit  dem 
Kreise  zu  nehmen  hat.  Eine  sehr  interessante,  von  Herrn  Clause n 
a.  a.  O.  vorg'eleofte  und  grelöste  Aufgabe  entsteht  aber,  wenn  um- 
gekehrt  gefordert  wird,  dass  die  Spitzen  des  um  den  Kreis  be- 
schriebenen Dreiecks  in  den  (verlängerten)  Seiten  des  in  ihn  be- 
schriebenen liegen  sollen.  Im  Gegenwärtigen  will  ich  diese  Aufgabe 
auf  Kegelschnitte  überhaupt  ausdehnen,  und  zeigen,  wie  sie  mit 
Hülfe  der  barycentrischen  Rechnung  sich  lösen  lässt. 

Sei  A  B  C  ein  in  und  AB'  C 
ein  um  einen  Kegelschnitt  be- 
schriebenes Dreieck,  und  letzteres 
zugleich  in  ersteres  beschrieben, 
so  dass  A!  in  BC\  B'  in  CA  und 
C"  in  ^^  liegt.  Weil  der  Kegel- 
schnitt  durch  A,  B,  C  gehen  soll, 
so  kann«  man  seinen  Ausdruck 
setzen: 

I)    fpA^gqB^hrC. 


F^-r: 


wo 


I) 


^  +  ^ 

P         <1 


1 


=  0 


die   Gleichung   ist,    Avelche  zwi-  \\/ 

sehen     den    VeränderKchen    des  k 

Ausdrucks   bestehen  muss.     Und 

Aveil  der  Kegelschnitt  die  Seiten  des  Dreiecks  ÄB'C  berülu-en  soll, 

so  muss  sein  Ausdruck  auch  die  Form  haben : 

H)  ixA^JcyB'^lzC. 

31* 
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WO  _ 

2)  yx-i-Vy  +  yz  =  0 

die  Gleichung  zmschen  den  Veränderlichen   des  Ausdrucks  ist*). 
Da  ferner  A'  in  BC  u.  s.  w.  liegen  soll,  so  setze  man 

iiA'  =  agB  -\-  ah C 
kB'=hhC-\-b'fA 
W  =  cfA-\-c'gB, 
wo  «,  «',  b,  ...  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind.     Substituirt 
man  hieraus  die  Werthe  von  A',  B',   C  in  II)   und  setzt  der  Kürze 
Avillen 

3)  'b'y-\-cz  =  ^,     c'z-\- ax  =  ti,     a'x-\-by='C, 
so  geht  II)  über  in: 

IV)  MA+griB-^h-QC, 

und  die  hierdurch  ausgedrückte  Curve  muss  mit  dem  Kegelschnitt  I) 
identisch  sein.  Für  einen  gemeinschaftlichen  Punct  beider  auf  einerlei 
Fundamentalpuncte  bezogenen  Curven  I)  und  IV)  verhält  sich  aber: 

p  :   q  :  r  =  ^  :   )]  :   L, 
also  auch 

folglich 


1 

1      1        1 

i 

1 

p 

■    y    ■    r   ""    § 

'] 

r 

i-j-i 

=  0, 

oder 

^^  +  ?^  +  ^'?  =  0, 

wegen  1).  Wären  nun  die  Curven  nicht  identisch,  so  müssten  sich 
aus  4)  in  Verbindung  mit  2),  nachdem  man  in  4)  für  B,  rj,  C  aus 
3)  ihre  Werthe  durch  x,  y,  z  ausgedrückt  gesetzt  hat,  die  Verhältniss- 
werthe  von  r»,  y,  z  für  den  oder  die  gemeinschaftlichen  Puncto  beider 
Curven  finden  lassen.    Da  aber  die  Curven  alle  Puncto  mit  einander 


*)  Setzt  man  nämlich,  weil  es  nur  auf  das  gegenseitige  \'erhältniss,  nicht  auf 
die  absoluten  Werthe  von  p,  q,  r  ankommt,  in  I)  und  1) 

—  =  M       1  =  —  1 
r  ■'      q 

und  damit 

1  =  1-,,, 

P 
so  reducirt  sich  I)  auf  den  Ausdruck  I,  im  Barycentrischen  Calcul  §.  249.    Ebenso 
geht  II]    in  die  Form  I)   §.  258   über,   wenn  man   \  z  =  v ,    ^y  =  —  1    und  damit 
yx  =1  —  V  setzt. 
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gemein  haben  sollen,  so  miiss  die  Gleichung  4)  bestehen,   was  auch 
den  Veränderlichen  x,  y,  z  für  Werthe  beigelegt  werden,   wenn  nur 
damit  immer  auch  die  Gleichung  2)  erfüllt  wird. 
Nun  giebt  die  Entwickelung  von  4) 

0  =  aa'x^  -\-  hc'yz  -\-  c'a'zx  +  ahxy 
-\-  b  b'y^  -\-  hcyz  +  cazx-\-  a'b'xy 
-\-  cc'z^  -\-b'cyz  •+-  cazx  -\-  ab'xy, 

und  wenn  man  die  Bedingungsgleichung  2)  rational  darstellt: 

0  =  a:^  +  y^  4-  2'  —  2?/2  —  2zx  —  Ixy. 
Nach  der  bekannten  Methode  der  Multiplicatoren  addire  man  jetzt 
diese  zwei  Gleichungen,  nachdem  man  vorher  die  letztere  mit  einem 
unbestimmten  Coefficienten  w?  multiplicirt  hat,  und  setze  hierauf  die 
Coefficienten  von  x^,  ?/*,  2;*,  xy,  yz,  zx  jeden  für  sich  gleich  0.  Hier- 
mit erhält  man: 

aa'-\-m  =  0,     bc -\- bc'-\- b'c' = 'Im, 

bb'-{-m  =  0,     ca-\-ca'-\-ca'  =  2m, 

cc'  -\-  m  :=  0,     ab  -\-  ab'-\-  ab'  =  2m, 

und    wenn    man    die    aus    den    drei    ersten    Gleichungen    fliessenden 

Werthe  von  a',  b',  c    in  den  drei  letzteren  substituirt: 

[m  —  bc)^  =  mb^,     [m — ca)'-  =  mc'^,     [m  —  abY^=ma'', 
also,  Avenn  man  m  =  n^  setzt: 

71^  —  bc=  zh  nb ,  ri^  —  ca  =  äz  nc ,  w'  —  ab  =  ±.na, 
wo  entweder  zugleich  die  drei  oberen  oder  zugleich  die  drei  unteren 
Zeichen  genommen  Averden  müssen.  Beides  ist  wegen  der  bleibenden 
Unbestimmtheit  von  n  gleichgültig.  Wollte  man  z.  B.  in  der  ersten 
Gleichung  das  untere  und  in  den  beiden  anderen  die  oberen  Zeichen 
nehmen ,  so  würde  man  «=  00 ,  b  =  —  ?^ ,  r  ^  0 ,  folglich  a  =  0, 
b'  =  n  und  c'  =  00  erhalten,  und  dadurch  nach  III)  zu  dem  unstatt- 
haften Resultate  gelangen,  dass  A  und  C  mit  B  zusammenfallen. 
Mit  Annahme  der  oberen  Zeichen  findet  sich  nun  leicht: 

und  damit 

a  =^  b  =■  c  = = =  —  -^il=P  Vo  in  =  —  va, 

a  a  ^  \    -1-        / 

wenn  man 

r 

a 

a 


1=F>5 

1  drVö 

y5q=  1 

Vö  ±1 
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setzt.     Drückt  man   somit  h,  c,  a  ,  b',  c    iu  III)  insgesammt  durch  a 
aus,  so  kommt 

[  lÄ  =  ag B  —  vahC ^ 

V)  hB'=ahC  —  vafA, 
\w'=afA  —  vagB, 

und  hieraus  Aveiter: 

kB'+vW'=  ahC—v-agB. 

Bezeichnet    man   daher    die   Durchschnitte    von   B'C   mit  BC,    von 
CA'  mit  CA,  von  A' B'  mit  AB,  resp.  durch  /,  K,  Z,  so  ist 

VI)  I=kB'+vlC\ 

und  eben  so 

K=  IC'+  viA',     L  =  iA'+  vkB'. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sei  zuerst  der  Kegelschnitt  und 
das  um  ihn  beschriebene  Dreieck  A'B'C  gegeben,  und  werde  das 
einzuschreibende  ABC  gesucht.  Die  damit  zugleich  gegebenen 
Berührungspuncte  des  Kegelschnittes  B'C\  CA!,  A'B'  heissen 
/',  /i',  L',  so  hat  man  zufolge  des  Ausdrucks  II)  Barycentrischer 
Calcul  §.  260; 

VII)     r=kB'-{-lC,     K'=JC-\-iA\     L'=iA'+kB'. 

Hiernach  verhält  sich 

BT  .  rC=l  :  k, 

und  auf  gleiche  Art  wegen  VI) 

B'I  :  IC=vl  :  /.•, 
folglich 

B'I  :  IC'=  v.B'I'  :  /'C'=  (]  5  q=  i)  BT  :    {Vbzh  \)  I' C , 
und  eben  so 

CK  :  KA'=  V  .  CK'  :  K' A' ,     A'L  :  LB'=  v  .  A'L'  :  L' B' . 
Hiermit    kann    man    die   Puncte  /,  K,  L    finden,    welche    mit    den 
gegenüberliegenden  Spitzen  A' ,  B' ,   C  verbunden,  die  Seiten  des  in 
den  Kegelschnitt  einzuschreibenden  Dreiecks  ABC  bestimmen. 

Wenn  zweitens  aus  dem  eingeschriebenen  Dreieck  ABC  das 
umschriebene  A'B'C  gefunden  werden  soll,  so  lege  man  an  den 
Kegelschnitt  in  A,  B,  C  die  Berührenden  GH,  HF,  FG,  so  dass 
FGH  ein  umschriebenes  Dreieck  ist;  und  ziehe  die  Geraden  AF, 
BG,  CH,  Avelche  BC,  CA,  AB,  resp.  in  F' ,  G',  H'  schneiden. 
Vermöge  des  Ausdruckes  I)  ist  alsdann : 


iF  =gB  +  hC—fA, 

VIII)  )  G  =  hC+fA-gB, 

\h=  fA  +  gB  —  hC, 


von  Clausen's  Aufgabe.  487 

(Bar.  Calc.  §.268),    und    daher  gB-\-hC^  dem  Durchschnitte  von 
BC  mit  AF^  F',  und  ebenso 

hC+fA=G',    fA  +  gB  =  H'. 

Es  verhält  sich  daher 

BF':  F'C=h  :  g, 
und  wegen  V) 

BÄ  .  A'C=—vh  :  g, 
oder 

BA'  :  CA'=vh  :  g, 
folglich 

BA'  :   CA'  =  V  .  BF'  :  F' C  =  (>  5 -=  l)  BF'  :   (Vö  =b  l)  F'C, 
und  ebenso : 

CB'  :  AB'=  V.  CG'  :   G'A,     AC  :  BC'=v.AH'  :  H'B. 
Mittelst  dieser  Proportionen  können  also  die  in  BC,   CA,  AB  resp. 
liegenden  Spitzen  A' ,  B',   C   des   umschriebenen  Dreiecks   gefunden 
werden. 

Uebrigens   hat  jede    dieser   beiden   Aufgaben   zwei  Auflösungen, 
Avegen  des   zweideutigen  Werthes   von  v,  der  durch  die  quadratische 

Gleichung 

V-  —  3  V  -i-  1  =  0 
gegeben  ist. 

Zusätze.     1)   Drückt    man  /',  K',   L'    in  VH)    mit  Hülfe    der 
Gleichung  V)  durch  A,  B,   C  aus,  so  kommt: 

j'   =kB' -\-  IC  =  {l—v)fA  ~vgB  +ÄC, 

K'  =  IC"  -^  iA'  =  fA  +  {\—v)gB  —vh  C, 

L'  =  lÄ  +kB'  =        —vfA  -\-gB^[\—v)hC 

Man  multiplicire   den   Ausdruck    für   K'   mit   ü   und    ziehe   ihn    von 
dem  Ausdrucke  für  U  ab.     Dies  giebt: 

—  "IvfA  +  (1  —  ,/  H-  v^)  gB-^[\  —  v^  v"-)  h  C, 
welches   daher   der  Ausdruck   eines  Punctes   in   der  Linie  K' L'  sein 
muss,  und  Avelcher  sich  wegen 

v-  =  3i/  — 1 
auf 

—  %vfA  -\-'2vgB-{-  2vh C  =  —fA  -^gB  +  hC=F 
(vergl.  VIII)   reducirt.     Es   liegen   daher  K' ,  L'   mit  F,   und   ebenso 
L' ,  r  mit  6r;    /',  K'   mit  H  in   gerader  Linie,    wodurch    folgender 
merkwürdige  Satz  entsteht: 

Wenn  von  zwei  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  das  eiste  i7i  und 
das  ziceite  um  einen  Kegelschnitt  beschrieben  ist,  und  zugleich  die 
Spitzen  des  zioeiten  in  den  Seiten  des  ersten  liegen,  so  stehen  in  der- 
selben Beziehung  zu  einander  das  eingeschriebene  Dreieck  I' K' LI ,  dessen 
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Spitzen  die  Berührung  spunde  des  umschriebenen  Dreiecks  A'B'C  sind, 
und  das  umschriehe7ie  Dreieck  FGH^  desse?i  Seiten  die  an  den  Kegel- 
schnitt in  den  Spitzen  des  eingeschriebenen  Dreiecks  ABC  gezogenen 
Berührenden  sind,  indem  auch  hier  die  Spitzen  von  FGH  in  den  Seiten 
von  I'K'L'  liegen. 

2)  Die  drei  Geraden,  welche  die  Spitzen  eines  um  einen  Kegel- 
schnitt beschriebenen  Dreiecks  mit  den  gegenüberliegenden  Berüh- 
rungspuncten  verbinden,  schneiden  sich  bekannthch  in  einem  Puncto. 
Heisse  P  dieser  Punct  für  das  umschriebene  Dreieck  A'B'C,  so  ist 

P  =  iA'  +  kB'+lC', 
(Bar.  Calc.  §.  260).     Setzt  man  ferner 

Q=fA  +  gB  +  hC, 
so  kommt,  wenn  davon  die  Ausdrücke  für  F,  G,  H  in  VIII)  subtrahirt 
werden:  2/^,  2^5,  2h  C\  d.  h.  bei  dem  umschriebenen  und  den 
Kegelschnitt  in.  A,  B,  C  berührenden  Dreiecke  FGH  schneiden  sich 
FA,  GB,  HC  gemeinschaftlich  in  Q.  Nun  folgt  durch  Addition 
der  Gleichungen  V) 

iA'+  kB'-h  lC'  =  a{\—v)  [fA  +  gB-\-  h  C) , 
d.  i.  P^  Q\  also : 

Die  sechs  Linien  AT ,  B' K' ,  C'V ,  FA,  GB,  HC  schneiden  sich 
in  eitlem  Puncte. 


Ueber  eine  besondere  Art  dualer  Verhältnisse 
zwischen  Figuren  im  Räume. 


[CreUe's  Journal  1833  Band  10  p.  317—341. 


uvl  den  vorliegenden  geometrischen  Untersuchungen  bin  ich  zu- 
nächst durch  einige,  bei  Beschäftigung  mit  der  Statik  erhaltene, 
an  sich  sehr  einfache  Resultate  veranlasst  worden.  Ich  fand  näm- 
lich, dass  von  den  zwei  Kräften,  auf  welche  ein  System  von  Kräften 
im  Räume  immer  reducirbar  ist,  und  welche  im  Allgemeinen  nicht 
in  einer  und  derselben  Ebene  liegen,  die  Richtung  der  einen  nach 
Willkür  genommen  werden  kann;  dass  ferner,  wenn  die  Richtung 
der  einen  Kraft  durch  einen  gegebenen  Punct  geht,  die  Richtung  in 
einer  mit  dem  Puncto  bestimmten  und  ihn  enthaltenden  Ebene 
liegen  muss,  und  dass  umgekehrt,  wenn  die  eine  Richtung  in  einer 
gegebenen  Ebene  enthalten  ist,  die  andere  einen  mit  der  Ebene 
gegebenen  und  in  ihr  begriffenen  Punct  trifft.  Auf  diese  Weise  ent- 
spricht also  in  Bezug  auf  ein  System  von  Kräften  jedem  Puncte  des 
Raumes  eine  gewisse  Ebene,  jeder  Ebene  ein  Punct,  und  jeder  Ge- 
raden, als  der  Richtung  der  einen  von  zwei  mit  dem  System  gleich- 
Avirkenden  Kräften,  eine  andere  Gerade  als  die  Richtung  der  anderen 
Kraft;  und  es  entstehen  somit  zwischen  allen  Theilen  des  Raumes 
duale  Verhaltnisse,  die  im  Allgemeinen  von  derselben  Beschaffenheit 
sind,  als  die  in  neueren  Zeiten  schon  öfter  behandelten  Dualitäts- 
verhältnisse der  Figuren,  nur  dass  hier  die  beschränkende  Bedingung 
hinzukommt,  dass  die  einem  Puncte  entsprechende  Ebene  durch  ihn 
selbst  geht,  und  dass  in  jeder  Ebene  der  ihr  entsprechende  Punct 
selbst  liegt. 

Ich  habe  nun  diese  Verhältnisse,  abgesehen  von  ihrem  statischen 
Ursprünge,  rein  geometrisch  zu  behandeln  gesucht,  und  theile  was 
ich  gefunden  jetzt  mit,  in  der  Hoffnung,  dass  mehrere  aus  jener 
speciellen  Voraussetzung  hervorgehende  Beziehungen  nicht  ohne 
Interesse  sein  werden.  Insbesondere  dürfte  die  hier  gegebene  Con- 
struction  von  Polyedern,  die  zugleich  in  und  um  einander  beschrieben 
sind,  so  wie  das  System  von  Linien,  deren  jede  sich  selbst  zur  ent- 
sprechenden hat,  und  welche  bei  einem  System  von  Kräften  die 
Axen   sind,    für  welche   die   Momentensunime    der   Kräfte    Null    ist, 
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einige  Aufmerksamkeit  verdienen.  Zum  Schlüsse  habe  ich  noch  den 
Zusammenhang  erörtert,  der  zwischen  diesen  Dualitätsverhältnissen 
und  statischen  Sätzen  obwaltet. 


1.  Seien  a:,  ?/,  z  und  x\  y' ,  z    die  recht-  oder  schief  winkeligen 

Coordinaten  zweier  Puncte  P  und  P',  und  diese  sechs  Grössen  durch 

eine  einzige  Gleichung, 

F=0, 

mit  einander  verbunden.  Giebt  man  alsdann  den  Coordinaten  x,  y,  z 
oder  x\  y' ,  z'  bestimmte  Werthe ,  so  wird  V  =  0  eine  Gleichung 
zwischen  nur  noch  drei  Unbestimmten  x',  y',  z  oder  x,  y,  z.  Die 
beiden  Puncte  werden  daher  durch  die  Gleichung  in  eine  solche 
Abhängigkeit  von  einander  gebracht,  dass,  wenn  der  Ort  des  einen 
P  oder  P'  bestimmt  ist,  der  andere  P'  oder  P  in  einer  damit  ge- 
gebenen Fläche  liegt. 

2.  Werde  nun  verlangt,  dass  die  Fläche,  in  welcher  P'  für 
einen  bestimmten  Ort  von  P  liegt,  stets  eine  Ebene  sei,  wo  auch  P 
angenommen  werde.     Zu  diesem  Ende   muss    V  von   der  Form  sein: 

Lx'  -^My'  -\-Nz'  -\rO, 
wo  Z,  iJf,  N^  0  beliebige  Functionen  von  x,  y,  z  sind;  und  nach 
der  Beschaffenheit  dieser  Functionen  richtet  sich  die  Natur  der 
Fläche,  in  welcher  für  einen  willkürlich  gegebenen  Ort  von  P'  der 
Punct  P  begriffen  ist.  Soll  daher  auch  letztere  Fläche  stets  eine 
Ebene  sein,  so  müssen  L,  31,  JV,  O  lineare  Functionen  von  x,  y,  z, 
und  daher  die  Gleichung  V  =  0  von  der  Form  sein : 
A)  [ax  ^hy-\-cx-\-d)x'  ^  (a'x  -\-  b'y  -f  c'z  +  d')  y' 

-\-  [ax  -h  V'y  -\-  c'z  4-  d")  z  -f  a'x  -f-  h"'y  -\-  c'z  +  d'"  =  0. 
Die  Constanten  a,  h,  c,  d,  a',  . . . ,  d"'  als  gegeben  angenommen,  ent- 
spricht alsdann  jedem  Puncte  P  eine  Ebene  p',  als  der  geometrische 
Ort  des  Punctes  P',  und  jedem  P'  eine  Ebene  p,  als  der  Ort  von  P 
Ist  ferner  eine  lineare  Gleichung  zwischen  x',  y,  z,  als  Gleichung 
der  Ebene  p'  gegeben,  und  setzt  man  die  Coefficienten  dieser  Glei- 
chung den  Coefficienten  derselben  Coordinaten  in  A)  proportional, 
so  erhält  man  drei  lineare  Gleichungen  zwischen  x,  y,  z,  aus  denen 
sich  letztere  Coordinaten,  und  damit  der  Punct  P  bestimmen  lassen. 
Mithin  gehört  auch  umgekehrt  jedem  Puncte  P'  irgend  einer  ge- 
gebenen Ebene  p'  einer  und  derselbe  Punct  P,  sowie  jedem  Puncte 
P  einer  Ebene  p  einer  und  derselbe  Punct  P'  zu. 

Hiernach  hat  man  also  zwei  Systeme  von  Puncten  und  Ebenen, 
—  das  eine,  dessen  Coordinaten  mit  x,  y,  z  bezeichnet  worden,   und 
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welches  S  heisse,  das  andere  *S"  mit  den  Coordinaten  x',  ij,  z',  — 
und  diese  zwei  Systeme  stehen  in  einer  solchen  gegenseitigen  Be- 
ziehung, dass  jedem  Puncte  P  und  jeder  Ebene  p  des  einen  eine 
Ebene  p'  und  ein  Punct  P'  des  anderen  entspricht. 

Der  Kürze  wegen  wollen  ^^-ir  die  einem  Puncte  entsprechende 
Ebene  die  Gegenebene  des  Punctes,  und  den  einer  Ebene  ent- 
sprechenden Punct  den  Gegenpunct  der  Ebene  nennen. 

3.  Zwischen  einem  Puncte  und  seiner  Gegenebene,  oder  einer 
Ebene  und  üirem  Gegenpuncte  findet  demnach  immer  die  Beziehung 
statt,  dass  die  Coordinaten  dieses  Punctes  und  die  Coordinaten  ii-gend 
eines  Punctes  der  Ebene  der  Gleichung  A)  Genüge  leisten.  Und 
umgekehrt :  Hat  man  zwei  Puncte,  durch  deren  Coordinaten  die 
Gleichung  erfüllt  wird,  so  liegt  jeder  von  ihnen  in  der  Gegenebene 
des  anderen. 

Ist  folglich  P  ein  Punct  in  der  Gegenebene  von  P',  so  wird 
durch  die  Coordinaten  von  P  und  P'  die  Gleichung  A)  erfüllt,  und 
es  ist  auch  P'  ein  Punct  in  der  Gegenebenen  von  P;  oder  mit  anderen 
Worten:  Hat  man  eine  Ebene  p  und  einen  darin  liegenden  Punct 
P,  so  liegt  auch  der  Gegenpunct  P'  der  ersteren  in  der  Gegenebene 
p'  des  letzteren. 

Liegen  daher  vier  oder  mehrere  Puncte  in  einer  Ebene,  so 
müssen  die  Gegenebenen  der  Puncte  den  Gegenpunct  der  Ebene  m 
sich  enthalten,  und  sich  daher  in  diesem  Puncte  gemeinschaftlich 
schneiden.  Und  umgekehrt:  Schneiden  sich  vier  oder  mehrere 
Ebenen  in  einem  Puncte,  so  liegen  die  Gegenpuncte  der  Ebenen  m 
einer  Ebene,  nämlich  in  der  Gegenebene  des  Punctes. 

Wir  schliessen  hieraus  weiter:  Sind  mehrere  Puncte  B,  S,  T,  ... 
zweien  Ebenen  p,  q  gemeinsam,  liegen  sie  also  in  der  Durchschnitts- 
linie der  beiden  Ebenen,  so  muss  auch  die  Gegenebene  jedes  der 
Puncte  sowohl  den  Gegenpunct  P'  der  Ebene  p,  als  den  Q'  der 
Ebene  q,  mithin  die  Linie  P'Q'  enthalten,  d.  h.  liegen  di-ei  oder 
mehrere  Puncte  in  einer  Geraden,  so  schneiden  sich  die  Gegenebenen 
der  Puncte  ebenfalls  in  einer  Geraden.  Auf  ähnliche  Art  wird  der 
umgekehrte  Satz  bewiesen,  dass  von  drei  oder  mehreren  sich  in  einer 
Linie  schneidenden  Ebenen  die  Gegenpuncte  gleichfalls  in  einer 
Geraden  enthalten  sind. 

So  wie  also  jeder  Punct  seine  Gegenebene,  und  jede  Ebene 
ihren  Gegenpunct  hat,  so  entspricht  auch  jeder  geraden  Linie 
eine  Gegenlinie  dergestalt,  dass  eines  jeden  in  der  einen  Linie 
genommenen  Punctes  Gegenebene   die   andere  Linie   in  sich  enthält, 
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und   einer  jeden  durch  die    eine   Linie    gelegten  Ebene  Gegenpunct 
in  der  anderen  Linie  sich  findet. 

4.  Ohne  uns  mit  weiterer  Entwickelung  dieser  zudem  schon 
mehrfach  behandelten  reciproken  Verhältnisse  aufzuhalten,  wollen 
Avir  jetzt  zwischen  den  beiden  Systemen  die  specielle  Beziehung  an- 
nehmen, dass  Jeder  Punct  P'  des  Systems  S'  in  seiner  dem  System  S 
ungehörigen  Gegenehene  p  selbst  enthalten  ist,  dass  also  die  Gleichung 
A),  da  sie  als  Gleichung  der  Ebene  p  angesehen  werden  kann,  auch 
dann  noch  besteht,  wenn  man  x  =  .r',  y  =  y',  z  ^=  z'  setzt.  Dies 
giebt  aber: 

ax'-'  +  b'y''^  +  c"z'-^  +  (^"  +  c')tj'z  +  (c  +  «")  z'x'  +  {a  +  b)x't/ 
+  {d-i-a")x'  +  {d'  +  ny'  +  {cl"  +  c")z'  +  d'"  =  0; 
und  da  diese   Gleichung    für   jede  beliebige   Annahme   des  P'   oder 
{x',  y',  z')  Gültigkeit  haben  soll,  so  muss  sein: 

«  =  0,     b'  =  0,     c"  =  0,     c'  =  —  b'\     a"  =  —  c,     b  =  —a', 
d"  =  —  d,     b'"  =  —  d\     c"  =  —  d",     d"'  =  0. 
Hiermit  zieht  sich  die  Gleichung  A)  zusammen  in: 

^^a'y-{-cz  +  d)x'  +  {dx  —  b"z  +  d')y'  -\-{—cx  +  h"y  +  d")z' 
—  dx  —  d'y  —  d"z  =  0 , 
oder   wenn   wir  mehrerer  Einfachheit   willen    statt  der   Coefficienten 
b'\  c,  «',  d,  d\  d"  von  jetzt  an  a,   b,  c,  f,  g,  h  schreiben: 

B)  {bz  —  cy-\-f)x'  -\-  [ex  —  az  -\r  g)y'  -\-  [ay  —  bx  -{-  h)z' 

—f^  —  9y  —  ^i^  =  ^- 

Da,  wie  man  leicht  Avahrnimmt,  diese  Gleichung  ungeändert 
bleibt,  wenn  x,  y,  z  mit  x' ,  y\  z  gegenseitig  vertauscht  werden,  so 
liegt  nunmehr  nicht  allein,  wie  verlangt  wurde,  jeder  Punct  P'  des 
Systems  S'  in  seiner  dem  System  S  angehörigen  Gegenebene  />, 
sondern  auch  jeder  Punct  P  des  letzteren  Systems  in  seiner  Gegen- 
ehene p  des  ersteren.  Aus  demselben  Grunde  erhellet  ferner,  dass 
von  zwei  zusammenfallenden  Puncten  P  und  P'  des  einen  und  an- 
deren Systems  auch  die  Gegenebenen  zusammenfallen,  wogegen  im 
Vorigen  dem  Puncto  (/;,  q,  r),  wenn  er  als  dem  System  S'  an- 
gehörig betrachtet  wurde,   eine  Gegenebene  zukam,   deren  Gleichung 

[ax^by-\-...)p^[ct:x^b'y^...)q-^...  =  0 
war,  und  demselben  Puncto,   als    einem  Puncto  des  Systems  -S*.  eine 
Gegenebene  entsprach,  deren  Gleichung 

[ax'  +  dy'  -\.  ..)p^  [bx!  +  b'y  +  . . .) ^  +  . ..  =  0. 

Durch  die  Gleichung  B)  sind  demnach  alle  Puncte  und 
Ebenen  des  Raumes  in  eine  solche  gegenseitige  Beziehung  gesetzt, 
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dass  je  ein  Piiuct  und  eine  Ebene  zusammengehören,  und  ersterer 
in  letzterer  enthalten  ist.  Aller  Unterschied  zAvischen  den  beiden 
Systemen  S  und  S'  ist  daher  jetzt  als  gänzlich  aufgehoben  anzusehen. 

5.  Nichts  desto  Aveniger  aber  werden  die  bei  der  allgemeinen 
Betrachtung  in  Nr.  3  gefundenen  Sätze  auch  jetzt  noch  gültig  bleiben. 
Ist  daher  p  eine  Ebene,  und  Q  irgend  ein  in  ihr  liegender  Punct, 
so  ist  auch  der  Gegenpunct  P'  von  p  in  der  Gegenebene  q'  von  Q 
enthalten;  und  da  jetzt  P'  in  p,  und  Q  in  q'  selbst  liegt,  so  liegen 
P'  und  Q  in  dem  gegenseitigen  Durchschnitte  von  p  und  q',  und 
Avir  können  den  Satz  auch  folgendergestalt  ausdrücken: 

I)  Wenn  von  zicei  sich  schneidenden  Ebenen  der  Gegenpunct  der 
einen  in  der  Durch schnittslinie  liegt,  so  ist  darin  auch  der  Gegenpunct 
der  anderen  begriffen ;  und  wenn  von  zioei  Puncten  die  Gegenebene  des 
einen  den  anderen  Punct  trifft,  so  enthält  auch  die  Gegenebene  des 
anderen  den  ersteren  Punct.  Hieraus  folgern  Avir  ebenso  wie  vorhin 
weiter : 

n)  Von  mehreren  in  einer  Ebene  liegenden  Puncten  schneiden 
sich  die  Gegenehenen  in  einem  Puncte.  welcher  in  ersterer  Ebeiie  liegt 
und  ihr  Gegenpunct  ist. 

TTT)  Von  mehreren  sich  in  einem  Puncte  schneidenden  Ebenen 
liegen  die  Gegenpuncte  in  einer  Ebene,  icelche  ersteren  Punct  enthält 
und  seijie  Gegenebene  ist. 

IV)  Alle  geraden  Linien  des  Raumes  lassen  sich  paarweise  als 
Linien  und  Gegenlinien  zusammennehmen.,  und  jedes  dieser  Paare  be- 
sitzt die  Eigenschaft,  dass  von  allen  in  der  einen  Linie  genommenen 
Puncten  die  Gegenebenen  die  andere  Linie  in  sich  enthcdten ;  dass  also 
Jeder  Punct  der  einen  Linie  die  durch  ihn  und  die  andere  Linie  gelegte 
Ebene  zu  seiner  Gegenebene  hat.  und  dass  ebenso  umgehehrt  der  Gegen- 
punct einer  jeden  durch  die  eine  Linie  gelegten  Ebene  der  Durchschnitt 
der  Ebene  mit  der  anderen  Linie  ist. 

V)  Ei7ie  durch  zwei  Puncte  gezogene  Gerade  hat  daher  den  Durch- 
schnitt der  Gegenebenen  der  Puncte  zur  Gegenlinie,  und  von  der  Durch- 
schnittslinie zweier  Ebenen  ist  die  Linie,  welche  die  Gegenpuncte  der 
Ebenen  verbindet,  die   Gegenlinie. 

Eine  unmittelbare  Folgerung  aus  diesen  Eigenschaften  der  Gegen- 
linien ist  noch : 

VI)  Von  mehreren  in  einer  Ebene  liegenden  Geraden  schneiden 
sich  die  Gegenlinien  in  einem  Puncte  der  Ebene,  nämlich  im  Gegen- 
puncte der  letzteren;  und  von  mehreren  in  einem  Puncte  zusammen- 
treffenden Geraden  sind  die  Gegenlinien  in  einer  durch  den  Punct 
gehenden  Ebene,  in  der  Gegenebene  des  Punctes.  enthalten. 
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6.  Um  uns  diese  Sätze  durch  ein  Beispiel  noch  deutlicher  zu 
machen,  wollen  wir  die  Gegenpuncte  der  drei  Coordinatenehenen  zu 
bestimmen  suchen. 

Die  Gleichung  zwischen  x',  y',  z  für  die  Ebene  der  y,  z  ist: 
x'  z=  0,  was  auch  y'  und  z  für  Werthe  haben  mögen.  Hiernach 
müssen  in  B)  die  Coefficienten  von  y'  und  z,  und  die  Summe  der 
mit  x',  y\  z    nicht  behafteten  Glieder  Null  sein;  also: 

ex  —  azArg  =  0, 
ay —  Ja;  -f-  Ä  =  0, 

f^  +  9y  +  Ji^  =  0. 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  resp.  mit  h,  — g,  a  und 
addirt  sie,  so  kommt: 

(«/+  hg  +  ch)x  =  0, 

also  .r  =  0 ,  und  daher 

h  g 

^  ö  '  a 

Dies  sind  demnach  die  drei  Coordinaten  des  Gegenpunctes  der 
Ebene  der  y,  z.  Wir  wollen  ihn  A  nennen;  wegen  a;  =  0  liegt  er, 
wie  gehörig,  in  der  Ebene  selbst.  Auf  gleiche  Art  ergeben  sich 
die  Coordinaten  des  Gegenpunctes  B  der  Ebene  der  2,  x: 

ha  f 

und  des  Gegenpunctes  C  der  Ebene  x,  y: 

X—        ^,     y         ^  ,     ^       u, 

von  denen  B  in  der  Ebene  der  z,  .r;  C  in  der  Ebene  der  x,  y  ent- 
halten ist.  Sämmtliche  drei  Puncte  aber  liegen  in  der  Ebene,  welcher 
die  Gleichung 

fx  +  gy  +  Ji^  =  0 

zvikommt.  Diese  Ebene  ist  nach  ni)  die  Gegenebene  des  Punctes, 
in  welchem  sich  die  drei  Coordinatenehenen  schneiden,  also  des 
Anfangspunctes  M  der  Coordinaten.  Auch  reducirt  sich  in  der  That 
fiir  x'  =  0.  y'  =  0,  z'  =  0  die  Gleichung  B)  auf 

A  -h  gy  +  hz  =  0. 

Endlich  sind  von  den  Axen  der  x,  y,  z  resp.  die  Linien  B C,  CA, 
AB  die  Gegenlinien. 

7.  Die  wenigen  bis  jetzt  erhaltenen  Resultate  reichen  hin,  um 
ein  System  auf  besagte  Weise  sich  entsprechender  Puncte  und 
Ebenen  ohne  weitere  Hülfe  des  Calculs  construiren  zu  können.     Da 
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nämlich  die  Winkel,  welche  die  Coordinatenebenen  mit  einander 
machen,  ganz  willkürlich  sind,  so  lege  man  durch  einen  Punct  M 
nach  Belieben  drei  Ebenen  a,  ß,  y  als  Coordinatenebenen.  In  a 
und  ß  nehme  man  Avillkürlich  zwei  Puncte  A  und  B,  welche  die 
Gegenpuncte  dieser  Ebenen  seien. 
Durch  die  Lage  von  A  sind  die 
Verhältnisse  7i  :  a,  g  ■  a,  und 
durch  B  die  Verhältnisse  h  :  5, 
f  :  h,  also  durch  beide  Puncte 
die  Verhältnisse  zwischen  y,  y,  k, 
a,  h  bestimmt. 

Man  lege  durch  A,  B,  M  eine 
neue  Ebene  f.i:  sie  ist  die  Gegen- 
ebene von  M,  und  enthält  in  ihrem 
Durchschnitte  mit  der  Ebene  /  den 
Gegenpunct  von  y.  Man  nehme 
daher  in  diesem  Durchschnitte  von 
(.1  mit  /   beliebig   einen   Punct  C, 

als  Gegenpunct  von  y.  Mit  ihm  ist  noch  das  Verhältniss  gegeben, 
in  welchem  c  zu  f  oder  g  steht;  und  da  somit  die  Verhältnisse 
z^waschen  allen  sechs  in  der  Gleichung  B)  vorkommenden  Constanten 
bestimmt  sind,  so  muss  es  möglich  sein,  auch  für  jeden  anderen 
Punct  D  seine  Gegenebene  (5,  und  für  jede  Ebene  ö  ihren  Gegen- 
punct D  zu  bestimmen. 


8.  a)  Liege  der  gegebene  Punct  Z),  dessen  Gegenebene  gesucht 
werden  soll,  zuerst  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  ß  und  y,  oder 
in  ßy,  wenn  wir  der  Kürze  willen  den  Durchschnitt  zweier  Ebenen 
durch  Nebeneinanderstellung  der  die  Ebenen  bezeichnenden  Buch- 
staben ausdrücken.  Da  von  ß  und  y  die  Gegenpuncte  resp.  B  und  C 
sind,  so  ist  nach  V)  von  der  Linie  ßy  die  Gegenlinie  ^  C,  und  folg- 
lich nach  IV)  von  D  die  Gegenebene  BCD.  Auf  gleiche  Art  ist 
CAD  oder  ABD  die  Gegenebene  von  D,  wenn  D  ia  ya  oder  aß 
sich  befindet. 

h)  Eben  so  erhellt,  dass,  wenn  der  Punct  D  in  einer  der  di-ei 
Linien  BC^  CA,  AB  liegt,  seine  Gegenebene  durch  ihn  und  resp. 
durch  ßy,  ya,  aß  gelegt  werden  muss. 

c)  Sei  jetzt  der  Punct  D  willkürKch  genommen.  Man  lege 
durch  ihn  und  durch  die  drei  Linien  BC,  CA,  AB  die  Ebenen 
BCD.  CAD.  ABD,  welche  die  Linien  ßy,  ya,  aß  resp.  in  A' ,  B' ,  C 
schneiden,  so  sind  dies  die  Gegenpuncte  jener  drei  sich  in  D  schnei- 
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denden  Ebenen  IV),  und  folglich  (HI)  Ä,  B' ,  6"  mit  D  in  einer 
Ebene,  welche  die  Gegenebene  von  D,  und  daher  die  gesuchte  d  ist. 

Da  D  selbst  in  d  liegt,  so  hätten  zur  Bestimmung  von  6  schon 
zwei  der  drei  Puncte  A' ,  B' ,  C  hingereicht.  Dass  auch  der  dritte 
in  d  mit  enthalten  ist,  führt  uns  zu  einer  merkwürdigen  Eigenschaft 
unserer  Figur.  Diese  besteht,  Avenn  vnx  sie  etwas  aufmerksamer 
betrachten,  aus  ZAvei  Tetraedern  A'B'C'M  und  AB  CD.  Das  erstere 
ist  von  den  vier  Flächen  a,  ß,  y,  d  begrenzt  und  um  das  andere 
umschrieben,  weil  a,  ß,  y,  ö  resp.  die  Puncte  A,  B,  C,  I)  als  ihre 
Gegenpuncte  enthalten.  Zugleich  aber  ist  es  in  das  andere  einge- 
schrieben, weil  Ä,  B',  C\  J/ die  Gegenpuncte  der  Flächen  BCD, 
CAD,  ABD.  ABC  des  anderen  sind.  Hiermit  haben  wir  also  zwei 
Tetraeder,  deren  jedes  in  das  andere  zugleich  um-  und  eingeschrieben 
ist,  und  wir  können  nun  die  vorhin  gedachte  Eigenschaft  folgender- 
gestalt  in  Worte  fassen : 

Wenn  voti  ztcei  Tetraedern  A'B'C'M  und  AB  CD  die  vier  Ecken 
A',  B',  C,  M  des  einen  in  den  vier  Flächen  BCD,  CDA,  DAB, 
ABC  des  anderen,  und  drei  Ecken,  A,  B,  C,  des  anderen  in  den 
Flächen  B'C'M,  C'MA',  MA'B'  des  ersteren  liegen,  so  liegt  auch  die 
vierte  Ecke  D  des  anderen  in  der  vierten  Fläche  A'B'C  des  ersteren, 
und  das  eine  Tetraeder  ist  in  Bezug  auf  das  andere  zugleich  um-  und 
eingeschrieben . 

d)  Die  Gegenebene  von  D  kann  auch  dergestalt  gefunden  wer- 
den, dass  man  durch  D  und  die  Linien  ßy.  ya,  aß  drei  Ebenen 
Dßy,  Dya,  Daß  legt.  Schneiden  diese  die  Linien  B C,  CA,  AB 
resp.  in  A",  B",  C",  so  sind  dies  (IV)  die  Gegenpuncte  der  di-ei 
Ebenen,  und  die  durch  A",  B",  C",  D  zu  legende  Ebene  wird  (III) 
gleichfalls  die  Gegenebene  von  D  sein. 

Man  bemerke  indessen,  dass,  da  die  drei  Ebenen  «,  ß,  y  den 
Punct  31  gemeinschaftlich  haben,  und  sich  daher  die  drei  Ebenen 
Dßy,  Dya,  Daß  in  der  Geraden  DJI  schneiden,  die  Gegenpuncte 
A",  B",  C"  der  letzteren  Ebenen  gleichfalls  in  einer  Geraden,  in 
der  Gegenlinie  von  DM,  liegen.  Durch  diese  drei  Puncte  allein 
Avird  daher  noch  nicht  die  Gegenebene  von  D  bestimmt,  wohl  aber 
schon  durch  irgend  zwei  derselben  und  den  Punct  D  selbst.  Da 
übrigens  ein  Punct  nur  eine  Gegenebene  haben  kann,  so  müssen 
A',  B",  C"  mit  A',  B',  C  in  einer  Ebene  enthalten  sein;  und  da 
erstere  drei  Puncte  resp.  in  den  Linien  BC,  CA,  AB  liegen,  so 
sind  sie  nichts  Anderes,  als  die  Durchschnitte  der  Seiten  des  Drei- 
ecks ABC  mit  der  Ebene  A'B'C;  woraus  Aviederum  hervorgeht, 
dass  A',  B",  C"  in  einer  Geraden  liegen,  nämlich  in  dem  gegen- 
•seitiffen  Durchschnitte  der  Ebenen  ABC  und  A'B'C. 
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9.  Wir  gehen  jetzt  zu  der  umgekehrten,  aber  ganz  analog  zu 
lösenden  Aufgabe  fort:  Für  eine  gegebene  Ebene  d  den  Gegenpunct 
D  zu  finden. 

a)  Wenn  die  Ebene  ö  durch  eine  der  sechs  Linien  BO,  CA,  AB, 
ßy,  ya,  aß  geführt  ist,  so  liegt  ihr  Gegenpunct  daselbst,  wo  sie  resp. 
von  ßy,  ya,  aß,  BC,   CA,  AB  geschnitten  wird. 

h)  Hat  die  Ebene  d  irgend  eine  andere  Lage,  so  schneide  sie 
die  Linien  ßy,  ya,  aß  in  den  Puncten  A' ,  B' ,  C .  Von  diesen  drei 
in  d  liegenden  Puncten  sind  A'BC,  B'CA,  C'AB  die  Gegenebenen, 
deren  gegenseitiger  Durchschnittspunct  mithin  (11)  ebenfalls  in  d  liegt 
und  der  gesuchte  Gegenpunct  D  von  ö  ist.  Da  d  und  die  drei 
Ebenen  A'BC,  ...  sich  in  D  schneiden,  so  sind  schon  zwei  dieser 
Ebenen  nebst  d  hinreichend,  um  Z>  zu  finden.  Auch  gewahrt  man 
leicht,  vrie  diese  Construction  gleichfalls  zu  dem  obigen  Satze  von 
den  in  und  um  einander  beschriebenen  Tetraedern  hinführt. 

c)  Noch  ein  Verfahren,  um  für  eine  beliebige  Ebene  d  den 
Gegenpunct  zu  finden,  besteht  im  Folgenden.  Schneide  d  die  Linien 
BC,  CA,  AB  in  den  Puncten  ^",  B",  C" .  Man  lege  durch  letztere 
und  durch  ßy,  ya,  aß  die  Ebenen  A!' ßy.  B" ya,  C" aß,  so  sind  dies 
die  Gegenebenen  von  A' ,  B",  C",  und  schneiden  sich  daher  in  einer 
geraden  Linie,  weil  A',  B" ,  C"  in  einer  Geraden,  in  dem  Durch- 
schnitte von  6  mit  ABC  liegen.  Jede  dieser  beiden  Linien  ist 
mithin  die  Gegenlinie  der  anderen;  und  da  die  letztere  Gerade  in 
der  Ebene  6  liegt,  so  niuss  der  Durchschnitt  der  ersteren  Geraden 
mit  ö  der  Gegenpunct  von  6  sein. 

10  Dass  und  wie  zu  einem  gegebenen  Tetraeder  ein  zweites 
construirt  werden  kann,  welches  in  Bezug  auf  das  erste  zugleich 
ein-  und  umschrieben  ist,  habe  ich  bereits  in  einem  kleinen,  im 
ni.  Bande  von  Grelle 's  Journal  Seite  273  etc.  befindlichen  Aufsatze 
sezeigt.  Mit  Hülfe  der  eben  entwickelten  Theorie  sieht  man  aber 
leicht,  wie  diese  Construction  sich  verallgemeinern  lässt,  und  wie  es 
möglich  ist ; 

Zu  irgend  einem  gegebenen  Polyeder  ein  anderes  zu  cotistruiren, 
welches  eben  so  viel  Ecken  und  Flächen,  als  das  erstere  Flüchen  und 
Ecken  hat,  und  dessen  Ecken  in  den  Flüchen  des  ersteren  liegen,  dessen 
FUichefi  aber  die  Ecken  des  ersteren  in  sich  enthcdten. 

Sei  um  diese  Aufgabe  zu  lösen,  *S'  eine  Ecke  des  gegebenen 
Polyeders,  a,  ß,  y,  ...  seien  die  in  >S  in  der  Ordnung,  wie  sie  auf- 
einander folgen,  zusammenstossenden  Flächen,  so  dass  a  mit  ß, 
ß  mit  /,  u.  s.  w.  eine  gemeinsame  Kante  hat.  Man  suche  von 
a,  ß,  y.   ...  die  Gegenpuncte,  welche  A,  B,  C,   ...  heissen,  und  con- 

32* 
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struire  damit  das  Vieleck  ABC  ...;  dieses  wird  eben  sein  und  in 
seiner  Ebene  den  Punct  S  mit  enthalten,  da  a,  /J,  y,  ...  im  Puncte  'S' 
zusammentreffen.  Auf  gleiche  Art  construire  man  um  jede  andere 
Ecke  des  Polygons  ein  Vieleck.  Von  den  Seiten  aller  dieser  Viel- 
ecke wird  nun  jede  zweien  Vielecken  zugleich  angehören:  die  Seite 
AB  des  Vielecks  ABC  ...  um  aS'  z.  B.  wird  auch  eine  Seite  des 
Vielecks  um  die  Ecke  T  sein,  Avenn  von  der  Kante  des  Polyeders, 
in  welcher  die  Flächen  «und  ß  an  einander  grenzen,  und  welche 
S  zum  einen  Endpuncte  hat,  der  andere  Endpunct  T  ist.  Alle  die 
somit  erhaltenen  Vielecksflächen  hängen  daher  als  Flächen  eines 
neuen  Polyeders  zusammen,  und  dieses  zweite  Polyeder  ist  rück- 
sichtlich des  ersteren  zugleich  ein-  und  umschrieben  zu  nennen: 
eingeschrieben,  weil  seine  Ecken  A,  B,  ...  in  den  Flächen  a,  ß,  ... 
des  ersteren  liegen;  umschrieben,  Aveil  seine  Flächen  ABC  ...,  etc. 
den  Ecken  S,  etc.  des  ersteren  begegnen. 

Ueberhaupt,  sieht  man,  findet  zwischen  beiden  Polyedern  eine 
solche  gegenseitige  Beziehung  statt,  dass  die  Ecken,  Kanten  und 
Flächen  des  einen  die  Gegenpuncte,  Gegenlinien  und  Gegenebenen 
der  Flächen,  Kanten  und  Ecken  des  anderen  sind.  Einem  Tetraeder 
entspricht  in  dieser  Beziehung  wiederum  ein  Tetraeder,  einem  Hexa- 
eder ein  Octaeder,  einem  Dodekaeder  ein  Ikosaeder,  und  umgekehrt, 
einem  Octaeder  ein  Hexaeder,  u.  s.  w. 

1 1 .  Zur  weiteren  Verfolgung  unserer  über  reciproke  Verhältnisse 
angestellten  Untersuchungen  wollen  wiv  jetzt  von  einer  mit  der 
Ebene  der  y,  z  parallelen  Ebene  den  Gegenpunct  zu  bestimmen 
suchen.  Die  Gleichung  einer  solchen  Ebene  zwischen  den  Coordi- 
naten  x',  y',  z'  ist:  x  gleich  einer  constanten  Länge  /,  welches  auch 
die  Werthe  von  ij  und  z  sein  mögen.  Die  Coefficienten  von  y 
und  z'  in  B)  müssen  daher  Null  sein;  also 

ex  —  «2-|-<7  =  0,     ay  —  i^; -f // =  0, 
und  ausserdem 

l[hz-ry^f)-fx-cjy-hz  =  ^. 

Aus  diesen  drei  Gleichungen  lassen  sich  die  Coordinaten  des  ge- 
suchten Gegenpunctes  bestimmen;  es  sind  dies  also  die  Gleichungen 
dreier  Ebenen,  welche  sich  in  dem  Gegenpuncte  schneiden.  Da  nur 
die  dritte  Gleichung  den  Abstand  /  der  gegebenen  Ebene  von  der 
Ebene  der  ?/,  z  enthält,  so  gehören  die  zwei  ersten  Gleichungen 
auch  dem  Gegenpuncte  jeder  anderen  mit  der  Ebene  der  y,  z  pa- 
rallelen Ebene  an.     Die  Gegenpuncte    aller   mit   der  Ebene  der  y.  z 
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parallelen  Ebenen  liegen  daher  in  einer  geraden  Linie,  deren  Glei- 
chungen 

ex — az -{- g  =  ^    und   ay  —  hx-\-h  =  {) 

sind,  kxxi  gleiche  Art  sind  die  Gegenpuncte  aller  mit  der  Ebene 
der  z^  X  parallelen  Ebenen  in  einer  Geraden  enthalten,  deren  Glei- 
chungen 

ay  —  5 ;r  -|-  /?  =  0    und   hz  —  cy  -\-f  =  0 

sind.  Letztere  Gerade  läuft  aber  mit  der  vorigen  parallel,  da  jede 
von  beiden  parallel  mit  der  durch  den  Anfangspunct  der  Coordinaten 
gelegten  Geraden  ist,  "welcher  die  Gleichungen 

ex  —  az  =  0,     ay — bx  =  0,    also  auch    bz  —  ey  =  0, 

oder,  was  dasselbe  ist,  die  Proportionen 

X  :  y  :  z  :^  a  :  b  :  e 

zukommen.  Da  nun  die  Annahme  der  Coordinaten  ganz  der  Willkür 
überlassen  ist,  so  schliessen  wir: 

VII)  Die  Geyenpunete  von  drei  oder  mehreren  einander  parallelen 
Ebenen  liegen  in  einer  geraden  Linie,  und  die  geraden  Linien,  in 
icelchen  die  Gegenpuncte  von  zioei  und  also  auch  mehreren  Systemen 
paralleler  Ebenen  liegen,  sind  sämmtlich  einander  parallel. 

So  muss  z.  B.  die  Gerade,  welche  die  Gegenpuncte  der  mit  der 
Ebene  der  x,  y  parallelen  Ebenen  verbindet,  mit  ersteren  Parallel- 
linien ebenfalls  parallel  sein,  was  auch  eine  der  vorigen  ähnliche 
Rechnung  sogleich  zu  erkennen  giebt.  Die  Gleichungen  dieser 
Geraden  sind  nämlich 

bz  —  «"y +y=  0    und   ex  —  az-\-g  =  {S. 

Die  allen  diesen  Parallellinien  zukommende  Richtung  ist  dem- 
nach bei  jedem  System  von  Ebenen  und  Puncten,  die  man  in  die 
gegenwärtige  Beziehung  zu  einander  gesetzt  hat,  einzig  in  ihrer  Art. 
Wir  wollen  sie  deshalb  die  Haupt richtung  des  Systems  nennen. 
Sie  ist  in  der  Gleichung  B)  durch  die  Verhältnisse  zwischen  den 
Coefficienten  «,  6,  c  gegeben,  Coefficienten,  die,  wenn  das  Coordi- 
natensystem  ein  rechtwinkliges  ist,  den  Cosinussen  der  Winkel  der 
Hauptrichtung  mit  den  Axen  der  x,  y,  z  proportional  sind. 

12.  Nehmen  wir  mit  dieser  Hauptrichtung  die  Axe  der  z  pa- 
rallel an,  so  werden  a  und  i  =  0,  und  die  Gleichung  B)  erhält  die 
einfachere  Gestalt: 

(/—  cy)  ^'  4-  (^  +  ex)  y'  4-  hz'—fx  —  gy  —  hz=0. 
Die  Gleichungen  für  die  Gerade,  welche  durch  die  Gegenpuncte  der 
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mit  der  Ebene  der  x,  y  parallelen  Ebenen  geht,  werden  damit 

f — cy  =  0   und   y  -\-  ex  =  Q. 
Nehmen  wir   daher  noch    diese    mit    der   Axe    der  z  jetzt    parallele 
Gerade  zur  Axe  der  z  selbst,    so  Averden  nächst  a  und  b  auch  noch 
f  und  y  ^  0,  und  die  Gleichung  B)  gewinnt  damit  folgende  einfachst 
mögliche  Form : 

C)  xy'—yz'=k{z'—z), 

wo  k  statt  des  vorigen gesetzt  worden. 

Für  eine  mit  der  Ebene  der  z,  y  parallele  Ebene,  deren  Gleichung 
z'=  n,  hat  man  hiernach 

xy'—yx'=k{n  —  z), 
und  folglich 

X  =  0,     y  =  0,     z  =  n, 

d.  h.  der  Gegenpunct  der  Ebene  ist,  wie  gehörig,  ihr  Durchschnitt 
mit  der  Axe  der  z.  Ist  aber  die  Ebene,  deren  Gegenpunct  bestimmt 
Averden  soll,  parallel  mit  der  Ebene  der  y,  z,  und  daher  x  =  1  ihre 
Gleichung,  so  wird: 

oder,  was  dasselbe  ist: 

x    ,      k    ,        ,       j  z 
—  y z  =  t  —  K  —  , 

y        y  y 

also 

y  y  y 

d.  h.  y  und  z  müssen  unendlich  gross  sein  und  sich  Avie  k  zu  l  ver- 
halten. Der  Gegenpunct  der  Ebene  liegt  mithin  in  ihr  unendlich 
entfernt  nach  einer  durch  das  Verhältniss  k  :  /  bestimmten  Richtung. 
Ist  die  gegebene  Ebene  die  Ebene  der  y,  z  selbst ,  also  /  =  0 ,  so 
hat  man  bloss  y  unendlich  gross  zu  nehmen,  und  der  Gegenpunct 
liegt  folglich  in  unendlicher  Entfernung  nach  der  Richtung  der  Axe 
der  y.  Letzteres  fliesst  übrigens  auch  schon  daraus,  dass  in  der  Axe 
der  y,  in  Avelcher  sich  die  Ebenen  der  y,  z  und  der  x,  y  schneiden, 
der  Gegenpunct  der  letzteren  Ebene,  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten,  liegt.  Denn  nach  I)  muss  dann  in  derselben  Axe  auch  der 
Gegenpunct  der  ersteren  Ebene  enthalten  sein.  —  Auf  gleiche  Art 
findet  sich  der  Gegenpunct  der  Ebene  der  z,  x  unendlich  entfernt 
in  der  Axe  der  x. 

Da  nun  bei  dem  jetzigen  Coordinatensystem  die  Axe  der  z  allein 
eine  bestimmte  Richtung  hat,  die  Richtungen  der  beiden  anderen 
Axen  aber  beliebige  sein  können,  so  folgern  wir : 
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VIII)  Jede  mit  der  Haupirichtung  parallele  Ebene  hat  einen  un- 
endlich entfernten  Gegenpunct ;  und  umgekehrt  ist  die  Gegenehene 
eines  unendlich  entfernten  Punctes  mit  der  Hauptrichtung  parallel. 

Denn  nimmt  man  a-,  y,  ~  unendlich  gross  und  in  gegebenen  Ver- 
hältnissen a  :  h  :  c  stehend  an,  so  Avird  die  Gleichung  C) : 

ay —  hx  -\-  kc  =  0, 

und  gehört  somit  einer  der  Axe  der  z  parallelen  Ebene  an. 

Ziehen  wir  eine  Ebene  noch  in  Betracht,  welche  parallel  mit 
der  Axe  der  .r  ist,  und  daher  die  Gleichung 

z'=ai/'-{-b 
hat.     Diesen  Werth  von  z'  in  C)  substituirt,  erhalten  wir 

'Cy'  —yx'=  k  [ay'  -\-h  —  z), 
und  hieraus 

X  =  ak,     y  =  0,     z  =  b, 

als  Coordinaten  des  Gegenpunctes  der  Ebene.  Weil  y  =  0,  so  liegt 
dieser  Punct  immer  in  der  Ebene  der  z,  x,  wie  auch  die  mit  der  Axe 
der  X  parallele  Ebene  gelegt  sein  mag.  Wegen  der  Unbestimmtheit 
der  Axe  der  x  ziehen  wir  hieraus  den  Schluss: 

IX)  Von  zwei  oder  mehreren  mit  einer  und  derselben  Geraden 
parallelen  Ebenen  liegen  die  Gegenpuncte  in  einer  und  derselben  mit 
dieser  Geraden  und  mit  der  Hauptrichtung  des  Systems  parallelen  Ebene. 

13.  Die  jetzt  durch  Analysis  gewonnenen  Sätze  VII),  VIII)  und 
IX)  lassen  sich  aus  den  früheren  Sätzen  I),  ...,  IV)  auch  durch  ein- 
fache geometrische  Betrachtungen  ableiten. 

a)  Da  nach  III)  von  mehreren  Ebenen,  welche  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  die  Gegenpuncte  mit  dem  Durchschnittspuncte  in 
einer  Ebene  liegen,  von  welcher  letzterer  Punct  der  Gegenpunct  ist, 
und  da  mehrere  sich  in  Parallelen  schneidende  Ebenen  auch  als 
solche  angesehen  werden  können,  die  sich  in  einem  unendlich  ent- 
fernten Puncte  schneiden,  so  müssen  die  Gegenpuncte  mehrerer  sich 
in  Parallelen  schneidenden  Ebenen  in  einer  mit  den  parallelen 
Durchschnittslinien  ebenfalls  parallelen  Ebene  enthalten  sein,  deren 
Gegenpunct  unendlich  entfernt  nach  der  durch  die  Parallelen  be- 
stimmten Richtung  zu  liegt. 

b)  Da  ferner  von  Ebenen,  welche  sich  in  einer  und  derselben 
Geraden  schneiden,  die  Gegenpuncte  ebenfalls  in  einer  Geraden 
liegen  (IV),  so  müssen  auch  dann  noch,  -wenn  erstere  Gerade  unend- 
lich entfernt  liegt,  und  damit  die  Ebenen  einander  parallel  werden, 
die  Gegenpuncte  derselben  in  einer  Geraden  liegen. 
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c)  Man  denke  sich  jetzt  zwei  Systeme  von  Ebenen:  die  Ebenen 
jedes  dieser  Systeme  seien  unter  sich,  aber  nicht  mit  denen  des 
anderen  parallel.  Die  Gerade,  in  welcher  die  Gegenpuncte  des  einen 
Systems  liegen,  heisse  a,  die  Gerade  für  die  Gegenpuncte  des  anderen 
Systems  b.  Da  nun  auch  je  zwei  dem  einen,  und  anderen  System 
ano-ehörige  Ebenen  sich  in  Parallellinien  schneiden,  so  müssen  nach  a) 
die  Gegenpuncte  sämmtlicher  Ebenen,  also  auch  die  beiden  Geraden 
a  und  b,  in  einer  Ebene  liegen,  und  folglich  sich  schneiden,  oder 
einander  parallel  sein.  Schnitten  sich  aber  a  und  b  in  einem  Puncte  A, 
so  wäre  dies  der  gemeinschaftliche  Gegenpunct  zweier  Ebenen  des 
einen  und  anderen  Systems.  Mithin  wären  auch  diese  zwei  sich 
schneidende  Ebenen  die  Gegenebenen  eines  und  desselben  Punctes  A, 
welches  nicht  möglich  ist.  Es  sind  daher  a  und  b  mit  einander 
parallel,  und  mit  ihnen  folglich  auch  jede  andere  Gerade,  welche  die 
Gegenpuncte  irgend  eines  dritten  Systems  paralleler  Ebenen  enthält. 
Wir  nannten  die  gemeinschaftliche  Richtung  dieser  Parallellinien  die 
Hauptrichtung  des  Systems. 

d)  Umgekehrt:  Von  zwei  Puncten  A  und  B,  welche  in  einer 
Parallele  mit  der  Hauptrichtung  liegen,  sind  die  Gegenebenen  a 
und  ß  einander  parallel.  Denn  wären  sie  es  nicht,  so  lege  man 
durch  B  eine  Ebene  ß'  parallel  mit  a.  Der  Gegenpunct  von  ß' 
müsste  dann  derjenige  sein,  in  welchem  ß'  von  einer  durch  A  mit 
der  Hauptrichtung  gelegten  Parallele  getroffen  vdrd,  folglich  B  selbst. 
Mithin  hätte  B  zwei  verschiedene  Gegenebenen,  ß  und  ß\  welches 
nicht  möglich  ist. 

e)  Jede  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Ebene  ;'  hat  einen  un- 
endlich entfernten  Gegenpunct.  Denn  seien  A  und  B  zwei  Puncte 
in  y,  welche  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen.  Die  Gegenebenen  a  und  ß  von  A  und  B  sind  folglich  mit 
einander  parallel,  und  es  sind  daher  auch  die  Linien  a  und  b,  in 
denen  y  von  a  und  ß  geschnitten  wird,  zwei  Parallellinien.  Nach  I) 
muss  nun  der  Gegenpunct  von  y  sowohl  in  a  als  in  b,  und  daher 
in  unendlicher  Entfernung  nach  einer  durch  diese  Parallelen  be- 
stimmten Richtung  liegen. 

Man  kann  hierbei  noch  bemerken,  dass  alle  Ebenen  überhaupt, 
deren  Gegenpuncte  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Ebene 
y  liegen,  diese  Ebene  in  Parallellinien  schneiden;  denn  jede  dieser 
Ebenen  muss  durch  den  unendlich  entfernt  Kegenden  Gegenpunct 
von  y  gehen. 

f)  Ist  die  Richtung  gegeben,  nach  welcher  ein  unendlich  ent- 
fernter Punct  liegt,  und  soll  die  Gegenebene  desselben  gefunden 
werden,   so  lege  man  drei  Ebenen  «,  ß,  y  parallel  mit  dieser  Rieh- 
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tiing,  bestimme  die  Gegenpuncte  A,  B,  C  derselben,  und  es  wird 
ABC  die  verlangte  Gegenebene  sein.  —  Nimmt  man,  wie  es  dabei 
möglich  ist,  cc  und  ß  mit  einander  parallel,  so  wird  AB  mit  der 
Hauptrichtung  parallel,  und  es  ist  daher  ABC  eine  mit  der  Haupt- 
richtung parallele  Ebene.  So  wie  also  jede  mit  der  Hauptrichtung 
parallele  Ebene  einen  unendlich  entfernten  Gegenpunct  hat,  so  ist 
auch  umgekehrt  die  Gegenebene  eines  unendlich  entfernten  Punctes 
der  Hauptrichtung  parallel. 

Wir  fügen  noch  hinzu: 

X)  Von  einem  nach  der  Hauptrichtung  zu  unendlich  entfernt  lie- 
genden Puncte  U  ist  die  Gegenehene  gleichfalls  unendlich  entfernt,  hat 
aber  keine  bestimmte  Lage  ^  und  umgehehrt  liegt  von  Jeder  unendlich 
entfernten  Ebene  u  der  Gegenptmct  unendlich  entfernt  nach  der  Haupt- 
richtung. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  erhellt  daraus,  dass,  wenn  u  irgend 
eine  mit  der  Hauptrichtung  nicht  parallele  Ebene,  und  A  ihr  Gegen- 
punct ist ,  die  Linie  A  U  sich  als  parallel  mit  der  Hauptrichtung 
betrachten  lässt,  und  folglich  die  durch  U  parallel  mit  a  gelegte 
Ebene  die  Gegenebene  von  u  ist.  Um  sich  von  dem  umgekehrten 
Satze  zu  überzeugen,  bemerke  man,  dass,  wenn  a  eine  mit  u  parallele, 
nicht  unendlich  entfernte  Ebene,  und  A  ihr  Gegenpunct  ist,  der 
Gegenpunct  der  Ebene  u  ihr  Durchschnitt  mit  einer  durch  A  der 
Hauptrichtung  parallel  gezogenen  Geraden  sein  muss. 

14.  Da  die  Hauptrichtung  einzig  in  ihrer  Art  ist,  und  daher  in 
Bezug  auf  dieselbe  in  der  Lage  der  Ebenen  und  ihrer  Gegenpuncte 
eine  gewisse  Symmetrie  herrschen  dürfte,  die  symmetrischen  Eigen- 
schaften einer  Figur  aber  sich  am  bequemsten  durch  Anwendung 
eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  entwickeln  lassen,  so  wollen 
wir  jetzt  irgend  eine  die  Hauptrichtung  rechtwinklig  treffende  Ebene 
zur  Ebene  der  x,  y  nehmen,  und  zur  Axe  der  z,  wie  vorhin,  die- 
jenige Parallele  mit  der  Hauptrichtung  wählen,  welche  die  Ebene 
der  Ä-,  y  in  ihrem  Gegenpuncte  trifft.  Die  Gleichung  zwischen  den 
Coordinaten  x ,  y\  z  für  die  Ebene  p\  welche  den  Panct  [x,  y,  z) 
oder  P  zum  Gegenpuncte  hat,  ist  alsdann  die  bereits  in  Nr.  12  er- 
haltene Gleichung  C). 

Liege  nun  der  Punct  P  zuvörderst  in  der  Ebene  der  x,  y  selbst, 
sei  also  z  =  0,  und  daher  die  Gleichung  für  p  : 

xy  —  y^'=  hz  . 

Sie  wird,  wie  gehörig,  erfüllt  für  x'=x^  y'=y^  z'^=0,  und  für 
x'=0,  y' =  0,  ^'=0,  d.  h.  die  Ebene  f/   geht  durch  ihren  Gegen- 
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pimct  P  und  durch  den  Anfangspunct  M  der  Coordinaten,  letzteres 
darum,  weil  P  in  der  Ebene  der  x,  y  liegt,  und  diese  den  Punct  M 
zum  Gegenpuncte  hat.  (Vergl.  I).)  Da  also  von  jedem  in  der  Ebene 
der  X,  y  enthaltenen  Puncte  P  die  Gegenebene  durch  die  ihn  mit 
M  verbindende  Linie  3IP  zu  legen  ist,  so  braucht  man  zur  völligen 
Bestimmung  dieser  Gegenebene  nur  noch  den  Winkel  zu  kennen, 
den  sie  mit  der  Ebene  der  x,  y  bildet. 
Man  setze  deshalb 

X  =^  r  cos  r/) ,     y  ^  r  sin  r/) ,     x  =  r'  cos  cp\     ij  =  r'  sin  (p, 
wo  also  ?'  den  Abstand  des  Punctes  P  von  31,    cf  den  Winkel   von 
MP  mit  der  Axe  der  a;,  und  r',  cp'  dasselbe  für  die  Projection  irgend 
eines  Punctes  der  Ebene  p'  auf  die  Ebene  der  x,  y  bezeichnen.    Die 
Gleichung  wird  hiermit: 

rr'  sin  {(p' —  cp)  =  kz\ 
folglich 


k        r  sin  [cp  —  ip) 

Nun  ist  r  sin  [cp —  ip)  nichts  Anderes,  als  das  Perpendikel,  welches 

in    der  Ebene    der  .r,   y    von    der   Projection   {x\   y')    eines   Punctes 

[x  ,  y' ,  z)  der  Ebene  p    auf  die  Linie  MP  oder  den  Durchschnitt  von 

z 
/>'  mit   der   Ebene   der   x,  ti   gefällt   wird,    und    daher  — — . — -j—, r 

^  '       ^         O  y       gjjj     \^^p      yj 

gleich  der  Tangente  des  Winkels,  welchen  p    mit  der  Ebene  der  a-,  y 

macht.     Diese   Tangente   ist  aber,   voriger  Gleichung  zufolge,  =  ^, 

und  somit   der   nocli   zu  wissen   nöthige  Winkel   höchst    einfach  be- 
stimmt. 

Nennen  wir  demnach  die  jetzige  Axe  der  z,  oder  die  Gerade. 
Avelche  durch  die  Gegenpuncte  der  die  Hauptrichtung  rechtwinklig 
treffenden  Ebenen  sich  legen  lässt,  die  Hauptlinie  des  Systems, 
und  erwägen,  dass  jede  darauf  normale  Ebene  zur  Ebene  der  .r,  y 
genommen  werden  kann,  so  können  wir  das  erhaltene  Resultat  fol- 
gendergestalt  in  Worte  fassen: 

XI)  Die  Gegenehene  eines  Puncies  enthält  das  Perpendikel,  icelches 
von  dem.  Puncte  auf  die  Hauptlitüe  gefällt  icird.  und  macht  mit  der 
Hauptlinie  einen  JVinkel,  dessen  Cotangente  diesem  Perpendikel  pro- 
portional ist. 

Von   allen  Puncten,  welche   gleichweit   von  der  Hauptlinie  ent-  ^^M 
fernt  sind,  also    in  der  Fläche  eines  um  die  Hauptlinie    als  Axe  be-  ^^^V 
schriebenen   Cylinders   liegen,   machen   daher   die   Gegenebenen    mit 
der  Hauptlinie  gleiche  Winkel  nach  einerlei  Seite.     Von  Puncten  in 
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ungleichen  Entfernungen  von  der  Hauptlinie  macht  die  Gegenebene 
des  näheren  den  grösseren  Winkel,  und  Avährend  die  Entfernung 
von  Null  bis  in  das  Unendliche  wächst,  nimmt  der  Winkel  von  einem 
Rechten  bis  auf  Null  ab.     Vergl.  VIII]. 

Der  Satz  XI)  lehrt  zunächst,  wie,  mit  Hülfe  der  Hauptlinie, 
eines  gegebenen  Punctes  Gegenebene  bestimmt  werden  kann.  Soll 
umgekehrt  einer  gegebenen  Ebene  p  Gegenpunct  gefunden  werden, 
so  lege  man  durch  den  Durchschnittspunct  der  p  mit  der  Hauptlinie 
eine  auf  letzterer  perpendiculare  Ebene.  In  der  Durchschnittslinie 
dieser  Ebene  mit  p  Avird  alsdann  der  Gegenpunct  von  p  liegen,  und 
darin  von  der  Hauptlinie  in  einem  Abstände  sein,  welcher  der  Co- 
tangente  des  Winkels  von  p  mit  der  Hauptlinie  proportional  ist. 

15.  Es  ist  noch  übrig,  die  zwischen  Linien  und  ihren  Gegen- 
linien obwaltenden  dualen  Verhältnisse  etwas  näher  zu  betrachten. 
In  Nr.  5,  VI)  haben  war  gesehen,  dass  von  mehreren  in  einer  Ebene 
enthaltenen  Linien  die  Gegenlinien  sich  gemeinschaftlich  in  dem 
Gegenpuncte  der  Ebene  schneiden.  Seien  jetzt  a,  b,  c,  ...  mehrere 
Linien,  welche  einer  und  derselben  Ebene  nur  parallel  sind.  Man 
lege  parallel  mit  dieser  Ebene  durch  a,  b,  c,  ...  die  Ebenen  a,  ß,  y,  ..., 
und  seien  A,  B,  C,  ...  die  Gegenpuncte  derselben.  Da  nun  die 
Gegenlinien  von  a,  b,  c,  ...  resp.  durch  A,  B,  C,  ...  gehen  (IV),  und 
A,  B,  C,  ...  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen  (VH),  so  schliessen  wir: 

XII)  iSmd  mehrere  Linien  einer  und  derselben  Ebene  parallel,  so 
werden  ihre  Gegenlinien  von  eitler  und  derselben  Geraden  getroffen. 
Diese  Gerade  ist  parallel  mit  der  Haicptrichtung .  und  trifft  die  Ehene 
in  ihrem  Gegenpuncte. 

Ist  a  die  Gegenlinie  von  a,  und  legt  man  durch  a  und  durch 
einen  unendlich  entfernten  Punct  A  der  a  eine  Ebene,  also  eine 
Ebene  parallel  mit  a,  so  ist  diese  die  Gegenebene  von  A  (IV),  vmd 
mit  der  Hauptrichtung  parallel  (VIII);  folglich: 

XHI)  Jede  mit  einer  Linie  und  ihrer  Gegenlinie  zugleich  parallele 
Ebene  ist  auch  mit  der  Hatiptrich tutig  parallel. 

XIV)  Voti  jeder  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden  ist  die 
Gegenlinie  unetidlich  entfertit. 

Denn  jede  durch  eine  solche  Gerade  gelegte  Ebene  hat  einen 
unendlich  entfernten  Gegenpunct  (VHI). 

16.  Eine  besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  diejenigen  Linien, 
mit    denen    ihre   Gegenlinien    identisch    sind.      Zu    einer   gegebenen 
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Linie  a  wird  nach  V)  die  Gegenlinie  gefunden,  wenn  man  von  zwei 
durch  a  gelegten  Ebenen  a  und  ß  die  Gegenpuncte  A  und  B  be- 
stimmt; die  Gerade  AB  ist  alsdann  die  gesuchte  Gegenlinie.  Ge- 
setzt nun,  dass  der  Gegenpunct  A  der  einen  von  beiden  Ebenen,  er, 
in  a  selbst   liegt,   so  liegt   nach  I)   auch  der  Gegenpunct  B  von  ß, 

—  so  wie  der  Gegenpunct  jeder  anderen  durch  a  zu  legenden  Ebene, 

—  in  a.  Mithin  fällt  dann  die  Linie  a  mit  ihrer  Gegenlinie  selbst 
zusammen. 

Heisse  eine  solche  mit  ihrer  Gegenlinie  zusammenfallende  Linie 
eine  Doppellinie.  Von  ihr  können  wir  vermöge  I),  11)  und  III) 
sogleich  folgende  Sätze  aufstellen : 

XY)  Von  einer  Jeden  durch  ei?ie  Doppellmie  gelegten  Ebene  liegt 
der  Gegenpunct  in  der  Doppellinie  ^  und  eine  Doppellinie  ist  in  der 
Gegenebene  eijies  Jeden  in  ihr  liegenden  Punctes  enthalten. 

XVI)  Jede  in  einer  Ebene  durch  ihren  Gegenpunct  gezogene  Gerade., 
und  Jede  durch  einen  Punct  gelegte  und  zugleich  in  der  Gegenehene  des 
Punctes  enthaltene  Gerade  ist  eine  Doppellinie. 

XVII)  Liegen  zioei  Doppellinien  in  einer  Ebene,  so  ist  ihr  gegen- 
seitiger Durchschnitt,  der  aucli  unendlich  entfernt  sein  kann,  der  Gegen- 
punct der  Ebene. 

Denn  dieser  Gegenpunct  muss  nach  XV)  sowohl  in  der  einen 
als  in  der  anderen  Doppellinie  liegen.     Es  folgt  hieraus  Meiter: 

XVin)  Alle  in  einer  Ebene  liegenden  Doppellinien  schneiden  sich 
in  einem  Puncte.  und  umgekehrt  sind  alle  durch  einen  Punct  gehenden 
DoppeUinien  in  einer  Ebene  enthalten,  indem  sonst  wegen  XVII)  dieser 
eine  Punct  mehr  als  eine  Gegenebene  hätte. 

17.  Das  System  der  Doppellinien  erfüllt  hiernach  den  ganzen 
Raum.  Denn  in  jedem  Puncte  des  Raumes  schneiden  sich  unzählige 
Doppellinien,  die  aber  insgesammt  in  einer  Ebene  liegen,  und  in 
jeder  Ebene  giebt  es  unzählige  Doppellinien,  die  aber  alle  in  einem 
Puncte  zusammentreffen. 

Ist  eine  Linie  durch  ihi-e  Gleichungen  gegeben ,  und  verlangt 
man  zu  wissen,  ob  sie  zu  dem  System  der  Doppellinien  gehört,  so 
untersuche  man,  ob  die  Coordinaten  zweier  ihrer  Puncte,  für  ä:,  y,  z 
und  x  ^  y',  z  in  der  Gleichung  C)  substituirt,  der  Gleichung  Ge- 
nüge leisten.  Denn  {x\  y\  z)  ist  in  dieser  Gleichung  ein  Punct 
der  Ebene,  welche  [x,  y,  z)  zum  Gegenpuncte  hat,  die  Linie  aber, 
welche  zwei  solche  Puncte  verbindet,  ist  eine  Doppellinie  (XVI). 
Seien  daher 

a)  +       =  1  ^ 
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*'  i  +  7  =  ' 

die  zwei  Gleichungen  einer  Geraden.  Ein  in  ihr  liegender  Punct 
ist  {a,  b,  0).     Setzt   man  demnach   in   C)  x  =  a,   y'  =  b,   z'  =  0,    so 

kommt 

c)  ay  —  bx  =  kz 

als  Gleichung  der  Gegenebene  des  Punctes  («,  6,  0);  und  in  dieser 
Ebene  muss  die  Linie  liegen,  wenn  sie  eine  doppelte  sein  soll.  Die 
Gleichung  c)  und  eine  der  beiden  a)  und  b)  sind  daher  die  zwei 
allgemeinen   Gleichungen    einer    Doppellinie.      Auch    kann   man   die 

Gleichung 

\ ^  _^ 

c         c         ab^ 

welche  durch  Elimination  von  x,  y,  z  aus  a),  b),  c)  hervorgeht,  als 
die  Bedingung  aufstellen,  unter  welcher  die  durch  ä)  und  b)  aus- 
gedrückte Linie  eine  Doppellinie  ist. 

Nimmt  man  in  C)  die  zwei  Puncto  [x,  y,  z)  und  {x\  y\  z)  ein- 
ander unendlich  nahe  an,  setzt  also  x  =^x-\-^x,  u.  s.  w.,  so  geht 
C)  über  in: 

D)  xd.y  —  ydix  =  kdiz. 

Dies  ist  also  die  allgemeine  Differentialgleichung  einer  Doppellinie. 
Und  in  der  That  kommt  man  auch,  wenn  man  a)  oder  b)  und  c) 
differentiirt ,  und  hierauf  die  willkürlichen  Constanten  a,  b,  c  elimi- 
nirt,  auf  diese  Differentialgleichung  zurück. 

18.  Sei  a  eine  Linie,  welche  eine  von  ihr  verschiedene  Linie  a 
zur  Gegenlinie  hat,  und  A,  Ä  zwei  in  a,  d  beliebig  genommene 
Puncto,  so  ist  von  A  die  Gegenebene  Ad  (IV),  und  daher  AA  eine 
Doppellinie  (XVI),  d.  h. 

XIX)  Jede,  eine  eiyifache  Linie  und  ihre  Gegenlinie  zugleich 
schneidende  Gerade  ist  eine  Doppellinie. 

Ist  ferner  l  eine  Doppellinie  und  a  eine  einfache  Linie,  welche 
von  l  geschnitten  wird,  so  ist  von  der  Ebene  /a,  als  einer  durch  l 
gehenden,  der  Gegenpunct  in  l  enthalten  (XV).  Zugleich  aber  muss 
der  Gegenpunct  der  Ebene  la,  als  einer  durch  a  gelegten,  in  der 
Gegenlinie  von  a  liegen  (IV) ;  folglich  muss  /  diese  Gegenlinie  schnei- 
den; d.  h. 

XX)  Eine  Doppellinie^  ivelche  eiiie  einfache  Linie  schneidet,  trifft 
auch  die  Gegenlinie  der  einfachen. 

Aus  diesem  Satze,  in  Verbindung  mit  dem  vorhergehenden,  lässt 
sich  ein  merkwürdiger  dritter  ableiten.    Sind  nämlich  «,  b  zwei  ein- 
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fache  Linien,  a',  b'  ihre  Gegenlinien,  und  l  eine  Gerade,  welche 
a,  b,  a  zugleich  schneidet,  so  ist  /  wegen  der  Begegnung  mit  a  und 
a  eine  Doppellinie,  und  als  solche  muss  sie,  weil  sie  b  trifft,  auch 
h'  schneiden;  also 

XXI)  Hat  man  zicei  Linien  und  ihre  Gegenlinien  ^  so  icird  jede 
Gerade^  welche  dreien  dieser  vier  Linien  begegnet,  auch  die  vierte 
treffen.  Vier  solche  Linien  können  daher  immer  als  eben  so  viel  ver- 
schiedene Lagen  einer  ein  hyperholisches  Hyperboloid  erzeugenden  Ge- 
raden angesehen  werden. 


Zusammenhang  zwischen  den  bis  jetzt  erläuterten 
reciproken  Verhältnissen  und  zwischen  Sätzen  der  Statik. 

19.  Seien,  wie  in  Nr.  7,  a,  {i ,  y  drei  sich  in  M  schneidende 
Ebenen,  A,  B  zwei  beliebige  Puncte  in  a,  ß,  und  C  ein  beliebiger 
Punct  in  dem  Durchschnitte  der  Ebenen  /  und  MAB.  Nach  den 
Richtungen  aß  und  AB  lasse  man  zwei  Kräfte  wirken,  die  man 
mit  [aß]  und  [AB]  bezeichne.  Die  Kraft  [aß]  zerlege  man  nach  den 
Richtungen  MA  und  ay  in  zwei  andere,  [MA]  und  [ay],  welches 
immer  möglich  ist,  da  letztere  Richtungen  und  aß  in  einer  Ebene 
liegen  und  sich  in  einem  Puncte  M  schneiden.  Uebrigens  mag 
unter  der  Kraft  [MA]  auch  eine  negative  oder  eine  nach  AM  ge- 
richtete verstanden  werden  können,  und  Gleiches  gelte  auch  von 
den  übrigen  auf  dieselbe  Weise  bezeichneten  Kräften. 

Hiermit  sind  nun  die  anfänglichen  zwei  Kräfte  [aß]  und  [AB] 
in  drei  verwandelt:  [«/],  [MA],  [AB].  Von  diesen  haben  die  beiden 
letzten  eine  durch  A  gehende  und  in  der  Ebene  MAB  enthaltene 
Resultante.  Welche  aber  von  allen  durch  A  gellenden  und  in  MA  B 
liegenden  Linien  die  Richtung  dieser  Resultante  ist,  hängt  von  dem 
Verhältniss  zAvischen  den  Intensitäten  der  anfönglichen  zwei  Kräfte 
[aß]  und  [AB]  ab.  Wir  wollen  daher  dieses  Verhältniss  so  bestimmt 
annehmen,  dass  AC  selbst  die  Richtung  der  Resultante  ist;  und  so- 
mit haben  wir  die  anfänglichen  Kräfte  [aß]  und  [AB]  auf  [ay]  und 
[AC]  reducirt,  Avelches  uns  folgende  zwei  Sätze  giebt: 

a)  Hat  man  zwei  Kräfte,  deren  Richtungen  aß,  AB  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und  eine  Richtung  ay,  welche  jjiit  der  einen  aß 
der  beiden  erster en  in  einer  Ebene  a  liegt,  und  daher  mit  aß  einen 
Punct  M  gemein  hat,  so  ist  es  immer  möglich,  die  zwei  Kräfte  in 
zicei  mit  ihnen  gleichioirkende  zu  rertcandeln,  von  denen  die  eine  die 
Richtung  ay  hat.      Die  Richtung   der   atidcren  geht  alsdann  durch  den 
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Punct  A.    in   icelchem    die    Ebene  u    von   der   Richtung  AB   getroffen 
unrd ^    und  ist  in  der  durch  M  und  AB  zu  legenden  Ebene  enthcdten. 

b)  Sitid  von  den  Ebenen  a,  (3,  y  die  Gegenpuncte  A,  B,  C.  und 
daher  AB  vo?i  aß,  und  AC  voti  ay  die  Gegetilinie.  so  ist  es  immer 
möglich,  nach  den  Bichtungen  aß  und  AB  zicei  in  solchem  Verhaltniss 
zu  einander  stehende  Kräfte  vnrhen  zu  lassen,  dass  sie  in  zwei  andere 
nach  den  Bichtungen  ay  und  AC  verioandelt  icerden  können. 

Haben  nun  die  Kräfte  [a.ß']  und  \_AB'\  ein  solches  Verhältniss 
zu  einander,  so  lässt  sich  ferner  zeigen,  dass  überhaupt, 

c)  wenn  von  irgend  zwei  mit  ihnen  gleichicirhenden  Kräften  B 
und  B'  die  eine  in  einer  gegebenen  Ebene  S  liegt,  die  andere  den 
Gegenpunct  der  Ebene  trifft. 

Denn  seien  C  und  B'  zwei  beliebige  Puncte  in  aß  und  ay. 
Nach  a)  lassen  sich  nun  [aß]  und  [AB]  in  zwei  andere  Kräfte  Q 
und  Q!  verwandeln,  von  denen,  wenn,  wie  wir  annehmen  wollen, 
die  eine  Q  die  Richtung  C'B'  hat  und  daher  aß  in  C  schneidet, 
die  andere  Q'  in  der  Ebene  C'AB,  also  in  der  Gegenebene  von  C 
liegt.  Weil  aber  [aß]  und  [AB]  gleichwirkend  mit  [ay]  und  [AC] 
sind,  und  ay  von  C'B'  in  B'  geschnitten  wird,  so  ist  Q'  aus  glei- 
chem Grunde  in  der  Ebene  B'AC  oder  der  Gegenebene  von  B' 
enthalten.  Die  Kraft  Q!  hat  daher  zu  ihrer  Richtung  den  Durch- 
schnitt der  Ebenen  C'AB  und  B'AC  d.  i.  die  Gegenlinie  der 
Linie  C'B'  oder  der  Richtung  von  Q. 

Sei  nun  von  den  zwei  Kräften  R  und  B' ,  welche  mit  [aß]  und 
[AB],  folglich  auch  mit  Q  und  Q'  gleich  wirkend  sein  soUen,  die 
eine  R  in  einer  beliebig  gegebenen  Ebene  ö  enthalten.  Schneide 
diese  Ebene  die  Linien  aß  und  ay  in  C  und  B' ,  und  werde  daher 
R  von  der  Richtung  C'B'  der  Q  getroffen.  Nach  a)  geht  alsdann 
die  Richtvmg  von  R'  durch  den  Punct,  in  welchem  die  Ebene  d. 
welche  R  und  Q  gemeinschaftlich  enthält,  von  Q'  geschnitten  wird. 
Weil  aber  Q'  die  Gegenlinie  von  Q  ist,  so  ist  dieser  Punct  der 
Gegenpunct  der  Ebene  d,  wie  zu  erweisen  war.  Wir  ziehen  hieraus 
noch  die  Folgerung: 

d)  Von  zwei  Kräften  R  und  R' .  loelche  mit  \aß]  und  [AB],  oder 
mit  P  und  P' .  tvie  [aß]  und  [AB]  von  Jetzt  an  heisse?i  mögen,  gleich- 
wirkend sein  sollen,  kann  die  Richtung  der  einen  im  Allgemeinen  nach 
Willkür  genommen  werden. 

e)  Von  den  Richtungen  ziceier  mit  P  und  P'  gl  eichwirkend e7i 
Kräfte  R  und  R'  ist  die  eine  die   Gegenlinie  der  anderen. 

Denn  man  lege  durch  R  zwei  Ebenen  6  und  £,  deren  Gegen- 
puncte D  und  E  seien,  so  muss  nach  c)  die  Kraft  R'  sowohl  durch 
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1)  als  durch  E  gehen:  DE  ist  aber  die  Gegenlinie  von  11.     Ebenso 
erhellt, 

f)  dass  umgekehrt.,  wenn  a'  die  Gegenlinie  von  a  ist,  sich  immer 
ztcei  nach  a  und  a  gerichtete  Kräfte  angehen  lassen,  icelche  mit  P 
und  P'  gleiche   Wirkung  haben; 

g)  so  wie  endlich.,  wenn  H  in  einer  gegebenen  Ebetie  liegt,  li' 
den  Gegenpunct  dieser  Ebene  trifft,  so  ist  auch  timgekehrt,  wenn  R 
durch  einen  gegebetiefi  Punct  D  geht,  R'  in  der  Gegenebene  des  Punctes 
enthalten. 

Denn  da  R'  die  Gegenlinie  von  R  ist,  so  ist  die  durch  D  und 
R'  gelegte  Ebene  die  Gegenebene  von  D. 

2(>.  Aus  diesen  Sätzen  erhellt  nun  zur  Genüge  der  innige 
Zusammenhang,  welcher  zwischen  den  im  Vorigen  behandelten  dualen 
geometrischen  Verhältnissen  und  einigen  ganz  elementaren  statischen 
Sätzen  stattfindet.  Auch  begreift  man  leicht,  ys-ie  umgekehrt  aus 
den  Elementen  der  Statik  jene  rein  geometrische  Theorie  abgeleitet 
werden  kann. 

In  Bezug  nämlich  auf  zwei  Kräfte  P,  P' ,  deren  Richtungen 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  entspricht  jeder  Geraden  eine  andere 
Gerade  dergestalt,  dass  sich  immer  zwei  nach  ihnen  gerichtete  Kräfte 
augeben  lassen,  welche  mit  P  und  P'  gleich^-irkend  sind.  Es  ent- 
spricht ferner  jedem  Puncto  eine  gewisse  ihn  enthaltende  Ebene, 
und  jeder  Ebene  ein  in  ihr  liegender  Punct,  so  dass,  wenn  von  zwei 
mit  P  und  P'  gleich\%-irkenden  Kräften  die  eine  den  Punct  trifft, 
die  andere  in  der  Ebene  enthalten  ist,  und  umgekehrt. 

Mit  diesen  rein  statisch  erweisbaren  Sätzen  sind  die  Begriffe  von 
Gegenlinie,  Gegenebene  und  Gegenpunct  festgestellt,  und  hieraus 
lassen  sich,  wie  wir  bereits  in  Nr.  13,  15,  16  und  IS  gesehen  haben, 
die  übrigen  Eigenschaften  dieser  dualen  Verhältnisse  ohne  Zuhülfe- 
nahme  eines  neuen  Princips  herleiten.  —  Im  Folgenden  sollen  noch 
einige  besonders  merkwürdige  Beziehungen  z^^äschen  beiderlei  Ver- 
hältnissen, den  geometrischen  und  den  statischen,  näher  erörtert 
werden. 

21.  Dass  von  den  Richtungen  der  zwei  Kräfte  R,  R' ,  welche 
mit  P,  P'  gleichwirkend  sein  sollen,  die  eine  nach  AVillkür  genom- 
men werden  kann,  gilt  nur  im  Allgemeinen.  Ausgenommen  sind 
davon  zuerst  alle  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Richtungen,  in- 
dem, wenn  R  damit  parallel  wäre,  die  Kraft  R'  unendlich  entfernt 
(XIV)  und  daher  nicht  construirbar  sein  würde. 
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Um  die  statische  Bedeutung  der  Hauptrichtung  auszumittehi. 
erwäge  man,  dass  nach  XIII  die  beiden  Ebenen,  von  denen  die  eine 
mit  P  und  P' ,  die  andere  mit  H  und  R'  parallel  ist.  —  folglich 
auch  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  der  beiden  Ebenen.  —  mit 
der  Hauptrichtung  parallel  sind.  Werden  daher  die  ^^er  Kräfte 
P.  P' .  R.  R'  parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  und  denselben 
Punct  getragen,  so  ^^■ird  der  Durchschnitt  der  Ebenen  PP'  und 
RR'  gleichfalls  mit  der  Hauptrichtung  parallel  sein.  Alsdann  aber 
ist,  einem  bekannten  Satze  der  Statik  zu  Folge,  die  Resultante  von 
P  und  P'  einerlei  mit  der  Resultante  von  R  und  R' .  und  hat  mit- 
hin den  Durchschnitt  der  Ebenen  PP'  und  TT'  z\x  ihrer  Richtung. 
Die  Hauptrichtung  ist  daher  in  statischer  Hinsicht  diejenige,  mit 
welcher  parallel  tlie  Resultante  der  Kräfte  P  und  P'  oder  zweier 
ihnen  gleichwirkender  läuft,  nachdem  diese  Kräfte  parallel  mit  ihren 
Richtungen  an  einen  und  denselben  Punct  getragen  worden. 

Hieraus  fliesst  noch  auf  eine  andere  Weise  die  Unmöglichkeit, 
R  mit  der  Hauptrichtung  parallel  zu  nehmen.  Denn  hätte  R  diese 
Richtung,  so  würden  R  und  R' .  an  einen  und  denselben  Punct  ge- 
tragen, in  dieselbe  mit  der  Hauptrichtung  parallele  Gerade  fallen, 
und  müssten  daher  in  ihrer  ursprünglichen  Lage  entweder  auf  eine 
einzige  Kraft  reducirbar.  oder  einander  gleich,  parallel  und  entgegen- 
gesetzt d,  i.  ein  Kräftepaar  im  engeren  Sinne  sein.  Keines  von 
Beiden  aber  ist  möglich,  weil  P  und  P'  nicht  in  einer  Ebene  liegen 
sollen. 

22.  Von  den  Richtungen,  welche  zwei  mit  P.  P'  gleich- 
wirkende Kräfte  erhalten  können,  sind  zweitens  noch  die  Doppel- 
linien ausgenommen,  oder  diejenigen  Linien,  welche  P  und  P'  oder 
irgend  zwei  andere  Kräfte  R  und  R' .  worauf  P  und  P'  reducirt 
worden .  zugleich  schneiden  (XIX  .  Denn  sind  S  und  S'  zwei  mit 
P  und  P' .  also  auch  mit  R  und  R' .  gleichwirkende  Kräfte,  so  sind 
2?,  R'  und  —  S  auf  eine  einzige  Kraft  gleich  6'  reducirbar.  Dieses  ist 
aber  offenbar  nicht  möglich,  sobald  R  und  R' .  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  von  6"  zugleich  geschnitten  werden. 

Die  Doppellinien  haben  aber  eine  andere  merkwürdige  statische 
Eigenschaft,  welche  darin  besteht,  dass  in  Bezug  auf  jede  dieser 
Linien,  als  .Vxe.  die  Summe  der  Momente  von  P  und  P'  gleich  0  ist. 
Denn  ist  *"  eine  Doppellinie.  /•  eine  sie  schneidende  einfache  Linie, 
und  ;•'  die  Gegenlinie  der  letzteren,  so  wird  nach  XX^  auch  r'  von 
s  getroffen:  nach  19./^  aber  lassen  sich  P  und  P'  in  zwei  nach  r 
und  r'  gerichtete  Kräfte  R  und  R'  verwandeln.  Da  also  die  Rich- 
tungen der  R  und  R  von  s  zugleich  getroffen  werden,   so   ist  für  s 
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als  Axe  das  Moment  von  R  sowohl,  als  von  R'  gleich  0,  also  auch 
die  Summe  dieser  Momente  gleich  0,  folglich  auch  die  Summe  der 
Momente  der  damit  gleichwirkenden  Kräfte  P  und  P'  gleich  0. 

Unter  allen  in  einer  Ebene  liegenden  Axen  ist  daher  für  die- 
jenigen, Avelche  den  Gegenpunct  der  Ebene  treffen,  und  unter  allen 
durch  einen  Punct  gehenden  Axen  für  diejenigen,  welche  zugleich 
in  der  Gegenebene  des  Punctes  liegen,  die  Summe  der  Momente 
gleich  0  (XVIII).  Für  jede  andere  durch  den  Punct  gelegte  Axe  ist,  wie 
ich  hier  nur  historisch  erwähne,  die  Momentensumme  dem  Sinus 
des  Winkels  proportional,  w^elchen  die  Axe  mit  der  Gegenebene  des 
Punctes  macht;  am  grössten  also  für  diejenige  Axe,  welche  auf  der 
Gegenebene  normal  steht.  Die  kleinste  unter  allen  grössten  Momenten- 
summen kommt  aber  derjenigen  Axe  zu,  welche  mit  der  Hauptlinie 
des  Systems  (14)  zusammenfällt.  Man  vergleiche  deshalb  das  am  Ende 
von  Poinsot's  Statik  befindliche  Memoire  sur  la  composition  des 
momens  et  des  aires. 

23.  Werden  zwei  nicht  in  einer  Ebene  enthaltene  Kräfte  P,  P' 
parallel  mit  ihren  Richtungen  an  einen  Punct  verlegt  und  dann  zu 
einer  Kraft  T  vereinigt,  so  entsteht  durch  diese  Verlegung  ein  Kräfte- 
paar ?7,  —  U^  welches  in  Verbindung  mit  T  dieselbe  Wirkung,  als 
P  und  P',  hervorbringt.  Legt  man  nun  in  der  Ebene  von  TJ^  —  V 
durch  den  Punct  i),  in  welchem  die  Ebene  von  T  geschnitten  wird, 
eine  beliebige  Gerade,  so  wird  diese  die  Kräfte  T,  U,  —  U  immer 
zugleich  treffen.  In  Bezug  auf  eine  solche  Gerade  ist  daher  die 
Summe  der  Momente  von  T,  TJ,  —  TJ  gleich  0 ,  mithin  auch  die  Mo- 
mentensumme von  P  und  P'  gleich  0,  folglich  die  Gerade  eine  Doppel- 
liuie  (22)  und  der  Punct  D  der  Gegenpunct  der  Ebene  von  TJ^  —  TJ. 
Wie  also  auch  die  Kräfte  P,  P'  in  eine  einfache  Kraft  und  ein 
Paar  verwandelt  werden  mögen,  so  trifft  erstere  die  Ebene  des  Paares 
stets  in  ihrem  Gegenpuncte.  Auch  ist  die  Richtung  der  ersteren 
Kraft  immer  der  Hauptrichtung  parallel,  da,  wenn  T,  U,  —  V  an 
einen  Punct  getragen  w^erden,  U  und  —  U  sich  gegenseitig  aufheben 
und  nur  T  als  Resultante  übrig  bleibt.     Vergl.  Nr.  21. 

Ein  Kräftepaar  kann  man,  ohne  seine  Wirkung  zu  ändern,  nicht 
nur  in  seiner  Ebene  beliebig  verlegen,  sondern  auch  in  jede  andere 
damit  parallele  Ebene  bringen.  Verlegt  man  daher  das  Paar  U,  —  U 
aus  seiner  anfänglichen  Ebene  in  eine  damit  parallele,  so  muss  auch 
letztere  Ebene  von  T  in  ihrem  Gegenpuncte  geschnitten  werden,  in 
Uebereinstimmung  mit  dem  Sätze  VII),  dass  die  Gegenpuncte  paral- 
leler Ebenen  in  einer  mit  der  Hauptrichtung  parallelen  Geraden 
liegen. 
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24.  Ich  müsste  den  Leser  zu  ermüden  fürchten,  wollte  ich 
noch  von  allen  übrigen  im  ersten  Theile  dieser  Abhandluno;  ent- 
haltenen  Sätzen  die  entsprechenden  statischen  Theoreme  in  Betracht 
ziehn.  Ich  begnüge  mich  daher,  auf  den  XXI.  Satz  noch  aufmerk- 
sam zu  machen,  welcher  statisch  ausgedrückt  also  lautet:  Sind  zwei 
Kräfte  gleicliAvirkend  mit  zwei  anderen,  oder  —  was  hier  auf  das- 
selbe hinauskommt,  — 

Sind  vier  Kräfte  mit  ei?ia?ider  im  Gleichgewicht,  so  trifft  jede 
Gerade^  loelche  den  Richtungen  dreier  derselben  hegegtiet,  auch  die 
Richtung  der  vierten. 

Dies  folgt  auch  höchst  einfach  aus  der  Theorie  der  Momente. 
Denn  in  Bezug  auf  eine  Axe,  welche  die  Richtungen  von  drei 
Kräften  trifft,  ist  das  Moment  jeder  dieser  Kräfte  gleich  0.  Da  nun 
die  vier  Kräfte  im  Gleichgewicht  sein  sollen,  und  mithin  die  Summe 
ihrer  Momente  für  jede  Axe  null  sein  muss,  so  muss  in  Bezug  auf 
jene  x\xe  auch  das  Moment  der  vierten  null  sein.  Dieses  ist  aber 
nicht  anders  möglich,  als  wenn  jene  Axe  die  Richtung  der  vierten 
ebenfalls  schneidet. 
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geometrischer  Figuren. 


[Crelle's  Journal  1S34  Band  12  p.  109—133.] 


In  meinem  jjbarycentrischen  Calcul«  habe  ich  zu  zeigen  gesucht, 
dass  ausser  den  schon  in  den  ersten  Elementen  der  Geometrie  in 
Betrachtung  kommenden  Beziehungen,  in  -svelchen  Figuren  zu  ein- 
ander stehen  können,  und  wonach  zwei  Figuren  einander  gleich 
und  ähnlich,  oder  ähnlich  allein,  heissen,  es  noch  einige  andere 
dergleichen  Beziehungen  oder  Verwandtschaften  gebe,  die,  obschon 
von  allgemeinerer  Beschaffenheit,  als  jene  schon  bekannten,  doch  in 
das  Gebiet  der  Elementargeometrie  noch  gehören,  indem  auch  bei 
ihnen  Puncten  der  einen  Figur,  welche  in  einer  Geraden  liegen,  in 
einer  Geraden  liegende  Puncte  der  anderen  Figur  entsprechen.  Ich 
nannte  diese  allgemeineren  Verwandtschaften  Affinität  und  Col- 
lineationsverwandtschaft;  denn  die  Gleichheit,  die  ich 
an  jenem  Orte  zwar  ebenfalls  als  eine  besondere  Verwandtschaft 
behandelt  habe,  ist  im  Grunde  nur  als  eine  specielle  Art  der  Affi- 
nität zu  betrachten. 

Bei  der  Collineationsverwandtschaft  ist,  wie  schon  ihr  Name 
ausdrücken  soll,  gedachtes  Entsprechen  gerader  Linien  das  alleinige 
sie  charakterisirende  Merkmal.  Bei  der  Affinität  hingegen  kommt 
als  zweites  Merkmal  noch  hinzu,  dass  je  zwei  Theile  der  einen  Figur 
—  Flächentheile  oder  Theile  des  Raumes,  nachdem  die  Figur  in 
einer  Ebene  oder  im  Räume  überhaupt  enthalten  ist,  —  sich  ihrem 
Inhalte  nach  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie  die  entsprechenden 
Theile  der  anderen  Figur. 

So  wie  nun  aus  der  Affinität  die  allgemeinere  Verwandtschaft 
der  CoUineation  entspringt,  wenn  wir  von  den  oben  erwähnten  zwei 
Merkmalen  nur  das  erste  beibehalten;  so  wird  die  Affinität  gleich- 
falls in  eine  allgemeinere  Verwandtschaft  übergehen,  wenn  wir  das 
erste  Kennzeichen  nicht  mehr  berücksichtigen  und  nur  das  zweite 
noch  festhalten.  Bei  dieser  allgemeineren  Art  von  Affinität  ent- 
sprechen also  die  Puncte  zweier  Ebenen  einander  dergestalt,  dass, 
wenn  in  der  einen  Ebene   irgend   eine  in  sich  zurücklaufende  Linie 


520 


Ueber  eine  allgemeinere  Art 


gezogen  wird,  die  entsprechende  Linie  in  der  anderen  Ebene,  d.  h. 
die  Linie,  welche  durch  die  den  Puncten  der  ersteren  Linie  ent- 
sprechenden Puncte  geht,  eine  Fläche  einschliesst,  die  zu  der  von 
der  ersteren  Linie  begrenzten  Fläche  in  einem  constanten  Verhält- 
nisse steht.  Und  ebenso  ist  es  bei  zwei  Räumen  von  drei  Dimen- 
sionen, die  in  dieser  allgemeineren  affinen  Beziehung  stehen  sollen, 
hinreichend,  wenn  je  zwei  entsprechende  Theile  des  einen  und  an- 
deren Raumes,  d.  h.  solche  deren  Grenzflächen  durch  entsprechende 
Puncte  bestimmt  werden,  ein  constantes  Verhältniss  zu  einander 
haben.  Hierbei  können  also,  und  werden  im  Allgemeinen,  geraden 
Linien  und  Ebenen  des  einen  Raumes  Curven  und  krumme  Flächen 
im  anderen  entsprechen,  und  zwar  Curven  und  Flächen,  die  jede 
beliebige  Form  haben  können.  Denn  so  lange  noch  nicht  die  ein- 
ander entsprechen  sollenden  Puncte  bestimmt  sind,  hindert  uns 
nichts,  diese  Bestimmung  bei  zwei  Ebenen  z.  B.  damit  anzufangen, 
dass  wir  dem  Perimeter  eines  geradlinigen  Vielecks  in  der  einen 
Ebene  irgend  eine  in  sich  zurücklaufende  Curve  in  der  anderen  ent- 
sprechend setzen,  wenn  nur  die  Flächen  beider  Figuren  in  dem  con- 
stanten Verhältnisse  stehen,  welches  je  zAvei  entsprechende  Flächen 
zu  einander  haben  sollen. 

Schon  hieraus  ist  abzunehmen,  dass  die  Grundformeln  dieser 
Verwandtschaft,  d.  i.  die  allgemeinen  Relationen  zwischen  den  Co- 
ordinaten  zweier  entsprechenden  Puncte,  Gleichungen  mit  partiellen 
Differenzen  sein  werden,  indem  nur  solche  Gleichungen  zu  willkür- 
lichen Functionen  und  damit  zu  willkürlichen  Curven  und  Flächen 
führen  können.  Diese  Grundformeln  zu  entwickeln  und  ihre  Inte- 
gration auszuführen,  welches  hier  auf  besonders  einfache  Weise  ge- 
schehen kann,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes.  Ehe  wir 
jedoch  diese  analytische  Untersuchung  beginnen,  wollen  wir,  grösserer 
Anschaulichkeit  Avillen,  den  Gegenstand  erst  auf  folgende  rein  geo- 
metrische Weise  in's  Auo^e  fassen. 


§.  1.     Heissen  M  und  N  die  beiden  Ebenen,    deren  Puncte   in 
affiner  Beziehunsr  zu   einander   stehen  sollen.      Man   denke   sich   die 

Ebene    N  mit    zwei    Systemen    paralleler    Geraden    T,    T^,    T, 

U,  U,.  U^,  ...  überzosen,  von  denen  die  Linien  des  einen  Svstems 
die  des  anderen  rechtwinklig  schneiden;  die  Linien  jedes  der  beiden 
Systeme  für  sich  seien,  jede  von  der  nächstfolgenden,  unendlich 
wenig,  aber  gleich  weit  entfernt.  Hierdurch  wird  ^V  in  eine  unend- 
liche Menge  unendlich  kleiner  und  einander  gleicher  Rechtecke 
zerlegt. 
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Heissen  nun  X,  X,,  X^,  ...,  Y,  Y^,  Y^,  ...  die  den  T,  T, ,  ..., 
U,  L\,  ...  entsprechenden  Linien  in  der  Ebene  31,  so  rauss  31  durch 
diese  Linien  ebenfalls  in  unendlich  kleine  und  einander  gleiche 
Vierecke  getheilt  -werden,  deren  jedes  von  irgend  zwei  auf  einander 
folgenden  Linien  der  einen  Reihe  X,  ...  und  zwei  auf  einander 
folgenden  Linien  der  anderen  Reihe  Y,  ...  begrenzt  wird.  Sind 
diese  Linien  wirklich  gezogen,  so  ist  damit  die  affine  Beziehung 
beider  Ebenen  vollkommen  bestimmt.  Denn  für  irgend  einen  Punct 
der  einen  Ebene  lässt  sich  nunmehr  der  entsprechende  in  der  an- 
deren angeben ,  —  dem  Durchschnitte  von  Pp  und  Up  in  JSf  ent- 
spricht der  Durchschnitt  von  Xp  und  Yp  in  31,  —  und  je  zwei 
entsprechende  Flächentheile  in  N  und  31  verhalten  sich  wie  eines 
der  Elementarrechtecke  in  N  zu  einem  der  Elementarvierecke  in  31. 

§.2.  Es  entsteht  jetzt  die  Frage,  wie  viel  von  den  Linien 
X,  X^,  ...,  Y,  Yj,  ...  in  3/ TNdllkürlich  gezogen  werden  können,  und 
wie  hiernach  die  übrigen  zu  bestimmen  sind,  damit  die  durch  die 
Kreuzung  der  beiden  Systeme  entstehenden  Vierecke  der  Forderung 
gemäss  einander  gleich  werden,  und  zu  den  rechteckigen  Elementen 
der  Ebene  N  in  einem  gegebenen  Verhältnisse  stehen.  "Wir  wollen 
der  Antwort  hierauf  die  Betrachtung  einiger  speciellen  Fälle  voran- 
gehen lassen. 

1)  Es  ist  klar,  dass  die  Forderung  gleicher  Elemente  in  31  er- 
füllt wird,  wenn  jedes  der  beiden  Systeme  X,  ...  und  Y,  ...  aus 
parallelen  Geraden  besteht,  die  in  gleichen  und  unendlich  kleinen 
Entfernungen  auf  einander  folgen.  Denn,  welchen  Winkel  auch  die 
Parallelen  des  einen  Systems  mit  denen  des  anderen  machen,  so 
wird  dann  immer  die  Ebene  in  einander  gleiche  und  ähnliche  Pa- 
rallelogramme zerlegt.  Auch  sieht  man  ohne  Schwierigkeit,  dass 
dann  je  drei  Puncten  der  einen  Ebene,  welche  in  einer  Geraden 
liegen,  drei  ebenfalls  in  einer  Geraden  befindliche  Puncte  der  anderen 
entsprechen.  Mithin  ist  diese  Beziehung  der  beiden  Ebenen  die 
Affinität  im  engeren  Sinne  selbst. 

2)  Man  lasse,  wie  im  vorigen  Falle,  Y,  Yj,  ...  in  gleichen  Ab- 
ständen von  einander  entfernte  parallele  Gerade  sein;  X  aber  sei 
eine  willkürliche  Curve.  Denkt  man  sich  nun  diese  Curve  ohne 
Aenderung  ihrer  Gestalt  parallel  sich  fortbewegend,  so  dass  jeder 
ihrer  Puncte  eine  Parallele  mit  Y  beschreibt,  und  hält  man  von 
allen  den  verschiedenen  Lagen  der  Curve  eine  Reihe  solcher  fest, 
welche  in  unendlich  kleinen  und  gleichen  Entfernungen  von  ein- 
ander abstehen,  so  werden  dies  die  übrigen  Linien  X],  X2,  ...  sein. 
Denn    auch    auf   diese  Weise    wird    die  Ebene   in   einander   gleiche 
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Parallelogramme  getheilt,  von  denen  aber  nur  diejenigen  einander 
zugleich  ähnlich  sind,  welche  in  einer  und  derselben  Parallele  mit 
y  liegen. 

Hierbei  entsprechen  also  den  Geraden  Z7,  ?7, ,  ...  die  Geraden 
Y,  y,,  ...,  den  Geraden  T,  T, ,  ...  die  Curven  X,  X^,  ...,  und  ebenso, 
wie  man  leicht  wahrnimmt,  jedem  dritten  Systeme  paralleler  Geraden 
in  iV  ein  System  einander  gleicher  und  ähnlicher  und  parallel  lie- 
gender Curven  in  31,  so  dass  je  zwei  einander  entsprechende  Puncte 
zweier  dieser  Curven  in  einer  Parallele  mit   Y  sind. 

3)  Sei  X  eine  Gerade,  und  die  Puncte,  in  denen  sie  von 
y,  y,,  ...  geschnitten  wird,  seien  gleich  weit  von  einander  entfernt. 
Die  Linien  Y,  Y^,  ...  aber  seien  Gerade,  welche  sich  in  einem  von 
X  endlich  entfernten  Puncte  D  schneiden.  Man  übersieht  dann 
sogleich,  dass  die  Linie  X^  eine  mit  X  parallele  Gerade  sein  muss, 
indem  nur  unter  dieser  Bedingung  die  zwischen  X  und  X^  enthaltenen 
Trapeze  einander  gleich  sein  können.  Aus  demselben  Grunde  müssen 
auch  Xj  mit  X^,  X^  mit  X^,  u.  s.  w.  parallel,  also  X,  X,,  X.^,  ... 
einander  parallele  Gerade  sein  und  zugleich  in  demselben  Verhältniss 
einander  näher  Hegen,  in  welchem  sie  von  D  weiter  abstehen,  da 
in  dem  nämlichen  Verhältnisse  die  von  D  ausgehenden  Linien 
y,  Y^,  ...  sich  desto  weiter  von  einander  entfernen.  Das  System 
der  Parallelen  X,  X^,  ...  ist  übrigens  nicht  bloss  auf  die  eine  Seite 
des  Punctes  D  beschränkt,  sondern  erstreckt  sich  auch  auf  die  andere 
Seite  von  D  dergestalt,  dass  D  zwischen  allen  diesen  Parallelen  eine 
symmetrische  Lage  hat. 

Um  das  Gesetz,  nach  welchem  hierbei  die  Puncte  beider  Ebenen 
M  und  N  auf  einander  zu  beziehen  sind,  näher  noch  kennen  zu 
lernen,  wollen  wir  zwei  sich  entsprechende  Vierecke,  lo  ir  M,  v  in  X', 
in's  Auge  fassen.  Von  dem  Viereck  w  seien  X  und  X,,  Y  und  Y^ 
die  zwei  Paar  gegenüberstehender  Seiten ;  also  T  und  T, ,  U  und  L\ 
die  zwei  Paar  gegenüberstehender  Seiten  von  r.  Während  nun  die 
Linien  X,  Y  und  Y^  fest  bleiben,  bewege  sich  die  Linie  X, ,  welche 
gleich  anfangs  dem  Puncte  D  näher  liege  als  X,  parallel  mit  X 
bleibend,  nach  D  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  zu.  Hiermit 
wächst  anfangs  der  Inhalt  von  w,  aber  immer  langsamer.  Von  dem 
Augenblicke  an  aber,  in  welchem  X^  durch  D  geht,  und  daher  das 
Viereck  tv  zu  einem  Dreiecke  wird,  verwandelt  sich  die  Zunahme  in 
Abnahme,  da  gedachtes  Dreieck  bei  der  ferneren  Bewegung  von  X, 
ein  auf  der  entgegengesetzten  Seite  von  D  liegendes,  und  daher 
negativ  zu  nehmendes  Dreieck  als  Increment  erhält.  Hat  sich  Xj 
auf  dieser  Seite  ebenso  weit  von  D  entfernt,  als  X  auf  der  anderen 
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von  D  liegt,  so  ist  xo  gleich  0,  und  bei  noch  weiterer  Bewegung  von 
X,  wird  10  negativ. 

Damit  nun  diesen  Aenderungen  des  Inhaltes  von  lo  proportionale 
Veränderungen  von  f  entsprechen ,  so  muss  die  Linie  T, ,  welche 
parallel  sich  fortbewegend  mit  den  fest  bleibenden  Linien  T,  Z7,  t", 
ein  Rechteck  v  zu  bilden  fortfährt,  von  T  sich  immer  langsamer 
entfernen,  bis  sie  in  eine  Lage  0  kommt,  welche  der  durch  D  gehen- 
den Lage  von  X,  entspricht;  sie  muss  hierauf  wieder  nach  T  zu- 
rückkehren, und  zuletzt  durch  T  auf  die  andere  Seite  von  T  sich 
wenden,  wobei  v  aus  dem  Positiven  durch  Null  in  das  Negative 
übergeht.     Hieraus  ziehen  wir  nun  die  Folgerungen: 

a)  dass  dem  Puncte  D  in  M,  in  tcelc/iem  sich  Y,  Y^,  ...  schnei- 
den, in  N  nicht  bloss  eiti  Punct,  sondern  alle  in  einer  getoissen  mit  T 
parallelen  Geraden  Q  enthaltenen  Puncte  entsprechen; 

b)  dass  nur  die  auf  der  einen  Seite  'con  0  liegenden  Puncte  in  N 
entsprechende  Puncte  in  M  haben,  und 

c)  dass  Jedem  dieser  Puncte  in  N  zioei  Puncte  in  M  entsprechen y 
zwischen  loelchen  der  Punct  D  stets  in  der  Mitte  liegt. 

4)  Wir  wollen  wiederum  die  Linien  Y,  Y^,  Y^,  ...  gerade  sein 
und  sich  in  einem  Puncte  D  schneiden  lassen,  nächstdem  aber  an- 
nehmen, dass  die  unendlich  kleinen  Winkel,  welche  je  zwei  nächst- 
folgende bilden,  insgesammt  einander  gleich  sind.  Ist  dann  X  ein 
aus  D  als  Mittelpunct  beschriebener  Kreis,  so  erhellt  leicht,  dass 
die  übrigen  Linien  Xj ,  X., ,  ...  mit  X  concentrische  Kreise  sein 
müssen,  und  dass  der  gegenseitige  Abstand  zweier  nächstfolgenden 
Kreise,  oder  der  Unterschied  ihrer  Halbmesser,  in  demselben  Ver- 
hältniss  abnehmen  muss,  in  welchem  die  Halbmesser  selbst  zunehmen. 
Den  Geraden  T,  T^,  ...  entsprechen  daher  jetzt  Kreise,  und  es  wird 
mithin  jedem  Puncte  in  M  eine  Reihe  unendlich  vieler  Puncte  in  N 
entsprechen,  die  sämmtlich  in  einer  Parallele  mit  T  und  in  gleich 
grossen  endlichen  Entfernungen  von  einander  liegen.  Eben  so  wie 
im  vorigen  Beispiele  Avird  ferner  auch  hier  dem  Puncte  D  jeder 
Punct  in  N  entsprechen,  der  in  einer  gewissen  Parallele  0  mit  T 
sich  befindet,  auch  werden  nur  den  auf  der  einen  Seite  von  0  lie- 
genden Puncten  in  N  Puncte  in  il/,  und  zAvar  jedem  in  X  zwei  in 
M  entsprechen,  zwischen  denen  D  in  der  Mitte  ist. 

§.  3.  Seien  nunmehr,  um  den  ganz  allgemeinen  Fall  zu  be- 
trachten, Y,  y, ,  y, ,  ...  irgend  beliebige  Linien  und  nur  folgenden 
zwei  aus  der  Natur  der  Sache  selbst  fliessenden  Bedingungen  im 
Allgemeinen  unterworfen : 
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a)  class  je  zwei  nächstfolgende  derselben,  wie  Y  und  Y^ ,  überall 
einander  unendlich  nahe  sind,  und  dass  folglich  jedes  Element  der 
einen  mit  dem  nächstliegenden  Elemente  der  anderen  als  parallel 
angesehen  werden  kann; 

b)  dass  bei  je  drei  nächstfolgenden  Curven.  Avie  Y,  Y^.  Y^,  die 
Abstände  jedes  Elementes  der  mittleren  Linie  Y^  von  den  nächst- 
liegenden Elementen  der  zu  beiden  Seiten  befindlichen  Linieü  Y 
und  Y^  unendlich  nahe  im  Verhältnisse  der  Gleichheit  zu  einander 
stehen,  dass  also  diese  zwei  schon  an  sich  unendlich  kleinen  Ab- 
stände nur  um  ein  unendlich  Kleines  einer  höheren  Ordnung  von 
einander  verschieden  sind. 

Dieses  vorausgesetzt,  sei  X  eine  beliebige  die  Linien  Y.  Y^,  ... 
unter  endlichen  Winkeln  schneidende  Linie .  und  es  kommt  nun 
zunächst  darauf  an,  der  X  unendlich  nahe  eine  zweite  Linie  X,  zu 
ziehen,  dergestalt,  dass  alle  die  imendlich  kleinen  Parallelogramme, 
in  welche  der  zwischen  X  und  X^  gelegene  Streifen  durch  die  Linien 
Y.  Yp  Y^,  ...  zerlegt  wird,  einen  und  denselben  gegebenen  Flächen- 
inhalt f  haben.  Dieses  ist  aber  immer  möglich.  Denn  heissen 
P>  p, ,  p^,  ...  die  Theile,  in  welche  X  in  den  Durchschnitten  mit 
Y,  y, ,  ...  getheilt  wird,  und  q,  q^,  5,,  ...  die  zugehörigen  Breiten 
des  Streifens,  so  sind  pq,  p^q^,  P^q^,  ■■■  jene  Parallelogramme  ihrem 
Inhalte  nach,  und  es  sollen  daher  pq=pyq^  =  ...  =f  sein.  Es 
muss  folglich  die  Breite  des  Streifens  in  demselben  Verhältnisse  zu- 
oder  abnehmen,  in  welchem  die  Theile  p,  p^.  ...  ab-  oder  zunehmen, 
und  da  sich  diese  Theile  der  Voraussetzung  h)  zufolge  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  ändern,  so  wird  auch  die  Breite  stetig  wachsen 
oder  kleiner  werden,  und  folglich  die  Linie  Xy ,  eben  so  Avie  X,  eine 
stetige  sein.  Die  Breite  des  Streifens  an  einer  bestimmten  Stelle, 
z.  B.  beim  Elemente  p,  ist  f  :  p. 

Auf  gleiche  Weise  lässt  sich  eine  auf  X  und  X,  folgende  und 
der  X,  unendlich  nahe  dritte  Linie  Xj  ziehen,  so  dass  der  von  X, 
und  X,  begrenzte  Streifen  durch  Y,  Yj ,  ...  in  einander  vmd  dem  / 
gleiche  Parallelogramme  getheilt  wird.  Unter  derselben  Bedingung 
kann  man  ferner  auf  X^  eine  vierte  Linie  X3,  eine  fünfte  X^ ,  u.  s.  w. 
in's  Unendliche,  folgen  lassen. 

Hiermit  ist  nun ,  wie  gefordert  wurde ,  die  Ebene  M  durch  die 
zwei  Systeme  von  Linien  X,  X, ,  ...  und  Y.  Y^.  ...  in  Elemente  von 
einer  und  derselben  Grösse  zerlegt.  Dabei  konnte  das  eine  dieser 
Systeme  Y,  Vj,  ...,  bis  auf  die  unter  a)  und  h)  bemerkten  Bedin- 
gungen, ganz  willkürlich,  und  gleichergestalt  eine  der  Curven  des 
anderen  Systems  X  willkürlich  angenommen  Averden.  Hiermit  aber 
und   mit   dem  gegebenen    constanten   Lihalte    des   Flächenelementes 
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waren  alle  übrigen  Linien  X^.  X, ,  ...  des  anderen  Systems  voll- 
kommen bestimmt. 

§.  4.  Denselben  Gegenstand  -wollen  wir  nun  mit  Hülfe  der 
Analysis  untersuchen.  Seien  x,  y  die  rechtwinkeligen  Coordinaten 
eines  Punctes  der  Ebene  M,  und  t,  u  die  rechtwinkehgen  Coordi- 
naten des  ihm  in  der  Ebene  N  nach  irgend  einem  Gesetz  entspre- 
chenden Punctes,  so  sind  t  und  u  als  gewisse  Functionen  von  .r,  y  zu 
betrachten,  und  es  ist  demnach,  wenn  wir  hier,  und  ähnlicher  Weise 

in    dem   Folgenden .    die    partiellen    DiiFerenzen     ^- ,     -^ .     -^ ,     ^~ 
^  '  ^  do:'     dy     dz'    dy 

der  Kürze  willen  mit  t^..  ty.  Uj,.  Uy  bezeichnen: 

1)  dt  =  txdx-\-tydy, 

2)  du  =  Uy.dx  -\-  Uydy. 

So  wie  daher  dem  Puncte  {x,  y)  der  Punct  (f,  w),  so  entspricht  dem 
Puncte 

[x  -\-  dx,    y  -\-  dy)    der   Punct    {t  -f-  fj,dx  +  fy  dy,    u  -\-  i/j.dx  -\-  Uydy), 

folglich  dem  Puncte  {x-\-dx,  y)  der  Punct  \t-\-t^dx.  u-\-Uj,dx) 
und  -  -         [x.y  +  dij]     -         -       {t -{- tydy ,   u -\- Uydy). 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Elementardreiecks  in  der  Ebene  J/, 
welches  die  Puncte  (.r,  y),  [x-\-dx,  y),  (a:,  y -\- dy)  zu  Ecken  hat, 
=  I  dx  dy.  und  der  Inhalt  des  von  den  entsprechenden  Puncten  in 
X"  gebildeten  Dreiecks 

Sollen  demnach,  unserer  Aufgabe  gemäss,  je  zwei  sich  entsprechende 
Flächenelemente  der  Ebenen  M  und  N  in  einem  constanten  Ver- 
hältnisse =  \  :  m  zu  einander  stehen,  so  hat  man  die  Fundamental- 
gleichung zwischen  partiellen  Differenzen : 

I)  t^  Uy  —tyU^  =  m , 

woraus  sich  alle  im  Vorigen  enthaltenen  Resultate  werden  herleiten 
lassen.  Doch  wollen  wir  zuvor  auf  eine  aus  dieser  Gleichung  sich 
leicht  ergebende,  aber  vielleicht  nicht  ganz  uninteressante,  analvtische 
Folgerung  aufmerksam  machen. 

Da  nämlich  nach  Festsetzung  der  Gleichung  I)  auch  umgekehrt 
jedes   Element  in   JS'  sich    zu   dem    entsprechenden   Elemente    in   M 

1 

Avie  —  :  1   verhält,  so  muss,  indem  man  .r  und  u  als  Functionen  von 

t,  u  betrachtet,  und  hiernach: 

3)  dx  =  X(  d  i  -\-  x^^  du , 


tj,Uy  tyllj.   
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4)  dy  =  ijiclt-{-y^^du 

setzt,  auch  die  Gleichung  stattfinden : 

1 

lind  da  diese  Gleichung  und  die  vorige  I)  offenbar  auch  dann  noch 
zusammen  bestehen,  wenn  m  von  einem  Paare  entsprechender  Puncte 
zum  anderen  veränderlich  ist,  so  schliessen  wir; 

Was  auch  t  und  u  für  Functionen  von  x  imd  y,  und  mithin  auch 
X  und  y  für  Functionen  ton  t.  u  sein  mögen,  so  ist  hnmer: 

[t^Uy  —  tyU^)  [xiy^  —  x^y^)  =  1. 

Rein    analytisch    dürfte    sich    diese   Formel    folgendergestalt    am 
einfachsten  beweisen  lassen.     Aus  1)  und  2)  folgt: 

Uydt   ty   du     =      {tj.,  2iy    fy  W^)    ClX. 

Hierin  müssen  sich,  weil  dt  und  du  von  einander  unabhängig  sind, 
die  Coefficienten  von  dt,  du,  dx  eben  so  zu  einander  verhalten,  wie 
in  3)  und  es  ist  daher 

^. 

Von  der  anderen  Seite  fliesst  aus  3)  und  4): 

y,^  dx  —  x^  dy  =  {x^  y^  —  x^y^)  dt , 
und  da  diese  Gleichung  mit  1)  identisch  sein  muss,  so  hat  man 

^tVu      ^uVt  —  —  y ' 
y 
folglich  u.  s.  w. 

Auf  gleiche  Art  kann  man  weiter  schliessen,  dass,  wenn  v  und 

w  irgend  welche  Functionen  von  t,  u,  also  auch  von  .r,  y  sind,  und 

man  wie  vorhin 

{dt  =  t.j.dx  +  tydy,  du  =  Uy,  dx  +  Uydy , 
dv  =  Vfdt  -{-  v^du,  die  =  ic^  dt  -\-  lo^^du^ 
dx  =  x.^.dv  -\-  x^diü,     dy  =  y^.  dv  -^  y^,,dro, 

und  überdies 

Xvyw  —  ^wyv  =  ^i 

setzt,  dass  alsdann 

7nm^  Wj  =  1 

ist.  Denn  betrachtet  man  x  und  y,  t  und  u,  v  und  iv  als  recht- 
winkelige Coordinaten  dreier  in  drei  Ebenen  sich  entsprechender 
Puncte,  und  sind  e,  e,,  e^  drei  sich  einander  entsprechende  Flächen- 
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elemente  der  Ebenen,  so  verhält  sich: 

e  :  e^  =  l   :  7)1,     e^   :  e  =  1   :  m^,     e^  :  e  =  \    :  m^, 
folglich  u.  s.  ^y.*). 

Dass  analoge  Relationen  auch  bei  vier  und  mehreren  Paaren 
veränderlicher  Grössen,  deren  jedes  von  jedem  der  übrigen  auf  be- 
liebige Weise  abhängig  ist,  stattfinden  müssen,  erhellt  auf  diesem 
geometrischen  Wege  von  selbst. 

§.  5.  Unsere  Aufgabe  besteht  nunmehr  darin,  für  t  und  u 
solche  Functionen  von  x,  y  zu  finden,  welche  der  Gleichung 

WO  m  eine  gegebene  Constante  ist,  Genüge  leisten.  Weil  aus  einer 
Differentialgleichung  sich  nur  eine  Function  bestimmen  lässt,  so 
kann  die  eine  der  Functionen  t  und  w,  es  sei  ^,  nach  Willkür  an- 
genommen werden,  (d.  h.  die  Linien  Y,  Y^,  ...  in  der  Ebene  M 
können  behebige  sein ,  §.  3) ,  und  die  andere  u  ist  dann  durch  In- 
tegration von  I)  herzuleiten.  Zu  diesem  Ende  wollen  vnx  die  Glei- 
chung I)  auf  eine  hierzu  noch  passendere  Form   zu   bringen  suchen. 


*)  "Will  man  sich  hiervon  analytisch  überzeugen,  so  combinire  man  die 
6  Gleichungen  5)  dergestalt,  dass  man  in  den  zwei  letzten  derselben,  welche  dx 
und  dy  durch  dv  und  dio  ausdrücken,  dv  und  div  mittelst  der  zwei  vorhergehen- 
den Gleichungen  durch  dt  und  du  ausdrückt,  und  sodann  für  dt  und  dti  ihre 
Werthe  aus  den  zwei  ersten  Gleichungen  substituirt.  Auf  diese  Weise  erhält  man 
jiwei  Gleichungen,  jede  zwischen  dx  und  dy,  deren  vier  Coefficienten  insgesammt 
Null  sein  müssen,  weil  dx  und  dy  von  einander  unabhängig  sind.  Die  NuU- 
setzung  dieser  Coefficienten  giebt,  wenn  man  noch  der  Kürze  willen 

jXvVt  +x^^wt  =  X,        y„vt  +yivWt  =  Y, 
y^v'^u  +  ^wWti  =  X',       yvv„+yivi(^,t  =  J'' 
setzt,    folgende  vier  zwischen   den  partiellen  Differenzen  in  5;  bestehenden  Rela- 
tionen 

t^X   -\-   Ux  X'    =     1   ,  tyY-j-   Uy  Y'  =     1 , 

ty  X-{-UyX'=0,         f^  Y+  u^  Y'  =  0. 
Hieraus  fliessen,  mit  Rücksicht  auf  6),  die  vier  Gleichungen: 
m  X  =  Uy,  m  Y  =  —  u^, 

mX'=—ty,       i)iY'=tj:, 
und  hieraus  folgt: 

8;  mX^y  —  X'Yi  =  1. 

Durch  Verbindung  der  Gleichungen  7)  ergiebt  sich  aber: 

ar^mj  =  ?i'„X— ?<v X',     j/j,?«,  =  iv^Y—  WtY',     —  ic„m.,  =  y^X'—x^-  Y'; 
und  wenn  man  aus  diesen  drei  Gleichungen  x^,  und  y^,  eliminirt : 

)»1  1)12  =  XI''  —  X'  I' 

folglich  wegen  8) : 
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Aus  der  Gleichung  u  =f{x^  y)  kann  man  sich  ij  mittelst  der 
Gleichung  t  =  F{x,  y)  eliminirt  denken.  Hierdurch  wird  u  eine 
Function  von  t^  x,  und  es  ist  alsdann: 

du  =  Uidt-\-  Uy.dx  =  u^  [txdx  -\-  tydy)  -f-  Uy.dx. 

Bei  dieser  Ansicht  hat  man  daher  statt  der  vorigen  u^  und  Wy,  wo 
u  geradezu  als  Function  von  x,  y  betrachtet  wurde,  resp.  Uit^-^-u^ 
und  Ui  ty  zu  setzen,  und  die  Gleichung  I)  zieht  sich  nach  Substitution 
dieser  Ausdrücke  zusammen  in: 

Hieraus  folgt  aber 

,    mdx 

Uj.  cl  X  =  -       , 

und  es  kommt,  Avenn  man,  mittelst  der  Gleichung  t  =  F{x,  y), 
ty   als  Function   von   x,   t   ausdrückt,    und  sodann    integrirt,    indem 

man  t  constant  nimmt: 

u  :=  Q  -\-  cpt, 
wo 

'2  =  -'"/^' 

und  (ft  eine  willkürliche  Function  von  i  ist.  Substituirt  man  dann 
in  Q  und  (pt  für  i  seinen  Werth  F{x,  y),  so  hat  man,  wie  verlangt 
wurde,  u  als  Function  von  x  und  y  gefunden. 

Die  willkürliche  Function  cpt  kann  in  Uebereinstimmung  mit 
§.  3  stets  so  bestimmt  werden,  dass  der  Axe  der  t  oder  irgend  einer 
mit  ihr  gezogenen  Parallele,  deren  Gleichung  u  =  e  ist,  irgend  eine 
gegebene  Curve  in  der  Ebene  31  entspricht,  d.  h.  dass  die  Gleichung 
e  =  Q-{-  cpt  irgend  eine  gegebene  Gleichung  f^  [x,  y)  =  0  zwischen 
X  und  y  ist.  Man  hat  deshalb  nur  x  und  y  aus  Q  mittelst  der 
Gleichungen  fy{x,  y)  =  0  und  t  =  F{x,  y)  zu  eliminiren,  und  auf 
diese  Weise  Q  als  eine  Function  von  t  auszudrücken.  Denn  man 
erhält  somit  cpt  =  e  —  Q  als  eine  bekannte  Function  von  t. 

§.  6.  Dass  die  Avillkürliche  Function,  Avelche  zu  dem  particu- 
lären  Werth  Q  von  u  hinzutritt,  eine  Function  von  F{x,  y)  oder  t 
sein  muss,  lässt  sich  folgendergestalt  auch  geometrisch  einsehen. 
Man  denke  sich  Aviederum  das  in  §.  1  beschriebene,  von  den  zwei 
Systemen  T',  T,  ...  und  U,  ü',  ...  gebildete  Netz,  Avodurch  die 
Ebene  N  in  einander  gleiche  rechteckige  Elemente  zerlegt  AA'ird;  die 
Linien  T,  ...  seien  mit  der  Axe  der  t,  und  U,  ...  mit  der  Axe  der 
u  parallel.  Seien  ferner  P  und  Q  ZAvei  solche  Functionen  von  x,  y, 
dass  sie  resp.  gleich  i  und  u  gesetzt,  eine  affine  Beziehung  zAvischen 
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den  Ebenen  M  und  N  hervorbringen ,  dass  also ,  Avenn  u  =  h  und 
t  =  a  die  Gleichungen  sind,  AAelche  irgend  einer  der  Geraden  1\  ... 
und  irgend  einer  der  Geraden  U,  ...  zukommen,  in  der  Ebene  M 
die  entsprechenden  Linien  der  Systeme  X,  ...  und  Y,  . . .  die  Glei- 
chungen Q  =  h  und  P  =  a  haben. 

Die  Gleichheit  der  Elemente  in  i\"  Avird  nun  nicht  aufgehoben, 
und  ihre  Grösse  bleibt  dieselbe ,  wenn  wir  die  Geraden  U,  . ..  un- 
verändert lassen ,  dagegen  die  Geraden  T,  ...  in  beliebige  einander 
gleiche  und  parallel  liegende  Curven  verwandeln,  so  dass  die  ZAvi- 
schen  je  zwei  dieser  Curven  fallenden  Theile  von  U,  f7, ,  ...  noch 
von  derselben  Grösse  sind ,  als  vorher ,  wo  T^  ...  Gerade  waren 
(vergl.  §.  2,  2).  Es  werden  folglich  M  und  ^V  in  affiner  Beziehung 
und  nach  demselben  Verhältnisse  1  :  m  auch  dann  noch  zu  einander 
stehen,  wenn  wir  die  Linien  Y,  Y, ,  ...  den  Geraden  U,  ...  und  die 
Linien  Ä',  ...  den  nunmehrigen  Curven  T.  ...  entsprechend  setzen. 

Sei  nun  u  —  (ft==0  die  Gleichung  der  Curve,  in  welche  die 
Axe  der  t  übergegangen  ist ,  also  u  —  (pt  =  b  die  Gleichung  der 
Curve,  in  Avelche  sich  irgend  eine  andere  Gerade  des  Systemes 
T,  . . . ,  deren  Gleichung  u  =  b  war,  verwandelt  hat.  Dieser  Geraden, 
und  also  auch  der  nunmehrigen  Curve,  entspricht  aber  in  M  die 
Curve,  deren  Gleichung  Q  =  b  ist;  und  da  dieses  für  jeden  belie- 
bigen Werth  der  Constante  h  gilt,  so  hat  man  jetzt  u  —  (pt=  Q 
statt  der  vorigen  Gleichung  u  =  Q.  Die  Gleichung  t  =  P  dagegen 
bleibt  ungeändert,  da  die  Geraden  CT,  ...  nach  wie  vor  den  Curven 
y,  ...  entsprechen  sollen. 

Ist  daher  durch  die  Gleichungen  t  =^  P  und  u  =  Q  eine  affine 
Beziehung  zwischen  M  und  N  festgestellt,  so  bleibt  eine  solche  Be- 
ziehung, imd  das  constante  Verhältniss  zwischen  entsprechenden 
Flächentheilen  ist  noch  dasselbe,  wenn  man  t  =^  P  und 

u=Q^(pt=Q  +  cpP 
setzt. 

§.  7.  Wir  wollen  jetzt  die  in  §.  5  entwickelte  analytische 
Methode  an  den  in  §.  2  aufgestellten  Beispielen  erläutern  und  daher 
erstens 

t  =  ax  -\-  by  -\-  c 

setzen,  so  dass  der  Axe  der  u  und  den  ihr  parallelen  Geraden  ein 
System  von  Parallelen  in  M  entspricht,  und  dass  der  Abstand  je 
zweier  der  ersteren  Parallelen  von  einander  dem  gegenseitigen  Ab- 
stände der  entsprechenden  letzteren  Parallelen  proportional  ist.  Denn 
für  t  =  t'  und  t  =  f  schneiden  die  entsprechenden  Parallelen  in  M 
die  Axe   der  x   in   Puncten,   Avelche   vom  Anfangspuncte   der  x  um 

Möbins  Werke  I.  q^ 
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y' Q  f c 

un^   also  von   einander   um   die  mit  t  —  t    proportio- 

a  a 

f ^ 

nale  Linie  entfernt  sind. 

a 

Aus  der  Gleichung  für  t  folgt  aber  ty  =  5,  und  damit: 
^  C  dx  mx 


7nx 
u  = f h  rp  t. 


und 

7 

Werde  nun  verlangt,  die  Function  (p  so  zu  bestimmen,  dass  für 
ti  =  e  die  erhaltene  Gleichung  in  a^x  -\-  b^y  -{-  c^  =  0  übergehe,  dass 
also  einer  gewissen  Parallele  mit  der  Axe  der  t  eine  gegebene  Ge- 
rade in  31  entspreche.  Die  EKmination  von  y  aus  der  Gleichung 
für  diese  Gerade  und  aus  der  Gleichung  für  t  giebt 

bj  —  cb^-\-c^b 


ab^  —  aj) 

und  damit 

mib.t  —  cb,  -\-  c, b) 

^  o(ao,  —  a^b) 

und  es  wird  die  Gleichung  für  ^^,  wenn  man  in  der  nun  gefundenen 
Function   (p   für    t    seinen    gegebenen    Werth    setzt,    nach    gehöriger 

Reduction : 

[ah^  —  afi)  [u  —  e)  =  7n{a^x  +  b^y  H-f,). 

Bestimmt  man  daher  a^  und  b^  so,  dass  ab^ — a^b  =  m^  so  wird: 

u  =  a^x  +  b^y  -{-c^, 

wo  fj  gleich  dem  vorigen  c^  +  e,   oder,  was  dasselbe  sagt:    Bei  den 
Gleichungen : 

t  =  ax-\-by  -\-  c,     ?/  =  aj.r  4-^1^  +  ^i 

verhält  sich  jedes  Element  der  Ebene  31  zu  dem  entsprechenden 
Elemente  der  Ebene  iV  wie  1  zu  ab^ — a^b,  was  auch  auf  elemen- 
tarem "Wege  leicht  erkannt  wird.  Es  sind  dies  die  beiden  Grund- 
formeln für  die  Affinität  in  engerem  Sinne  zwischen  ebenen  Figuren. 
Sei  zweitens 

a)  t  =  — 

y  .  . 

die   für  t  gegebene   Function   von  x,  y,   so   dass  jeder   mit  der  Axe 

der  u  parallelen  Geraden,  t  =  t' ,    eine   durch  den  Anfangspunct  der 
X,  y  gehende  Gerade  t'  =  —  entspricht,   und  zwar  dergestalt,    dass, 
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-wenn  erstere  Gerade  parallel  mit  sich  und  mit  constanter  Ge- 
schAvindigkeit  fortbewegt  wird,  letztere  sich  um  den  Anfangspunct 
dreht,  und  ihr  Durchschnitt  mit  einer  der  Axe  der  x  parallelen 
Linie  gleichförmig  in  dieser  Linie  fortrückt  (denn  wird  y  constant 
genommen,  so  wächst  x  proportional  mit  t').     Aus  a)  folgt  nun 

ax f- 

y  tj-  ax 

nach  Elimination  von  y,  mithin 


Q  =  mJ 


ax  ,  max^        my 

—.  dx  =  —     ^ 


und 

my'^    , 

"  =  !¥  +  *'■ 

In  Uebereinstimmung  mit  §.  2,  3  werde   nun   die   Function  ff  so 

bestimmt,  dass  der  Parallele  mit  der  Axe  der  t,  u  =  e,  die  Parallele 

mit  der  Axe   der  .r,   y  =  h  entspreche.     Mit  diesen   Werthen  von  u 

und  V  wird 

7no- 


e=   2,   +^^, 

und  daher 

oder  geradezu 

''       ^=2a^^'~^' 

ß) 

m     ^ 

"  =  2«  y-' 

wenn  man  der  Axe  der  t  die  Axe  der  x  entsprechend  setzt.  Ist  als- 
dann a  positiv,  so  gehören  zu  jedem  positiven  u  zwei  gleiche  und 
entgegengesetzte  y^  für  ein  negatives  u  wird  y  imaginär;  d.  h.  bloss 
die  auf  der  positiven  Seite  der  Axe  der  t  liegenden  Puncte  haben 
entsprechende  in  J/,  und  zwar  entsprechen  jedem  der  ersteren  zwei 
der  letzteren,  die  wegen  u)  den  Anfangspunct  der  .r,  y  in  der  iSIitte 
haben,  Alles  eben  so,  wie  wir  es  in  §.  2  bereits  bemerkt  haben. 

Aus  a)  und  /?)  in  Verbindung  folgt  noch  tu  ^=  ^mxy.  Einer 
Hyperbel  in  N,  welche  die  Axen  der  t  und  u  zu  Asymptoten  hat, 
oder  vielmehr  der  Hälfte  dieser  Hyperbel,  welche  auf  der  positiven 
Seite  der  Axe  der  t  liegt,  entspricht  demnach  eine  vollständige  Hy- 
perbel in  31  zwischen  den  Axen  der  x  und  y  als  Asymptoten.  Da- 
bei verhält  sich  die  Potenz  der  letzteren  Hyperbel '  zur  Potenz  der 
ersteren,  wie  1   ;  ^m. 

Entspreche  drittens,  wie  im  vorigen  Beispiele,  jeder  Parallele 
mit  der  Axe  der  u  eine  durch  den  Anfangspunct  der  x,  y  gehende 
Gerade,   sei   aber   der  Winkel  der  letzteren   mit  der  Axe  der  y  pro- 

34* 
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portional  dem  Abstände  jener  Parallele  von  der  Axe  der  ^^,  also 


X 

t  =  a  arc  tansf  — 

y 


Hieraus  folgt : 

ax                  a  l  .      t  \' 
= s 7  = 1  sm  —  I  , 

a;2  _j_  ^-2  ä;  \         a  /  ' 


% 


lind 


m 


u  =  ^^{x'  +  f)  +  cpt. 

Möge  nun  der  Axe  der  t  ein  aus  dem  Anfangspuncte  der  x,  y 
mit  h  als  Halbmesser  beschriebener  Kreis  entsprechen,  so  dass  w  =  0 
und  x^  +  2/"^  =  J-  Gleichungen  entsprechender  Linien  sind.  Dies 
giebt 

und  somit 


m 


u  = -^{x^ -{- y^  —  b'). 

Es  entspricht  daher  bei  dieser  Annahme,  und  wie  wir  in  §.  2,  4 
schon  voraus  sahen,  auch  jeder  Parallele  mit  der  Axe  der  t  ein 
Kreis,  dessen  Mittelpunct  der  Anfangspunct  der  x,  y  ist;  auch  wird 
man  die  übrigen  dort  bemerkten  Eigenschaften  durch  die  hiesigen 
Formeln  bestätigt  finden. 

Soll  der  Axe  der  t  eine  Parallele  mit  der  Axe  der  x,  also  der 
Geraden  u  =  0  ebenfalls  eine  Gerade  y  =  b  entsprechen ,  so  hat 
man  erstlich  zufolge  der  Gleichungen  für  t  und  ti.  wenn  man  darin 
für  u  und  y  resp.  0  und  b  setzt,   und  hierauf  x  aus  ihnen  eliminirt, 

mithin 

m  y^  —  b'^  ,  ^    .      OK 

wonach  also  jede  Parallele  mit  der  Axe  der  f  eine  Linie  der  vierten 
Ordnung  in  M  zur  entsprechenden  hat. 

§.  8.  Noch  allgemeiner,  als  im  Bisherigen,  können  Aufgaben 
dieser  Art  gestellt  werden,  wenn  man  nicht  geradezu  den  mit  der 
Axe  der  u  parallelen  Geraden,  sondern  einem  gegebenen  Systeme 
von  Linien  in  iV  überhaupt,  wie  es  in  §.  8  besclu-ieben  worden,  ein 
dergleichen  System  in  M  entsprechend    setzt.     Sei  das  System  in  N 
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durch  die  Gleichung  F{t,  u)  =  c  ausgedrückt,  wo  c  für  eine  und 
dieselbe  Linie  des  Sy Sternes  constant  und  von  einer  Linie  zur  an- 
deren veränderlich  ist.  Die  jedem  bestimmten  Werthe  von  c,  also 
jeder  bestimmten  Linie  des  Systems  in  JV,  entsprechende  Linie  in  M 
wird  eine  Gleichung  haben,  die  zwischen  x,  y  und  c  besteht,  und 
welcher  man  daher  die  Form  f{z,  y)  =  c  geben  kann.  Man  wii-d 
folglich  die  gegebene  Relation  zwischen  M  und  N  durch  eine  Glei- 
chung wie 

1)  p  =  q 

ausdrücken  können,  wo  />  und  q  gegebene  Functionen,  erstere  von 
X,  y,  letztere  von  t,  u  sind;  und  es  kommt  nun  darauf  an,  eine 
zweite  Gleichung  zwischen  .r,  y  t^  u  zu  finden,  welche  in  Verbin- 
dung mit  der  ersteren  t  und  u  als  solche  Functionen  von  .r,  y  giebt, 
die  der  Fundamentalgleichung  I)  Genüge  leisten. 

In  dieser  Absicht  differentiire  man  1)  nach  den  von  einander 
unabhängigen  Variabein  x  und  y,  und  man  erhält  die  zwei  Glei- 
chungen : 

Py  =  (Ith  -\-1uUy 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  I) : 

2)  Px^^y—PyUx  =  ''nqf 

Da  nun  2^  sowohl  als  u  eine  Function  von  x,  y  ist,    so   kann   u 

auch  als  eine  Function  von  x  und  2^  angesehen  werden ;  und  man  hat 

alsdann,  ähnlicher  Weise  wie  in  §.  5,  für  Uj,  und  Uy  resp.  iij-\-^'-pPx 

und  tip2^y  zu  setzen.     Hiermit  aber  verwandelt  sich  die  Gleichung  2) 

in  die  einfachere: 

—PyUx  =  '>nqt: 
mithin 

u-rdx         mdx 

3 —  = 

it  Py 

Die  partiellen  Differenzen  py  und  q^,  welche  ebenso  ^-ie  p  und  q 
ursprünglich  Functionen,  erstere  von  x,  y^  letztere  von  t,  u,  sind, 
drücke  man  nun  mittelst  der  gegebenen  Gleichungen  für  p  und  q 
resp.  als  Functionen  von  .-r,  p  und  w,  q,  oder  u,  p^  wegen  p  :=  q,  aus. 
Hierdurch  und  weil  jetzt  iij^  als  Function  von  x,  p  anzusehen  ist. 
wird  die  Differentialgleichung  3),  indem  man  p  als  constant  be- 
trachtet, integrirbar,  und  es  kommt: 

pclu  rdx 

'  J    <2t  '^    Py 
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also  eine  Gleichung  von  der  Form: 

F{u,  x,p)  =  (pp, 
wo  F  eine  bekannte  und  g)  eine  willkürliclie  Function  ist,  und  worin 
man  nur  noch  für  2^  seinen  Ausdruck  durch  x  und  y  zu  setzen  hat, 
um  u,  wie  verlangt  wird,  durch  x  und  y  ausgedrückt  darzustellen. 
Die  willkürliche  Function  (p  kann  hier,  und  so  auch  schon  im 
Obigen  (§.  5),  überhaupt  dadurch  bestimmt  werden,  dass  irgend  einer 
gegebenen  Linie  y  =  fx  in  M  eine  gegebene  Linie  f^t  in  M  ent- 
sprechen soll,  vorausgesetzt,  dass  diese  Linien  nicht  mit  in  den  an- 
fänglich gegebenen  zwei  Systemen  sich  entsprechender  Linien  be- 
griffen sind.  Denn  eliminirt  man  mit  diesen  Gleichungen  y  und  u 
aus  2^,  fj,  und  aus  der  durch  Integration  gefundenen  Gleichung  4), 
so  kommt: 

P  =  F,x,      q=p  =  F^t,      (pp  =  F^{t,x,2)), 
und  wenn  man  mittelst  der  zwei  ersten  dieser  Gleichungen  x  und  t 
aus  der  dritten  wegschafft,  so  ergiebt  sich  cpp  gleich  einer  bekannten 
Function  von  p. 

§.  9.  Zu  der  im  vorigen  Paragraphen  erhaltenen  Integral- 
formel 4)  kann  man  auch,  ohne  zu  der  Fundamentalgleichung  I) 
zurückzukehren,  unmittelbar  durch  die  einfachere  Formel  in  §.  5  ge- 
langen. Sei  wiederum  2^  =  2  die  gegebene  Gleichung  zwischen  zwei 
Systemen  entsprechender  Linien  in  M  und  N.  Man  denke  sich  eine 
dritte  Ebene  O  mit  den  rechtwinkeligen  Coordinaten  r,  lo  hinzu, 
welche  zu  den  Ebenen  M  und  N  in  affiner  Beziehung  stehe,  und 
zwar  dergestalt,  dass  je  zwei  sich  entsprechenden  Puncten  (.r,  y)  und 
(^,  u)  in  M  und  N  ein  und  derselbe  Punct  (y,  ic)  in  0,  also  auch  je 
zwei  sich  entsprechenden  Linien  in  M  und  N,  wie  p  =  a  und  q  =  a^ 
eine  und  dieselbe  Linie  in  0  entspricht.  Sei  c  =  a,  also  eine 
Parallele  mit  der  Axe  der  w,  diese  Linie  in  0,  welche  den  Linien 
p  =  a^  q  =  a  und  zwar  für  jeden  beliebigen  Werth  von  a  ent- 
spreche. Hiernach  ist  v  =  p  und  v  =  q,  und  die  eine  Coordinate  v 
in  0  ist  somit  rücksichtlich  der  Ebene  M  als  Function  von  x,  y 
und  rücksichtlich  der  iV  als  Function  von  t,  u  gegeben.  Setzen  wir 
nun  noch  fest,  dass  jedes  Element  in  0  zu  dem  entsprechenden 
Elemente  in  M  wie  w  :  1,  und  folglich  zu  dem  entsprechenden  in  iV 
wie  n  :  m  sich  verhalten  soll,  so  können  Avir  nach  §.  5  auch  die 
andere  Coordinate  %o  als  Function,  das  einemal  von  .r,  y,  das  andere- 
mal  von  f,  u  finden,  nämlich: 

C  dx   ,  n    rdt   , 
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Hieraus  folgt  aber: 

r  dt  rdx         771, 

^    9.U  Py         ^^ 

weil  p  =1  q.  In  dieser  Formel  ist  vor  der  Integration  py  durch 
p  und  X,  q^^  durch  q  und  t  auszudrücken,  beim  Integriren  selbst 
p  =  q  constant  zu  nehmen,  und  nachher  statt  p  und  q  die  für  p 
gegebene  Function  von  x  und  y  zu  setzen,  und  man  bekommt  somit 
zunächst  t  als  Function  von  x^  y. 

Die  Formel  4)  des  vorigen  §.  lehrte  uns  die  Function  kennen, 
welche  u  von  x^  y  ist.  Indessen  lässt  sich  die  eine  Formel  leicht 
auf  die  andere  reduciren;  denn  weil  man  q  beim  Integriren  als  eine 
Constante  anzusehen  hat,  so  ist 

<lt(^i  +  üu^u=  0, 
und  daher 


Cdt  _  _  rdu 
J  q,,  J    Qt  ' 


2u  ^    <lt 

woraus    die    Identität    beider    Formeln    hervorgeht.      Aus    gleichem 

/dx 
—    mit 
Pv 
_rdy 

J   Px 


'  dx 
aucn    m   jeder    der    Deiden   i^ormeln    I 

vertauschen. 


§.  10.      Um  auch   zu  der  jetzt  behandelten  allgemeineren  Auf- 
gabe ein  Beispiel  hinzuzufügen,  möge: 

a)  Imxy  =  f-  —  ti^ 

die  gegebene  Gleichung  sein,  Avonach  also  Hyperbeln  in  M,  welche 
die  Coordinatenaxen  zu  Asymptoten  haben,  gleichseitige  Hyperbeln, 
deren  Hauptaxen  in  die  Coordinatenaxen  fallen,  in  N  entsprechen. 
Es  ist  demnach: 

p  =  2mxy,     q  =  t^  —  u^, 
mithin : 


Py:=2mx,     q^  =  2t  =  2yq-{-u-,     qu  =  —  2u  =  — 2  Vi*  —  q, 

fir  ^  ^  ^""^ ""'  It  ^  *  ^""^  i^  +  Vq-hu')  =  i  log  (t-hu), 


m 

-    Py  "       ^      ■    -J     <lt 

'dt 


f^^-^\og{t-^yir=r^=-±iog{t-{-u), 
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und  daher,    mag   man   die  Formel   des  §.  8  oder  des  §.  9  anwenden: 

ß)  x[t  +  u)  =  cpp. 

Zur  Bestimmung   der  Function  q)  setze  man,    dass   der  Geraden 
y  =  ax   in  M  die  Gerade  u  =  bt  in  N  entspreche.     Hiermit  wird: 

p  =  2?nax^,     q  =  {l  —  b^)f,     cpp  =  (1  +  b)xt, 

also,  weil  q  =  p, 

Diesen   Werth   von    cpp   in   ß)    substituirt   und    Imxy  für  2^  gesetzt, 
erhält  man: 


2m{i  +6)' 
und  hieraus  in  Verbindung  mit  a) 


X    =      [t  U)      1/  ^ J-. JT  , 


{\-b) 

zwei  Gleichungen  des  ersten  Grades  zwischen  .r,  «/,  t,  u,  so  dass  bei 
der  gemachten  Bestimmung  von  cp  zwischen  beiden  Ebenen  Affinität 
im  engeren  Sinne  stattfindet. 

§.11.  Wir  wollen  nunmehr  die  Affinität  räumlicher  Figuren, 
und  zwar  sogleich  auf  analytische  Weise,  in  Untersuchung  ziehen. 
Seien  rc,  y,  z  die  rechtAvinkeligen  Coordinaten  eines  Punctes  im 
Räume  J/,  und  t,  u^  v  die  rechtwinkeligen  Coordinaten  des  ent- 
sprechenden Punctes  im  Räume  N,  also  jede  der  di*ei  letzteren  eine 
gewisse  Function  der  drei  ersteren,  und  umgekehrt.  Es  entspricht 
demnach  dem  Puncte 

(.r,  y,  z)  der  Punct  {t,  u,  v), 

{x  -\-  dx,  y,  z)  -         -       {t -\- ij.dx,  u-\-u^j,dx,  v  -\-v^dx), 

{x,y-]-dy,z)  -         -       [t -\- tydy,  ti-\-Uydy,  v -\-Vydy), 

{x,  y,  z-\-dz)  -         -       {t -\-  t..dz,  u-\-u~dz,   v-\-v~dz). 

Nun  ist  der  Inhalt  des  von  den  vier  Puncten  in  M  gebildeten  Tetra- 
eders =  ^dx  dy  dz,  und  der  Inhalt  des  Tetraeders,  dessen  Ecken 
die  4  entsprechenden  Puncte  in  N  sind, 

=      yXdydZ    [V^ityU^    —     t^Uy)     -f-    Vy{t-Uj,    —     tj,U-)     +     V.{tj,Uy    —     tyU^)]. 

Sollen  daher  die  Puncte  beider  Räume  sich  dergestalt  entsprechen, 
dass  je  zwei  sich  entsprechende  räumliche  Elemente  in  M  und  ^' 
in  dem  constanten  Verhältnisse  1  :  w?  stehen,  so  ist  die  Bedingungs- 
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gleichung,  also  die  Fundamentalgleichung  für  die  Affinität  räum- 
licher Figuren: 

II)  Vj,   [ty  U.    —     t.  Uy)     -hVy{t-  U^    —    t y.  U -)     ^    V  ^  [t j,  Uy    —     ty  U  ^)      =     TU. 

Man  kann  hier  ähnlicher  Weise,  wie  oben  (§.  4),  die  Bemerkung 
machen,  dass  unter  der  Voraussetzung:  ein  Element  in  M  verhalte 
sich  zu  dem  entsprechenden  in  N  vn.Q  1  :  m,    ein  Element  in  N  zu 

1 
dem  entsprechenden  in  M  in  dem  Verhältnisse  1  :  —  stehen  müsse, 

771 

dass  daher,  indem  x,  y,  s,   als  Functionen  von  f,  w,  v  betrachtet: 

1 

und  folglich  immer 

[vjtyti-  —  t^Uy)  +  . . .]  [zi{x.^i/^,  —  .r,?/J  +  ...]=! 

sein  müsse,  wie  auch  t,  u,  v  von  a:,  y,  z  abhängig  sein  mögen. 

Es  dürfte  nicht  überflüssig  sein,  auch  den  analytischen  Beweis 
dieser  Formel  herzusetzen ,  da  sich  dabei  einige ,  vielleicht  auch 
anderswo  brauchbare,  Relationen  zwischen  den  hier  in  Rechnuns; 
kommenden  partiellen  Differenzen  offenbaren. 

Man  setze  den  ersten  Factor  auf  der  linken  Seite  der  zu  be- 
weisenden Gleichung  wie  vorhin  gleich  m^  und  den  zweiten  Factor 
gleich  w,.     Nun  ist: 

dt  =  tj.dx  -\-  tydy  -\-  t-dz,  dx  =  x^dt  -{-  x^^dtc  -j-  Xj,dv, 
du  =  u^dx  -f-  Uydy  -{-u~dz,  dy  =  y^dt  +  yudu  -\-  y^dv , 
dv  =  v^dx  +  Vydy  +  v-dz,      dz  =  z^dt  +  z^^du  -\-  z^dv. 

Aus  den  drei  Gleichungen  linker  Hand  folgt  aber  nach  Elimination 
von  dy  und  dz: 

mdx  =  {UyV^  —  w-fy)  dt  -\-  [Cyt.  —  f^z^y)  du  -\-  [tyU^  —  t^Uy)di\ 

Hält  man  dieses  Ergebniss  mit  der  ersten  Gleichung  rechter  Hand 
zusammen,    so    giebt    die    Vergleichung    der    Coefficienten    von    dx 

und  dv: 

tyti.  —  t~  Uy  =  m  x^. , 

und  ähnlicher  "Weise  findet  sich 

t^Ux  —  ix^^z  =  ^!/n 
und,  wenn  man  den  umgekehrten  Weg  einschlägt,  und  von  den  drei 
Gleichungen  rechts  zu  denen  links  übergeht: 

•'^«  ¥r  —  ^v  Vu  =  f^i  fz ,     ^v  Vt  —  ^t  Vv  =  ^h^z  • 
auch     sieht     man     leicht,     wie     sich     zu     diesen     erhaltenen    vier 
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Gleichungen  noch   14   andere  ihnen  analoge  (zusammen  18,   den  18 
partiellen  Differenzen  entsprechend)   hinzusetzen  lassen*). 

Ferner  kommt,  wenn  man  aus  den  obigen  zwei  ersten  Glei- 
chungen links  dz^  und  aus  den  zwei  ersten  rechts  dv  eliminirt: 

u^dt  —  t-du  =  [t^u^  —  t-u^)dx  -\-  [tyU^  —  tz^y)^y 

=  —  my^jdx-\-  mx^dy  ^ 
y^  dx  —  x^  dy  =  [xi  y^  —  a:,.  yi)dt+  {x^  y,.  —  ar,,  y^)  d  u 

=  — m^u^dt  -\-  m^t~du. 

Da  nun  durch  die  von  einander  unabhängigen  dx  und  dy  weder 
dt  allein,  noch  du  allein  bestimmt  wird,  so  müssen  in  der  einen  der 
beiden  jetzt  erhaltenen  Gleichungen  die  Coefficienten  von  dx,  dy, 
dt,  du  sich  ebenso  zu  einander  verhalten,  wie  in  der  anderen. 
Hieraus  folgt  aber,  wenn  man  z.  B.  die  Coefficienten  von  dx  und  dt 
mit  einander  vergleicht,  mm^  =  1,  wie  zu  erweisen  war. 

§.  12.  Was  nun  die  Integration  der  Gleichung  II)  betrifft,  als 
wodurch  t,  u,  v  als  Functionen  von  x,  y,  z  dargestellt  werden  sollen, 
so  lässt  sich  diese  Integration  nicht  eher  vollziehen,  als  bis  zwei 
dieser  Functionen,  oder  überhaupt  zwei  Gleichungen,  jede  zwischen 
einer  Function  von  t,  u,  v  und  einer  Function  von  x^  y,  z  bereits 
gegeben  sind.  Wir  wollen  mit  dem  Einfacheren  den  Anfang  machen, 
und  t  und  u  als  bekannte  Functionen  von  .r,  y,  z  betrachten,  und 
hieraus  mit  Hülfe  der  Gleichung  II)  die  noch  unbekannte  Function 
V  zu  bestimmen  suchen. 

Die  Gleichung  II)  lässt  sich  aber  zu  diesem  Zwecke  auf  ähn- 
liche Art,  wie  in  §.  5  mit  der  Gleichung  I)  geschah,  noch  sehr  ver- 
einfachen :  Denken  wir  uns  nämlich  y  und  z  mittelst  der  gegebenen 
Gleichungen  für  t  und  u  aus  der  noch  unbekannten  Gleichung  für 
v  eliminirt,  so  wird  v  eine  Function  von  x,  t,  w,  folglich: 
dv  =  Vj.dx  -\-  Vidt-{-  v^du 

=  v^dx  -\-  Vi {tg,dx  -{-  tydy  -{-  t^dz)  -\-  v^iu^dx  -|-  iiydy  -f-  u^dz) 


*)  Noch  andere  merkwürdige  Relationen  ergeben  sieh,  Trenn  man  die  Werthe 
von  dx,  dy ,  dz,  in  denen  von  dt,  du,  dv  und  umgekehrt,  substituirt,  und  hier- 
auf den  Coefficienten  jedes  der  jedesmal  drei  übrigen  Differentiale  null  setzt. 
Diese  Relationen  sind: 

tx^t  +  hVt  +  tz^t=  1,        ^tix  4-  x.tUj,  +  x^Vx  =  1, 
tx  ^u  +  iyVu  +  ^2  s«  =  0 ,        xt  ty  +  a;„  Uy  +x^,Vy  =  (i, 

fx^v  +  iy^Jv  +  iz^v  =  0,  Xtt.  +  XuU.  -+-  X^V,  =  0, 

u.  s.  w.,  Relationen,  die,  wie  der  erste  Anblick  lehrt,  ganz  denen  analog  sind, 
welche  bei  Tränsformation  der  Coordinaten  im  Räume  zwischen  den  Cosinussen 
der  Axenwinkel  stattfinden. 
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und  man  hat  daher  bei  dieser  VorsteUung  in  ü)  statt  v^,   Vy,  r,  resp. 

^x  +  ^t  tx  +  ^u ^^x '      ^t ty  +  y« Uy  ,      Vtt~-\-  ^J^, U. 
ZU  setzen.     Hierdurch  reducirt  sich  aber  die  Gleichung  II)  auf: 

^xi^y^z  —  ^z^y)  =  ^h 
worin  die  Eingehakte  eine  bekannte  Function  von  x,  y,  z  ist,  und 
sich  daher  mittelst  der  Gleichungen  für  t  und  u  auch  als  eine 
Function  von  .r,  f,  u  darstellen  lässt.  Thut  man  dieses,  und  be- 
trachtet t  und  u  als  constant,  so  Avird,  ^veil  r  jetzt  als  Function  von 
rr,  t^  u  anzusehen  ist,  Vj.dx  ■=  du ,  und  es  kommt,  wenn  man: 

m  / =  li 

setzt:  '^  !,        "  f      ^ 

und  somit  ist  y  als  Function  von  von  x^  t,  u^  also  auch  von  x,  y^  z 
gefunden. 

Die  willkürliche  Function  (p  kann  hierbei  immer  so  bestimmt 
werden,  dass  irgend  einer  mit  der  Ebene  der  ^,  u  parallelen  Ebene 
0  =  a,  oder  überhaupt  irgend  einer  gegebenen  Fläche  v  '=f[tj  tt) 
in  N  eine  beliebige  Fläche  z  =  F{x,  y)  in  M  entspricht.  Denn  be- 
zeichnen P  und  Q  die  gegebenen  Functionen,  welche  t  und  u  von 
X,  y,  z  sind,  so  hat  man  nur  aus  den  vier  Gleichungen : 

t  =  P,     u=Q,     z  =  F{x,  y),    f{t.  u)  =  R+  (f  (t,  u) 
die  drei  Variabein  x,  y,  z  zu  eliminii-en,    und  erhält  dadurch  ^(^,  u) 
gleich  einer  bekannten  Function  von  t  und  u. 

§.  13.  Zu  mehrerer  Einsicht  in  die  Natur  der  jetzt  behandelten 
Aufgabe  mögen  folgende  graphische  Erörterungen  dienen.  Dadurch, 
dass  t  und  u  als  gegebene  Functionen  von  .r,  ?/.  z  vorausgesetzt 
werden,  nimmt  man  zwei  Systeme  von  Flächen  im  Räume  M  als 
gegeben  an,  welche  zwei  Systemen  von  Flächen  im  Räume  iV,  die 
resp.  der  Ebene  der  u,  d  und  der  Ebene  der  f,  v  parallel  sind,  ent- 
sprechen sollen.  Denkt  man  sich  die  Ebenen  eines  jeden  der  beiden 
letzteren  Systeme  in  einander  gleichen  unendlich  kleinen  Entfer- 
nungen von  einander,  so  wird  durch  sie,  und  durch  ein  drittes 
System  von  Ebenen,  welche  der  Ebene  der  t,  u  parallel  sind,  und 
ebenfalls  in  unendlich  kleinen  aber  gleichen  Entfernungen  auf  ein- 
ander folgen,  der  Raum  N  in  einander  gleiche  rechtwinkelige  Ele- 
mente zerlegt,  und  die  Aufgabe  besteht  nun  darin,  für  das  dritte 
System  von  Ebenen  ein  di-ittes  System  von  Flächen  in  M  zu  finden, 
welche  die  unendlich  dünnen  vierseitigen,  und  im  Allgemeinen 
krummen  Prismen,  in  welche  der  Raum  M  durch  die  beiden  ersten 
Systeme   von  Flächen  getheilt   wird,    quer   durchschneiden,    und   sie 
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dadurch  iu  einander  gleiche  und  zu  den  Elementen  in  N  in  einem 
gegebenen  Verhältnisse  1  :  m  stehende  Elemente  von  parallelepipe- 
discher  Form  zerlegen.  Eine  der  Flächen  dieses  dritten  Systemes 
bleibt  offenbar  der  Willkür  überlassen;  hat  man  sie  aber  einmal  be- 
stimmt, so  sind  es  damit  auch  alle  übrigen  Flächen  des  Systemes. 
Dass  die  willkürhche  Function,    welche  deshalb  im  Werthe  von 

V  hinzutritt,  eine  Function  von  t,  u  ist,  lässt  sich  ebenso,  wie  im 
Obigen  (§.  6),  auch  durch  eine  geometrische  Betrachtung  deutlich 
machen.  Hat  man  nämlich  für  t,  u,  v  bereits  drei  Functionen 
P,  Q,  R  von  .r,  y,  z  gefunden ,  welche  der  Bedingung  der  Affinität 
genugthun,  so  wird  die  affine  Beziehung  der  beiden  Räume  nicht 
aufgehoben,  und  auch  das  Verhältniss  1  :  m  nicht  geändert,  wenn 
man  in  N  an  die  Stelle  der  Ebene  der  t,  u  und  der  damit  parallelen 
Ebenen  t?  =  c ,  welchen  die  Flächen  R  =  c  in  M  entsprechen, 
ein  System  beliebig  gekrümmter,  mit  einander  paralleler  Flächen 
setzt,  so  dass,  wenn  v  =  cp{t,  z()  die  Gleichung  der  Fläche  ist,  in 
welche    die    Ebene    der    t,  u    selbst    übergegangen,     die    Gleichung 

V  =  c  -\-  q){f,  u)  der  Fläche  angehört,  welche  an  die  Stelle  der  Ebene 
15  =  c  getreten  ist.  Die  der  Fläche  R  z:=  c  entsprechende  Fläche 
in  N  ist  daher  nunmehr:  v  =  c  -\-  (p[t^  ti),  und  folglich,  weil  c  jeden 
Constanten  Werth  haben  kann,  v  =  R-{-  (p[t,  u)  die  an  die  Stelle 
von  V  =  R  tretende  Gleichung. 

§.  14.     Statt  der  Gleichungen  t  =  P,  u=Q  können  noch  all- 
gemeiner zwei  Gleichungen 

2)  p    =  q' 

angenommen  werden,  wo  j)  und  />'  gegebene  Functionen  von  .r,  y,  z, 
und  q  und  q'  gegebene  Functionen  von  t,  u,  v  vorstellen.  Alsdann 
nämlich  kennt  man  überhaupt  für  zwei  Systeme  von  Flächen  in  31 
die  entsprechenden  Flächensysteme  in  X,  und  die  affine  Beziehung 
zwischen  beiden  Räumen  wird  vollständig  bestimmt  sein,  wenn  man 
noch  für  irgend  ein  drittes  System  von  Flächen  in  N,  wofür  aber 
der  Einfachheit  willen  wiederum  das  System  der  Parallelebenen  mit 
der  Ebene  der  t,  u  genommen  Averde,  die  entsprechenden  Flächen 
in  M  angeben  kann,  also,  wenn  man  v  als  Function  von  .r,  y,  z 
kennt.  Diese  Function  lässt  sich  aber  aus  den  zwei  gegebenen 
Gleichungen  1)  und  2)  auf  folgendem  Wege  erhalten. 

DifFerentiirt  man  1)  und  2)  successive  nach  .r,  y,  z,  so  kommt: 

3)  Px  =  9  t  fx  +  ?«  w.c  +  qr  ^x . 
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5)  Pz  =  2ttz+  iu  ^h  +  2i:  ^z^ 

6)  P'x  =  9't  tx  +  2u^x  +  q'v  ^x, 
V  P'u  =  it^y  4-  <i'uUy  +  ?'i-%; 
8)  P'z  =  9't  fz  +  9'u  'h  +  9v  ^z  ■ 

Mit  diesen  6  Gleichungen  sind  aus  11)  die  6  jetzt  nicht  mehr 
in  Rechnung  kommenden  DiiFerentialquotienten  tj,,  ty,  i^,  u^,,  ii^  u^ 
wegzuschaffen.  Um  diese  Elimination  zu  bewerkstelligen,  bilde  man 
aus  4),  5),  7),  8)  die  Gleichung: 

9)  [Py  —  9v  ^y)  [p'z  —  9.'v  '^z)  —  {Pz  —  9v  ^z)  [P'y  —  9v  ^y) 

=  {9t9'u  —  9u9't)  {fy^h  —  tzUy)- 
Auf  dieselbe  Art  entwickele  man  aus  5),  3),  S),  6)  eine  Glei- 
chung 10),  und  aus  3),  4),  6),  7)  eine  Gleichung  11).  Addirt  man 
nun  9),  10),  11),  nachdem  man  sie  vorher  resp.  mit  ü^,  Oy,  v.  multi- 
plicirt  hat,  so  kommt  mit  Berücksichtigung  von  11)  und  nach  ge- 
höriger Reduction: 

1 2)       V^  [pyP'z  —Pzp'y)  +  ^'y  [PzP'x  —pxp'z)  +  V,  {pj.p'y  —PyP'.j) 

=  ^^{mu  —  9u9't), 

als  die  gesuchte  Gleichung  z^^^schen  partiellen  Differenzen.  Auch 
bei  ihr  lässt  sich  ein  dem  schon  mehrmals  gebrauchten  analosres 
Verfahren  sie  zu  vereinfachen  anwenden.  Weil  nämlich  i\  p  und  p' 
Functionen  von  .r,  y,  z  sind,  so  kann  y  auch  als  eine  von  .-r,  p,  p' 
abhängige  Function  angesehen  werden.  Alsdann  aber  ist  statt  der 
bisherigen 

v.J.  zu  setzen :    «.^  -f-  v^p,,,  -{-  v^,p  ^.^ 

^y     ~  -  ^pPy-^'^p'Pyy 

^z     -         -  ^pPz  +  ^p'P'z^ 

und   12)  zieht  sich  bei  diesen  Substitutionen  zusammen  in 

13)  W ,  [PyP'z  —pzP'y)  =  m  [qi  q\  —  q,^  q't). 

Wenn  man  nun  mittelst  der  4  Gleichungen ,  welche  p  und  p' 
als  Functionen  von  x,  y,  z^  und  </  und  q  als  Functionen  von  t,  u,  v 
darstellen,  Pyp'z — Pzp'y  durch  x,p,p',  und  qiq\i  —  quq  t  durch 
f,  y,  q  ausdrückt,  und  beim  Integriren  p^  p'  und  die  ihnen  gleichen 
q^  q  als  constant,  also  v  bloss  wegen  x  als  veränderlich  ansieht,  so 
ergiebt  sich  als  endliches  Resultat : 

r          dv                       r           dx  .       ,         ,. 

14         / -, r  =  m  j -, +  (f  {p,  p  ). 

J  qtqu  —  quqt        JpyPz—PzPy     ^'^'^' 

Statt  X  und  v  zu  Veränderlichen  bei  der  Integration  zu  nehmen, 
muss  man  offenbar  auch  je  zwei  andere  Coordinaten,  die  eine  aus 
X,  y,  z,  die  andere  aus   t,  u,  c,  zu  Veränderlichen  wählen   können. 


542  lieber  eine  allgemeinere  Art 

Die  deshalb  nöthige  Aenderung  der  letzten  Formel  ergiebt  sich,  ohne 
dass  man  deshalb  zu  ihrem  Ursprünge  zurückzugehen  braucht,  auf 
ähnliche  Art  wie  oben  (§.  9  zu  Ende).  Denn  da  q  und  q  beim  In- 
teg-riren  als  constant  betrachtet  werden,  so  ist: 

qidt  +  q^^du  -\-  q^dv  =0, 

q'idt-\-  q'udu  -\-q\,dv  =  0, 
folglich : 

dt  :  du  :  dv  =  quq'r  —  qvq'u   ■   qv9.' l  — ^19.' v   ■   iti' u  — ^ui' ty 
und 

/dt  r         du  C         dv 

~~  quq'v  —  2vq'u  ~~Jqv9't  —  qtqv  ~  * qtq u  — qu<i t' 

worin  mittelst  der  Gleichungen  für  q  und  q  die  partiellen  Differenzen 
als  Functionen  von  q^  q' ,  t  im  ersten  Integrale,  von  q,  q\  ii  im 
zweiten,  und  von  ^,  q\  v  im  dritten  auszudrücken.  Diese  drei  In- 
tegrale sind  nun  einander  gleich,  oder  vielmehr  nur  um  Constanten 
verschieden,  welche  hier,  wo  q  und  q  constant  vorausgesetzt  worden, 
auch  Functionen  von  q  und  q'  sein  können.  Auf  eben  die  Weise 
lässt  sich  auch  das  Integral  nach  x  in  ein  anderes  nach  y  oder  z 
umbilden. 

Anlangend  endlich  die  Bestimmung  der  willkürlichen  Function 
(p  {p,  p'),  so  seien  Avie  in  §.  12  z  =  F{x,  y)  und  v  =f{t,  u)  gegebene 
Gleichungen  zweier  einander  entsprechen  sollender  Flächen.  Mittelst 
z  =  F{x,  y)  und  der  zwei  Gleichungen,  welche  p  und  p  durch 
X,  y,  z  geben,  drücke  man  x  durch  p  und  p'  aus,  und  ebenso  stelle 
man  v  mittelst  v  =f{t,  u)  und  der  zwei  Gleichungen  für  q  und  q', 
durch  q  und  q'  dar.  Hiermit  aber  wird  die  Gleichung  14):  (f  [p,  ])') 
gleich  einer  bekannten  Function  von  p,  p' ,  q,  q\  also  auch  von  p,  p' 
allein,  weil  q  =  2>  und  q  =  p    ist. 

§.  15.  Beispiel.  Seien  die  gegebenen  Gleichungen  der  zwei 
sich  entsprechenden  Flächensysteme: 

XI  z 

1)  p  =  "^^  =  at  -\-  hu  -\-  cv  ^=  q^ 

2)  p'=—=  a't  +  h'u  -\-  c'v  =  q. 

y 

Hieraus  folgt: 

z  ,  X  y  ,  zx 

?;  =  «>     ?'«  =  ^''     qu  =  b,     q't=-a, 
mithin : 

2^        2/  ,  '  j'        '1 

PyPz  —VzVv  =  —  =  — .   2tqu  —  quqt  =  ab  —  ab, 
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r        dx  \   x^  1    ^y 

JpyP'z  —  PzP'y  ~  T  y  ~"  T  T' 

r         dv  V 

'^ 2t2'u  —  ^u9.'t  ~  ab'—a'b' 
und  die  endliche  Gleichung  wird: 

o\  mxy  V  ,       ,        „ 

Nach   dem  vorhin   Bemerkten   kann   statt  des  Integrales  nach  v 

auch  das  nach  t  oder  das  nach  u  genommen  werden;  diese  Integrale 

sind 

*  ,  u 

und     — -, T-  • 


bc'—b'c 


ca  —  c  a 


Dass  diese  drei  Integrale  nach  v,  t,  u  nur  um  Functionen  von  q 
und  q  von  einander  differiren,  lehrt  eine  leichte  Rechnung.  In 
der  That  findet  sich,  wenn  man  zur  Abkürzung  bc  —  b'c  =  a, 
ca  —  c'a  =  ß,  ab' — a'b  =  y  setzt: 

^J    t    bq  —  b'q        t  u   c(][ — c'q 

y  u  ya       ''      a.  ß  aß 

Soll  daher  die  Gleichung  3)  eine  analoge  Form: 

^  =  a"t  +  b"u  +  c"v 

z 

mit  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhalten,  und  soll  mithin,  wie  schon 
aus  1)  und  2)  hervorgeht, 

fP {Pi  P)  =  ff  {9,  9) 
eine  lineare  Function  von  q,  q  sein,  so  können  wir  die  Gleichung  3) 
auch  schreiben: 


xy  4«J 

z  my 


Ai-^VAii-i) 


Die  Vergleichung  dieser  letzteren  Form  mit  der  vorher  gesetzten 
giebt  aber: 

a     '  ß'  my      ' 

woraus  nach  Elimination  der  eingeführten  Coefficienten  g  und  h 


d.  i. 


aa"+/?6"+yc"=— , 
'  m 

4)    (5c' —  b' c)a-\~  {ca  —  ca) b"-\-  [ab' —  a'b)c"  =  — 
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folgt.     Durch  die  drei  Gleichungen: 

^—  =  «^  -|-  hu  +  cv, 

X 

—  =  at  -\-  0  u  -\-  c  V, 

y 

'^  =  d't  +  h"u  +  c"v, 
z 

wird  demnach  immer  eine  affine  Beziehung  zwischen  den  Räumen 
der  X,  y,  z  und  der  t,  u,  v  festgestellt,  welches  auch  die  Werthe  der 
Constanten  a,  b,  ...,  c"  sein  mögen.  Dabei  ist  das  Verhältniss  1  :  m 
zwischen  je  zwei  sich  entsprechenden  Theilen  der  beiden  Räume 
durch  die  Gleichung  4)  gegeben. 
Setzen  wir  z.  B. 

h  =  c  =  c'=  a  =  a"=  b"=  0    und   a  =  b'  =  c"=  1  . 
so  werden  die  Gleichungen: 

i/z  zx  xy 

X  y  z 

also 

X  =  Vuv,    y  =  Vt't,    z  =  y tu, 

und  m  =  4:,   d.  h.  jeder  Theil  des  Raumes  der  t,  u,  v    ist   dann   das 
Vierfache  des  entsprechenden  Theiles  im  Räume  der  x,  y,  z. 


Ueber  die  Zusammensetzung  unendlich 
kleiner  Drehungen. 
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Mob  ins  Werke  I.  3g 


Der  vorlieo^ende  Aufsatz  über  die  Zusammensetzung:  unendlich 
kleiner  Drehungen  ist  eine  weitere  Ausführung  dessen,  was  ich  in 
dem  unlängst  von  mir  herausgegebenen  Lehrbuche  der  Statik  (§.  183) 
über  diesen  Gegenstand  gesagt  habe.  Es  wird  daselbst  zuerst  auf 
die  bisher  gewöhnliche  analytische  Art  der  schon  seit  lange  bekannte 
Satz*)  bewiesen,  dass  unendlich  kleine  Drehungen  um  Axen,  welche 
sich  in  einem  Puncte  schneiden,  nach  demselben  Gesetze  wie  Kräfte 
zu  einer  mittleren  Drehung  sich  vereinigen  lassen.  Hieraus  "wird 
mit  leichter  Mühe  weiter  geschlossen,  dass  auch  in  allen  übrigen 
Fällen  die  Zusammensetzung  und  Zerlegung  der  Drehungen  ganz 
auf  dieselbe  Art  ^"ie  bei  Kräften  bewerkstelligt  werden  kann.  Zu- 
letzt wird  noch  auf  die  durchgreifende  reciproke  Beziehung  zwischen 
Kräften  und  Drehungen  aufmerksam  gemacht,  und  gezeigt,  yvie  auch 
die  Lehre  von  den  statischen  Momenten  der  Kräfte  und  damit 
alle  die  bisher  gefundenen  merkwürdigen  Sätze  dieser  Theorie  auf 
Drehungen  vollkommene  Anwendung  linden. 

Die  hier  gegebene  Darstellung  dieser  Gegenstände  unterscheidet 
sich  von  der  dortigen,  ausser  durch  grössere  Ausführlichkeit,  hinzu- 
gefügte Beispiele  und  einige  daraus  gefolgerte  geometrische  Sätze, 
hauptsächlich  dadurch,  dass,  während  ich  dort  analytisch  zu  "Werke 
ging,  ich  mich  hier  der  Construction  bedient  habe.  Es  veranlasste 
mich  hierzu  die  Erwägung,  dass  für  einen  Gegenstand,  der  ganz  in 
das  Gebiet  der  Geometrie  und  noch  dazu  des  elementaren  Theiles 
derselben  gehört,  eine  rein  geometrische  Behandlung  die  zweck- 
mässigste  ist.  Ist  es  mir  auf  diesem  Wege  gelungen,  den  Gegen- 
stand einfacher  als  sonst  zu  entwickeln,  so  rührt  dies  besonders 
noch  daher,  dass  ich  die  Theorie  der  Drehungen  mit  der  Betrach- 
tung zweier  einander  gleichen  aber  entgegengesetzten  Drehungen  um 


*    Nach  Ide,  System  der  reinen   und  angewandten  Mechanik  fester  Körper, 
Vorrede  Seite  XIV,   schreibt  sich  die  Erfindung  dieses  Satzes  aus  Italien  her. 
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parallele  Axen  eingeleitet  habe  —  eben  so,  wie  auch  die  Lehre  von 
der  Zusammensetzung  der  Kräfte  durch  Vorausschickung  der  Theorie 
der  sogenannten  Kräftepaare  in  hohem  Grade  vereinfacht  wird*). 

§.  1.  Die  einfachsten  Bewegungen,  welche  ein  Körper  annehmen 
kann  und  aus  denen  alle  übrigen  sich  als  zusammengesetzt  betrachten 
lassen,  sind  die  drehende  Bewegung  um  eine  in  Ruhe  bleibende 
Axe  und  das  parallele  Fortrücken,  oder  auch  nur  die  drehende  Be- 
wegung allein,  da  man  das  parallele  Fortrücken  als  eine  Drehung 
um  eine  unendlich  entfernte  Axe  ansehen  kann.  Sind  demnach 
zwei  verschiedene  Lagen  eines  Körpers  gegeben,  so  muss  es  immer 
möglich  sein,  ihn  durch  Drehungen  um  gewisse  Axen  aus  der  einen 
Lage  in  die  andere  zu  bringen. 

Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  zwei  Drehungen  hierzu 
immer  hinreichend  sind.  Seien  nämlich  A,  B,  C  (Fig.  1)  irgend 
drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende  Puncto  des  Körpers  in  der 
einen  Lage,  und  A',  B',   C  die  Oerter  dieser  Puncto  in  der  anderen 

Lage  des  Körpers,  also  ABC  und  A'B'C 

zwei  einander  arleiche  und  ähnliche  Drei- 

K  A       ecke.     Da  die  Lage   eines  Körpers   durch 

/    \  //        die     Oerter     vollkommen     bestimmt     ist, 

/       y^- -.J.—.^ßi       welche     drei     seiner    Puncto    einnehmen, 

/     /  /y^  die    nicht    in    einer    Geraden    liegen,     so 

/  /  /X  wird   der  Körper  aus   der   einen  Lage    in 

l/... "ä'  die  andere  gebracht  sein,   wenn   man   das 

eine     der     beiden     Dreiecke     ABC    und 
A'B'C    mit    dem    anderen    zur   Drehung 
Fig.  1.  gebracht  hat.    Man  halbiere  zu  dem  Ende 

die  Linie  AÄ  durch  eine  sie  normal 
schneidende  Ebene  a,  und  man  wird  A  mit  A!  durch  Drehung 
des  Körpers  um  irgend  eine  in  a  enthaltene  Axe  zur  Coincidenz 
bringen  können.  Ebenso  wird  B  und  B'  zusammentreffen,  wenn 
man  den  Körper  um  eine  beliebige  Axe  dreht,  welche  in  der  die 
Linie  BB'  rechtwinkelig  halbierenden  Ebene  h  begriffen  ist.  Dreht 
man  folglich  den  Körper  um  die  gemeinschaftliche  Durchschnitts- 
linie [a  h)  der  Ebenen  a  und  5,  als  Axe,  so  wii-d  sowohl  A  nach  A' , 
als  B  nach  B'  kommen,  und  zwar  gleichzeitig. 

Um  das  gleichzeitige  Zusammentreffen  darzuthun,  nehme  man 
in    der    Linie    {ah)   beliebig  zwei   Puncto   31  und  N  an.      Da  J/,  N 
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Puncte  der  Ebene  a  sind,  so  ist  MA  =  MA',  NA  =  NA' ,  und 
da  M,  N  zugleich  Puncte  der  Ebene  b  sind,  so  ist  3IB  =  MB', 
NB  =  NB' .  Da  nun  auch  AB  =  A'B',  so  sind  die  zwei  Pyra- 
miden 3INAB  und  31 N A'B'  einander  gleich  und  ähnlich,  und 
können  folglich  durch  Drehung  der  einen  um  die  gemeinschaftliche 
Kante  31 N,  d.  i.  um  [ah],  zur  Coincidenz  gebracht  werden,  wobei, 
wie  zu  beweisen  verlangt  wurde,  AB  und  A'B'  zusammenfallen. 
Um  endlich  noch  C  auf  C  zu  bringen,  hat  man  nur  den  Körper 
um  die  jetzt  zusammenfallenden  AB  und  A'B'  als  Axe  zu  drehen. 

§.  2.     Zusätze,     a)   Ein  specieller  Fall,    bei  welchem  der  erste 
Theil  der  oben  beschriebenen  Operation  nicht  anwendbar  ist,  ist  der, 
wenn  die  Ebene  b  mit  der  Ebene  a  zusammenfällt. 
Alsdann  sind  AA'  und  B  B'  auf  derselben  Ebene  a 

perpendiculär,  folglich  diese  Linien  sowohl,  als  die       x 1 

Linien   AB    und   A'B',    in    einer    einzigen   Ebene        \  / 

enthalten;    der    Durchschnitt    von   AB    und    AB,         \ 
welcher  D  heisse  (Fig.  2),  fällt  in  die  Ebene  a,  und  \         / 

es  ist  DA  =  DA',   so  wie  DB  =  DB'.     Hier  hat  \      / 

man    also,     um    AB    auf    A'B'    zu    bringen,    den  \  / 

Körper    um    eine    in   D    auf    der    Ebene    AB  A'B'  \' 

normal  errichtete  Axe   zu   drehen.     Die  Coincidenz 
von    C  und    C   wird   hierauf   wie   vorhin    bewerk-  '^' 

stelligt. 

b)  Nimmt  man  in  dem  oben  besprochenen  Falle,  wo  die  Ebenen 
«  und  b  eine  und  dieselbe  sind,  in  dieser  Ebene  irgendwo  zwei 
Puncte  31  und  N,  welche  mit  D  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so 
sind  3INAB  und  3INÄ B'  zwei  einander  gleiche  und  ähnliche  und 
zugleich  symmetrisch  liegende  Pyramiden.  (Liegen  die  Puncte  31 
und  N  der  Ebene  a  mit  D  in  einer  Geraden,  so  sind  3INAB  und 
3INA'B'  nur  ebene  Figuren.)  Und  umgekehrt:  Haben  zwei  einander 
gleiche  und  ähnliche  Pyramiden  3INAB  und  31 N A'B'  eine  sym- 
metrische Lage,  so  wird  eine  Ebene,  w^elche  die  Linie  AA'  recht- 
winkelig halbirt,  auch  BB'  rechtwinkelig  halbiren  und  die  ge- 
meinschaftliche Kante  31N  in  sich  enthalten.  Wenn  folglich  die 
Ebene,  welche  AA'  rechtwinkelig  halbirt,  dieses  nicht  auch  an  B B' 
thut,  d.  h.  wenn  die  Ebenen  a  und  b  nicht  zusammenfallen,  so  ist 
es  nicht  möglich,  eine  Linie  J/iV  so  zu  ziehen,  dass  zwei  einander 
gleiche  und  ähnliche  und  zugleich  symmetrische  Pyramiden  3INAB 
und  3INÄB'  entstehen. 

Es   soll  diese   Bemerkung  zur  Ergänzung   des    in  §.  1  geführten 
Eeweises    dienen.      Unter  der   dort    stillschweigend  gemachten  Vor- 
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aussetzung,  dass  die  Ebenen  a  und  h  von  einander  verschieden  sind, 
können  nämlich,  dem  oben  Gesagten  zufolge,  die  einander  gleichen 
und  ähnlichen  Pyramiden  MNAB  und  MNA'B'  nicht  zugleich 
symmetrisch  sein.  Sind  sie  aber  dieses  nicht,  so  ist  es  immer  mög- 
lich, die  eine  durch  Drehung  um  MN  mit  der  anderen  zur  Coinci- 
denz  zu  bringen.  Denn  nur  in  dem  Falle,  wenn  sie  zugleich  eine 
symmetrische  Lage  gegen  einander  haben,  ist  eine  Coincidenz  auf 
keine  Weise  zu  bewerkstelligen. 

c)  Da  die  drei  Puncte  A,  B,  C  ganz  willkürlich  in  dem  Körper 
genommen  werden  können,  wofern  sie  nur  nicht  in  einer  Geraden 
liegen,  und  da  mit  anderer  Annahme  von  A,  B,  C  und  den  ihnen 
entsprechenden  A',  B',  C  in  der  zweiten  Lage  des  Köi-pers  auch 
die  Linie  MN  und  die  nach  der  ersten  Drehung  zusammenfallenden 
Linien  AB  und  AB'  ihre  Lagen  ändern,  so  erhellt,  dass  der  Körper 
auf  unendlich  viele  verschiedene  Arten  durch  zwei  Drehungen  aus 
der  einen  Lage  in  die  andere  gebracht  werden  kann. 

d)  Zuweilen  reicht  schon  eine  einzige  Drehung  hin,  um  den 
Körper  aus  der  einen  der  beiden  gegebenen  Lagen  in  die  andere  zu 
bringen.  Dieser  Fall  kann  jedoch  nur  dann  eintreten,  wenn  die 
drei  Linien  AA' ^  BB',  CC  einer  und  derselben  Ebene  parallel  sind. 
Denn  bei  einer  einzigen  Drehung  sind  die  Wege  von  A,  B,  C 
Kreisbögen,  deren  Ebenen  auf  der  Drehungsaxe  normal  und  daher 
mit  einander  parallel  sind.  Wenn  folglich  durch  eine  einzige 
Drehung  die  Puncte  A,  B,  C  nach  A',  B',  C  kommen,  so  sind  die 
Linien  AA',  BB',  C C ,  als  die  Sehnen  jener  Kreisbögen,  einer  auf 
der  Drehungsaxe  normalen  Ebene  parallel. 

Wir  wollen  nun  untersuchen,  ob  auch  umgekehrt,  wenn  AA\ 
BB',  CC  einer   und   derselben  Ebene  e  parallel  sind,   die  Dreiecke 

ABC  und  A'B'C  durch  eine  ein- 
zige Drehung  zur  Coincidenz  ge- 
bracht werden  können.  Seien  zu 
diesem  Ende  31,  33,  g,  2(',  i8',  ß' 
(Fig.  3)  die  rechtwinkeligen  Projec- 
tionen  von  A,  B,  C,  A',  B' ,  C 
auf  e,  so  ist,  weil  AA'  mit  e 
parallel  ist,  A%  =  A'%' ,  und  ebenso 
B^  =  B'^'.  Hieraus  und  wegen 
der  rechten  Winkel  bei  3t,  31',  33,  33', 
und  da  AB  =  AB'  ist,  folgt  weiter,  dass  die  Vierecke  A%^B 
und  A'W^' B'  einander  gleich  und  ähnlich  sind,  und  dass  mithin 
3(33  =  31'©'  ist.  Auf  gleiche  Art  zeigt  sich,  dass  33(S  =  33'^'  und 
(53(==(E'3r   ist.      Es   sind   folglich   die   Dreiecke  21^(5   und  2l'iö'(E' 


Fig.  3. 
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in  der  Ebene  e  einander  gleich  und  ähnlich,  und  die  Ordnung,  in 
welcher  bei  ihnen  die  gleichnamigen  Ecken  auf  einander  folgen,  ist 
entweder  eine  und  dieselbe  oder  nicht. 

Im  ersten  Falle  lässt  sich  das  eine  Dreieck  durch  Drehuns  um 
einen  Punct  2DI  in  der  Ebene  e  mit  dem  anderen  zur  Deckung 
bringen.  Dieser  Punct  901  wird  gefunden  als  der  gemeinschaftliche 
Durchschnitt  der  zwei  in  e  gezogenen,  die  Linien  %W  und  iÖiö' 
rechtwinkelig  halbirenden  Geraden  a  und  6,  und,  wenn  a  und  6 
zusammenfallen,  als  der  gemeinschaftliche  Durchschnitt  von  %SQ 
und  2t' ^'  selbst.  —  Der  Beweis  hiervon  wird  auf  analoge  Art  wie 
vorhin  bei  den  Körpern  geführt.  —  In  demselben  Falle  wird  folglich 
auch  der  eine  Körper  mit  dem  anderen  durch  eine  Drehung  um 
eine  die  Ebene  e  in  9)1  rechtwinkelio^  schneidende  Axe  m  zur  Deckung 
gebracht.  Denn  hierdurch  kommen  nicht  allein  5t,  ^,  (E  gleichzeitig 
nach  2t',  ©',  S',  sondern  auch,  da  2t^  und  2t' -4'  einander  gleich 
und  der  Drehungsaxe  parallel  sind,  A  gleichzeitig  nach  A  und 
ebenso  B  nach  B'  und  C  nach  C. 

Im  anderen  Falle,  wenn  die  Aufeinanderfolge  der  Ecken  in  dem 
einen  der  beiden  Dreiecke  2tS3(E  und  2t'iß'ß'  der  Aufeinanderfolge 
der  gleichnamigen  Ecken  in  dem  anderen  entgegengesetzt  ist,  -wird 
zwar  ebenfalls  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  m  die  Coincidenz 
von  2t iß  mit  2t'S',  also  auch  von  AB  mit  Ä  B\  aber  nicht  von  (E 
mit  (5'  und  daher  auch  nicht  von  C  mit  C  herbeigeführt.  Da  nun, 
wenigstens  im  xlllgemeinen ,  die  Coincidenz  von  2t  iß  mit  2t' ^'  auf 
keine  andere  Weise  als  durch  eine  Drehung  um  die  Axe  m  bewerk- 
stelligt werden  kann,  so  ersieht  man,  dass  in  diesem  Falle  im  All- 
gemeinen zwei  Drehungen  nöthig  sind,  um  den  Körper  aus  der 
einen  der  beiden  gegebenen  Lagen  in  die  andere  zu  bringen. 

Nur  dann  reicht  in  diesem  Falle  eine  einzige  Drehung  hin, 
wenn  die  Geraden  a  und  b  zusammenfallen,  also  wenn  die  Dreiecke 
2t53e  und  2t' iß' G' symmetrisch  liegen.  Alsdann  sind  2t 2t',  ^iß',  (E(E', 
folglich  auch  AA ,  BB',  CC  miteinander  parallel;  nicht  bloss  mit 
einer  und  derselben  Ebene ;  und  gegen  die  Ebene ,  in  welcher  die 
Mittelpuncte  der  drei  letzten  Linien  liegen,  haben  die  Dreiecke 
ABC  und  AB'C  eine  symmetrische  Lage.  Das  eine  dieser  Drei- 
ecke aber  wird  mit  dem  anderen  durch  Drehung  um  die  Durch- 
schnittslinie ihrer  Ebenen  zur  Coincidenz  gebracht. 

§.  3.  Denken  wir  uns  jetzt,  dass  ein  Körper  durch  Drehungen 
um  drei  oder  mehrere  xVxen  aus  seiner  anfänglichen  Lage  in  eine 
beliebige  andere  gebracht  werde.  Da,  wie  schon  oben  gezeigt  wor- 
den, jede  Ortsveränderung  eines  Körpers,  wo  nicht  durch  eine,  doch 
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immer  durch  zwei  Drehungen  bewerkstelligt  werden  kann,  so  wer- 
den jene  drei  oder  mehrere  Drehungen,  wo  nicht  mit  einer,  so  doch 
immer  mit  zweien  gleichgeltend  sein,  sich  auf  zwei  reduciren  lassen, 
und  es  entsteht  hiermit  die  Aufgabe:  Aus  de?i  Richtu7ige7i  dreier  oder 
mehrerer  Axeti  U7id  aus  den  Winkeln,  um  welche  e^V^  Körper  um  sie 
gedreht  toird,  zwei  Axen  und  die  ihnen  zugehörigen  Drehungswinkel  zu 
finden,  dergestalt,  dass  die  durch  letztere  Drehungen  heivirkte  Aenderung 
der  Lage  des  Körpers  eitierlei  mit  der  durch  erstere  Drehungen  her- 
vorgehrachten  Lageänderung  sei. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  in  ihrer  Allgemeinheit  möchte  zu 
einem  ziemlich  verwickelten  Resultate  führen.  Wir  wollen  uns  da- 
her gegenwärtig  auf  den  mögKchst  einfachen  Fall  beschränken,  bei 
welchem  die  Drehungswinkel  unendlich  klein  sind,  und  wo  es  eben 
deshalb  nicht  auf  ihre  absoluten  Werthe,  sondern  nur  auf  ihre  gegen- 
seitigen Verhältnisse  ankommt. 

§.  4.  Bei  jeder  Drehung  kann  man  seinem  eigenen  Körper 
eine  solche  Lage  geben,  dass  die  Drehung  nach  einer  und  derselben 
Richtung,  etwa  von  der  Linken  nach  der  Rechten  gehend,  erscheint. 
Man  nenne  hiernach  die  positive  Richtung  ihrer  Axe  diejenige,  bei 
welcher,  wenn  mit  ihr  die  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe  zusammenfällt,  die  Drehung  nach  der  Rechten  geht.  Die 
Grösse  des  unendlich  kleinen  Drehungswinkels  drücke  man  durch 
einen  ihm  proportionalen  Theil  der  Axe  aus,  und  verstehe  hiernach 
unter  der  Drehung  AB  eine  der  Länge  AB  proportionale  Drehung 
um  eine  Axe,  deren  positive  Richtung  vom  Puncte  A  nach  dem 
Puncte  B  geht.  Und  ebenso ,  wenn  es  ohne  weiteren  Zusatz  heisst, 
dass  der  Körper  um  AB  gedreht  werden  soll,  werde  durch  AB  die 
Richtung  der  Axe  und  die  Grösse  der  Drehung  zugleich  ausgedrückt 
angenommen. 

Sind  daher  A,  B,  C,  D,  ...  mehrere  in  einer  Geraden  liegende 
Puncte,  so  sind  die  Drehungen  AB  und  BC  gleichwirkend  mit  der 
einzigen  AC,  die  Drehungen  AB,  BC  und  CD  gleich  wirkend  mit 
der  einzigen  AD,  u.  s.  w. ,  in  welcher  Ordnung  auch  die  Puncte 
auf  einander  folgen  mögen. 

§.  5.  Bei  der  Drehung  AB  (Fig.  4)  beschreibt  der  Punct  P 
des  Körpers  eine  unendlich  kleine,  auf  der  Ebene  ABP  perpen- 
diculäre  Linie,  welche  proportional  mit  der  Grösse  der  Drehung, 
d.  i.  mit  AB,  und  mit  der  Entfernung  des  Punctes  P  von  AB,  also 
proportional  mit  der  Dreiecksfläche  PAB  ist.  Die  Richtung  aber, 
nach  welcher  sich  P  bewegt,  ist  einerlei  mit  der  positiven  Richtung 
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Fig.  4. 


einer  Axe,  welche  einer  ihrem  Sinne  nach  durch  die  Aufeinander- 
folge von  PAB  angedeuteten  Drehung  zukommt.  Ist  nämlich  PP' 
der  von  P  beschriebene  Weg,  und  erscheint  dieser, 
wenn  AB  die  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe  ist,  nach  rechts  gehend,  so  vdxd.  auch, 
wenn  PP'  zur  Richtung  von  den  Füssen  nach  dem 
Kopfe  genommen  wird,  die  Richtung  ^jB',  folglich 
auch  der  Sinn  der  Drehung  PAB,  nach  rechts 
gehen. 

Bei  mehreren  Drehungen  AB,  CD,  ...  um  Axen,  welche  in 
einer  und  derselben  Ebene  liegen,  sind  daher  die  Bewegungen  eines 
in  derselben  Ebene  befindlichen  Punctes  P  nicht  bloss  der  Grösse, 
sondern  auch  dem  Zeichen  nach,  den  Dreiecken  PAB,  PCD, 
proportional,  indem  die  bei  den  Drehungen  AB  und  CD  auf  der 
Ebene  normalen  Wege  von  P  nach  einerlei  oder  entgegengesetzten 
Seiten  dieser  Ebene  gerichtet  sind,  je  nachdem  die  Folgen  PAB 
und  PCD  von  einerlei  oder  entgegengesetztem  Sinne  sind,  also 
die  Dreiecke  PAB  und  PCD  einerlei  oder  verschiedene  Zeichen 
haben. 


£' 


§.  6.  Seien  A,  B,  C,  D,  ....  (Fig.  5)  die  vier  aufeinanderfolgen- 
den Ecken  eines  Parallelogrammes ,  und  C ,  D'  die  Oerter,  welche 
die  anfänglich  mit  C,  D  zusammenfallenden  Puncte  des  Körpers 
nach  einer  Drehung  AB  einnehmen.  Ebenso  seien 
Ä,  B'  die  Oerter  der  anfängKch  mit  A,  B  zu- 
sammenfallenden Puncte  des  Körpers  nach  einer  ^' 
Drehung  CD.  Da  die  Puncte  C ,  D'  resp.  den 
C,  D  unendlich  nahe  liegen,  so  bleiben  sie  bei  j_\ 
der  zweiten  Drehung  CD  unverrückt,  und  die 
nach  beiden  Drehungen  von  A,  B,  C,  D  be- 
schriebenen Wege  AA',  BB',  CC,  DD'  sind  auf 
der  Ebene  AB  CD  rechtwinkelig  und  resp.  proportional  den  Drei- 
ecken ACD,  BCD,  CAB,  DAB,  also  einander  gleich,  auch  dem 
Zeichen  nach;  so  dass  durch  beide  Drehungen  ein  paralleles  Fort- 
rücken des  Körpers  ohne  Drehung  um  eine  der  Hälfte  des  Parallelo- 
grammes AB  CD  proportionale  Linie  bewirkt  vriid. 

Ueberhaupt  also  erzeugen  zwei  einander  gleiche  aber  entgegen- 
gesetzte Drehungen  um  zioei  parallele  Axen  ein  auf  der  Ebene  der 
Axen  perpendiculares  Fortr^ücken,  welches  dem  Producte  aus  dem 
gegenseitigen  Abstände  der  beiden  Axen  in  den  Drehung swinkel  pro- 
portional ist. 
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§.  T.  Seien  A,  B,  C  drei  nicht  in  einer  Geraden  liegende 
Puncte.  lind  Averde  der  Körper  nach  und  nach  um  AB,  BC^  CA 
gedreht.  Ein  in  der  Ebene  ABC  befindlicher  Punct  P  des  Körpers 
rückt  dabei  rechtwinkelig  auf  der  Ebene  fort,  um  Linien,  die  den 
Dreiecken  PAB,  PBC,  PCA  proportional  sind.  Die  Totalver- 
rückung  von  P  ist  daher  der  Summe  dieser  Dreiecke  mit  gehöriger 
Berücksichtigung  ihrer  Zeichen  proportional.  Diese  Summe  ist  aber 
gleich  dem  Dreiecke  ABC.  Mithin  rückt  jeder  Punct  dieser  Ebene, 
und  folglich  der  Körper  selbst,  perpendicular  auf  derselben  um  eine 
der  Dreiecksfläche  ABC  proportionale  Grösse  fort. 

Zusatz.  Auf  gleiche  Art  wird  bewiesen,  dass  auch  bei  einem 
mehrseitigen  ebenen  Vieleck,  wenn  jede  seiner  Seiten  nach  der 
Richtung  genommen  wird,  nach  welcher  sie  von  einem  den  Peri- 
meter der  Vielecks  beschreibenden  Puncte  durchlaufen  wird,  der  um 
jede  Seite  um  einen  ihrer  Länge  proportionalen  Winkel  gedrehte 
Körper  perpendicular  auf  der  Ebene  des  Vielecks  um  eine  der 
Fläche  des  letzteren  proportionale  Linie  fortrückt. 

Dieses  parallele  Fortrücken  des  Körpers  findet  selbst  dann  statt, 
wenn  das  Vieleck  kein  ebenes  ist.  Denn  sind  z.  H.  A,  B,  C,  D 
vier  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Puncte ,  so  bewirken  die 
Drehungen  AB,  BC,  CA  ein  auf  der  Ebene  ABC  perpendiculares 
Fortrücken  und  die  Drehungen  AC,  CD,  DA  ein  auf  der  Ebene 
A  CD  perpendiculares  Fortrücken.  Von  der  einen  Seite  reduciren 
sich  aber  diese  sechs  Drehungen  auf  die  vier  AB,  B  C,  CD,  DA, 
indem  sich  CA  und  AC  gegen  einander  aufheben,  und  von  der 
anderen  erzeugen  zwei  verschieden  gerichtete  parallele  Fortrückungen 
in  Verbindung  ein  paralleles  Fortrücken  nach  einer  mittleren  Rich- 
tung. 

§.  8.  Seien  wiederum  A,  B,  C,  D  die  vier  Ecken  eines  Paral- 
lelogrammes  in  ihrer  Aufeinanderfolge,  so  sind  die  zwei  Drehungen 
AB,  CD  gleichwirkend  mit  den  dreien  AB ,  BC,  CA,  indem  erstere 
sowohl  (§.  6),  als  letztere  (§.  7),  ein  dem  Inhalte  des  Dreiecks  ABC 
proportionales  und  auf  seiner  Ebene  perpendiculares  Fortrücken  nach 
derselben  Seite  hervorbringen.  Mithin  sind  auch,  wenn  auf  beiden 
Seiten  die  Drehungen  BA,  CB  hinzugefügt  w^erden,  die  zwei 
Drehungen  CB  und  CD  gleichwirkend  mit  der  einzigen  CA ;  d.  h. : 
Zwei  Drehungen,  deren  Axen  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  lassen 
sich  zu  einer  einzigen  zusammensetzeyi ,  icelche  der  Richtung  ihrer  Axe 
und  Grösse  nach  durch  die  Diagonale  eines  Parallelogrammes  ausge- 
drückt vnrd ,  in  welchem  die  anliegenden  Seiten  ihrer  Pichtung  und 
Grösse  nach  die  ersteren  Drehungen  torstellen. 


\ 
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Zusatz.  Aus  der  Zusammensetzung  zweier  Drehungen,  deren 
Axen  sich  schneiden,  muss  sich  die  Zusammensetzung  von  Drehungen 
um  parallele  Axen,  als  ein  specieller  Fall  der  ersteren,  herleiten 
lassen,  da  parallele  Axen  auch  als  solche  angesehen  werden  können, 
die  sich  in  unendlicher  Entfernung  schneiden.  Indessen  lässt  sich 
dieser  besondere  Fall  auch  unmittelbar  durch  Anwendung  des  in 
§.  6  erhaltenen  Satzes  behandeln. 

Seien  AB  CD  und  FGHI  (Fig.  6)  zwei  in  einer  Ebene  liegende 
Parallelogramme  und  ihre  Flächen  auch  dem  Zeichen  nach  einander 
gleich,  so  dass  durch  die  Folgen  ABC  und  FGH  einerlei  Sinn  der 
Umdrehung  ausgedrückt  wird.  Alsdann  haben  die  Drehungen  AB 
und  CD  gleiche  Wirkung  mit  den  Drehungen  FG  und  HI,  da 
jedes  dieser  Paare  von  Drehungen  ein  auf 
der  Ebene  ihrer  Axen  perpendiculares,  nach 
einerlei  Seite  gerichtetes  und  dem  Inhalte 
des  Parallelogrammes  proportionales  Fort- 
rücken hervorbringt.  Es  heben  sich  daher 
die  vier  Drehungen  AB,  CD,  GF,  IH 
gegen  einander  auf.  Werden  nun  noch,  was 
immer  möglich,  die  zwei  Parallelogramme 
in  einer  solchen  Lage  gegen  einander  an- 
genommen, dass  CD  und  GF  in  dieselbe 
Gerade  fallen  und  darin  einerlei  Richtung 
haben ,    so  ist  diese  Gerade  parallel  mit  A  B  Fig.  o. 

und   IH  und    liegt  zwischen   ihnen   in   Ab- 
ständen,   die   sich  wegen    der  Gleichheit    der    Parallelogramme    wie 
IH  :  AB   verhalten.     Dabei    werden    die   Drehungen  CD   und   GF 
gleichwirkend  mit  der  einzigen  CD-\-  GF,  und  Avir  schliessen  daher: 

Wenn  von  drei  Drehungen  um  parallele  Axen  in  einer  Ebene 
die  Drehung  um  die  mittlere  Axe  den  entgegengesetzten  Sinn  der 
beiden  anderen  hat  und  der  Summe  derselben  gleich  ist,  und  wenn 
die  mittlere  Axe  von  den  beiden  anderen  sich  in  Abständen  befindet, 
die  sich  umgekehrt  wie  die  Drehungen  um  dieselben  verhalten,  so 
heben  sich  die  Drehungen  gegen  einander  auf. 

Wie  hiernach  Drehungen  um  zwei  parallele  Axen  zu  einer  dritten 
verbunden  werden  können,  ist  ohne  weiteres  Erörtern  klar. 


§.  9.  Wenn  in  dem  Vorhergehenden  gezeigt  wurde,  wie  zwei 
oder  mehrere  Drehungen  ein  paralleles  Fortrücken  hervorbringen, 
und  wie  zwei  Drehungen  sich  zu  einer  einzigen  zusammensetzen 
lassen,  so  war,  wie  sich  schon  aus  den  dort  angewendeten  Schlüssen 
ergab,  die  Ordnung,  in  welcher  man  die  zAvei  oder  mehrere  Drehungen 
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auf  einander  folgen  Hess,  ganz  -willkürlich.  Es  lässt  sich  aber  diese 
Willkür  in  der  Aufeinanderfolge  unendlich  kleiner  Drehungen,  ab- 
gesehen von  jenen  speciellen  Fällen,  auch  allgemein  darthun.  Sie 
bildet  einen  Fundamentalsatz  in  der  Theorie  der  Drehungen  und 
gründet  sich  darauf,  dass  die  Wege,  welche  zwei  einander  unendlich 
nahe  Puncte  des  Körpers  bei  einer  unendlich  kleinen  Drehung  des- 
selben beschreiben,  als  zwei  einander  gleiche  Parallelen  zu  be- 
trachten sind. 

Wenn  daher  der  Punct  A  (Fig.  7)  bei  der  Drehung  FG  den 
Weg  AB,  und  bei  der  Drehung  HI  den  Weg  AI)  beschreibt,  so 
wird   er,    wenn    nach    der    ersten   dieser   Drehungen   die    ZAveite  HI 

erfolgt,  von  B  aus,  als  von  einem  Puncte, 
dessen  Lage  gegen  die  Axe  HI  von  der 
Lage  des  A  gegen  dieselbe  Axe  nur  un- 
endlich wenig  verschieden  ist,  einen  dem 
AD  gleichen  und  parallelen  Weg  zurück- 
legen. Ist  er  aber  zuerst  durch  die  Drehung 
HI  von  A  nach  D  gebracht  worden,  so 
wird  er,  wenn  hierauf  die  Drehung  FG  ge- 
schieht, von  D  aus  einen  Weg,  gleich  und 
p.    ^  parallel  mit  AB,  beschreiben.    Mag  also  zu- 

erst die  Drehung  FG  und  nachher  die 
Drehung  HI  oder  umgekehrt  erfolgen,  so  wird  der  Punct  A  immer 
nach  der  vierten  Ecke  C  des  Parallelogrammes  gelangen,  dessen  drei 
übrige  Ecken  in  ihrer  Folge  B,  A,  D  sind.  Da  nun  dasselbe  auch 
von  allen  übrigen  Puncten  des  Körpers  gilt,  so  schliessen  wir,  dass 
die  durch  zwei  unendlich  kleine  Drehungen  um  zwei  verschiedene 
Axen  bewirkte  Verrückung  unabhängig  ist  von  der  Aufeinanderfolge 
der  Drehungen.  Da  endlich  von  irgend  zwei  Complexionen  dreier 
oder  mehrerer  Elemente  die  eine  aus  den  anderen  durch  fortgesetztes 
Vertauschen  zweier  nebeneinanderstehender  Elemente  hergeleitet 
werden  kann,  so  erhellt,  dass  auch  die  durch  drei  oder  mehrere 
Drehungen  bewirkte  Totalverrückung  von  der  Ordnung,  in  welcher 
die  Drehungen  auf  einander  folgen,  unabhängig  ist. 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  lassen  sich  auch  die  im  vorigen  §.  in 
Anwendung  gekommenen  Sätze  beweisen,  nämlich,  dass,  wenn  eine 
oder  mehrere  Drehungen  gleiche  Wirkung  mit  mehreren  anderen 
Drehungen  haben,  die  ersteren,  in  Verbindung  mit  den  im  ent- 
Q-eo-ensresetzten  Sinne  genommenen  letzteren,  den  Körper  unverrückt 
lassen,  und  dass,  wenn  mehrere  Drehungen  einander  aufheben,  eine 
oder  etliche  derselben  gleichwirkend  mit  den  entgegengesetzt  ge- 
nommenen übrigen  sind. 
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Denn  sind  die  Drehungen  ^5,  CD,  ...  gleichwirkend  mit  den 
Drehungen  i^ö,  HI,  ...,  so  sind  es  auch  AB,  CD,  ...,  GF,  IH,  ..., 
mit  FG,  HI,  ...,  GF,  IH,  ...;  letztere  aber  in  der  Ordnung  PG, 
GF,  HI,  IH,  ...  genommen,  heben  sich  paarweise  auf.  Mithin 
muss  auch  die  Totalwirkung  der  ersteren  Null  sein. 

Auf  ähnliche  Art  wird  auch  der  umgekehrte  Satz  bewiesen. 

§.  10.  Die  Art  und  Weise,  auf  welche  sich  nach  §.  4  und  §.  8 
zwei  oder  mehrere  Drehungen,  deren  Axen  in  dieselbe  Gerade  fallen, 
und  zwei  Drehungen,  deren  Axen  in  derselben  Ebene  liegen,  zu 
einer  einzigen  zusammensetzen  lassen,  ist  ganz  der  Zusammensetzung 
von  Kräften  analog,  deren  Richtungen  in  derselben  Geraden  oder 
in  derselben  Ebene  enthalten  sind.  Man  hat  nämKch  nur  Richtung 
und  Grösse  der  Kraft  mit  Axe  und  Grösse  der  Drehung  zu  ver- 
tauschen, um  aus  der  bekannten  Vorschrift  für  die  Zusammensetzung 
der  Kräfte  die  Vorschrift  für  die  der  Drehungen  abzuleiten.  Da 
nun,  wie  aus  der  Statik  bekannt  ist,  mit  Anwendung  des  Satzes  von 
Kräften,  deren  Richtungen  in  dieselbe  Gerade  fallen,  und  mit 
Hülfe  des  Parallelogrammes  der  Kräfte ,  alle  übrigen  die  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung  der  Kräfte  betreffenden  Sätze  sich  ergeben, 
so  erhellt,  dass  nicht  allein  in  den  vorhin  besonders  betrachteten 
Fällen,  sondern  auch  in  allen  übrigen,  zwischen  Kräften  und 
Drehungen  die  vollkommenste  Analogie  herrschen  muss.  Unter 
Anderen  werden  daher  alle  die  merkwürdigen  Eigenschaften,  welche 
die  sogenannten  Kräftepaare  besitzen,  auch  Paaren  von  Drehungen 
etc.,  Paaren  von  einander  gleichen,  aber  entgegengesetzten  Drehungen 
um  parallele  Axen  zukommen.  So  folgt  z.  B.  schon  unmittelbar  aus 
§.  6,  dass  ebenso  wie  ein  Kräftepaar  auch  ein  Paar  von  Drehungen 
ohne  Aenderung  seiner  Wirkung  in  seiner  Ebene  und  parallel  mit 
derselben  verlegt  werden  kann. 

Ueberhaupt  also :  Wenn  zutschen  mehreren  auf  einen  frei  beweg- 
lichen Körper  wirkenden  Kräften  Gleichgeicicht  stattfindet,  icird  auch 
der  Totaleffect  von  Drehungen,  deren  Axen  die  Richtungen  der  Kräfte 
sind  und  deren  Grössen  sich  wie  die  Intensitätoi  der  Kräfte  verhalten, 
Null  sein.  Oder  kürzer  ausgedrückt :  Halten  die  ihrer  Richtung  und 
Intensität  nach  durch  die  Linien  AB,  CD,  EF,  .  .  .  dargestellten 
Kräfte  einander  das  Gleichgewicht,  so  bringen  auch  die  Drehungen 
AB,   CD,  EF,  ...  in  Verbindung  keine  Verrückung  hervor. 

Insbesondere  fliesst  hieraus  noch,  dass  —  da  drei  oder  mehrere 
auf  einen  Körper  wirkende  Kräfte  sich  immer,  wo  nicht  auf  eine, 
doch  auf  zwei  reduciren  lassen,  —  dass  auch  Drehungen  in  beliebiger 
Anzahl   immer   auf   wenigstens    zwei  zurückgeführt  werden   können. 
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Auch   folgerten   Avir   dasselbe   schon   in    §.  3    aus   den   in  §§.1   und  2 
angestellten  Betrachtungen. 

§.11.  Die  zwischen  Kräften  und  Drehungen  stattfindende 
Analoo-ie  ist  noch  besonders  wegen  ihrer  reciproken  BeschaflFenheit 
merkA^-ürdig.  Eine  einzelne  Kraft  wird  bestimmt  durch  die  Gerade, 
in  welcher  sie  wirkt,  durch  ihre  doppelt  mögliche  Richtung  in  dieser 
Geraden,  und  durch  ihre  Grösse.  Die  Wirkung  zweier  einander 
gleichen  parallelen  und  entgegengesetzten  Kräfte,  oder  eines  Kräfte- 
paares, wird  bestimmt  durch  irgend  eine  auf  der  Ebene  des  Paares 
perpendiculare  Linie,  durch  den  Sinn  der  Drehung  um  diese  Linie 
und  durch  das  Moment  des  Paares  oder  das  Product  aus  der  einen 
der  beiden  Kräfte  in  ihre  Entfernung  von  der  anderen.  Denn  jedes 
andere  Paar,  bei  welchem  die  genannten  Stücke  dieselben  sind,  hat 
mit  ersterem  gleiche  Wirkung. 

Ebenso  ist  nun,  indem  man  fortrückende  und  drehende  Be- 
wegung mit  einander  vertauscht,  eine  einzelne  Drehung  durch 
ihre  Axe,  ihren  Sinn  und  ihre  Grösse  bestimmt.  Ein  Paar  von 
Drehungen  aber  ist  es  durch  irgend  eine  auf  der  Ebene  der  Axen 
beider  Drehungen  perpendiculare  Linie,  durch  die  Richtung,  nach 
welcher  der  Körper  in  dieser  Linie  fortgerückt  wird,  und  durch  die 
Grösse  dieses  Fortrückens,  welches  nach  §.  6  dem  Producte  aus  der 
einen  der  beiden  Drehungen  in  den  gegenseitigen  Abstand  der 
beiden  Axen  gleich  ist  und  daher  analoger  Weise  das  Moment  des 
Paares  von  Drehungen  heissen  kann. 

§.  12.  Auf  ähnliche  Art  lässt  sich  auch  der  Begriff  des  Mo- 
mentes einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  gewisse  Axe,  auf  Drehungen 
anwenden.  Das  Moment  einer  Kraft  in  Bezug  auf  eine  Axe  drückt 
die  Grösse  aus,  mit  welcher  die  Kraft  den  Körper,  an  welchen  sie 
angebracht  ist,  um  die  Axe,  wenn  diese  festgehalten  wird,  zu  drehen 
strebt.  Denn  es  herrscht  Gleichgewicht,  wenn  die  Momente  zweier 
Kräfte,  welche  den  Körper  nach  entgegengesetzten  Richtungen  um 
eine  feste  Axe  zu  drehen  streben,  in  Bezug  auf  diese  Axe  einander 
sleich  sind.  Indem  wir  daher  das  Drehen  mit  dem  Fortrücken  ver- 
tauschen,  wird  das  auf  eine  Axe  3IN  bezogene  Moment  der  Drehung 
AB  der  Grösse  proportional  sein,  um  welche  die  mit  MN  Anfangs 
zusammenfallenden  Puncte  des  Körpers  längs  MN  durch  die  Drehung 
AB  fortgerückt  werden.  Folgende  Betrachtungen  werden  dieses  in 
noch  helleres  Licht  setzen. 

Wenn  erstens  MN  mit  AB  in  einer  Ebene  liegt,  so  rückt  bei 
der  Drehung   um  AB  jeder  Punct   dieser   Ebene   perpendicular  auf 
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derselben,  und  daher  auch  jeder  Punct  in  3IN  perpendicular  auf 
3IN  fort,  und  es  ist  folglich  das  Fortrücken  jedes  Punctes  in  MN 
längs  J/iV,  also  auch  das  Moment  der  Drehung  ^^  in  Bezug  auf 
MN,  gleich  0,  eben  so,  wie  das  Moment  einer  Kraft  für  jede  Axe, 
die  mit  der  Kraft  in  einer  Ebene  liegt,  gleich  0  ist. 

Man  nehme  ferner  an,  dass  AB  und  MN  nicht  in  einer  Ebene 
begriffen  und   zuerst  unter   einem    rechten   Winkel    gegen    einander 
geneigt   sind.      Alsdann  ist   es   möglich,   durch  AB    eine   Ebene   zu 
legen,    welche  von  MN  rechtwinkelig  geschnitten  Avird.     Durch  den 
Schneidepunct,   welcher  D  (Fig.  8)  heisse,  lege   man  eine  Linie  DC 
gleich  und  parallel  der  AB^  welche   mithin  in  letztgedachter  Ebene 
enthalten    sein    wird.       Nun    bewirken    die 
Drehungen  AB  und  CD  ein  auf  der  Ebene 
ABD   perpendiculares    und    daher  mit  MN 
paralleles    Fortrücken,    welches    der    Fläche 
ABD    proportional   ist.      Durch    diese    zwei        | 
Drehungen  wird   folgKch  jeder  in  MN  fal- 
lende   Punct    in    MN    selbst    um    eine    mit        p 

ABD  proportionale  Grösse  fortgerückt.     Da      d\ -c 

aber  MN  mit  CD  in  einer  Ebene  liegt,  und 

daher   die  Drehung   CD  zur  Bewegung   der        |      j  ^ 

Puncte  in  MN  längs  MN  nichts  beiträgt,  so  Fig.  s. 

rückt  schon  durch   die  Drehung  AB  allein 

jeder  in  3IN  fallende  Punct  längs  MN  um  ein  gleich  grosses  Stück 

fort,    welches   mit  ABD,  d.  i.  mit  dem   Producte   aus   der  Drehung 

in    den  Abstand  ihrer  Axe   von   der  Momentenaxe   proportional  und 

als  Moment  der  Drehung  AB  in  Bezug  auf  MN  anzusehen  ist. 

Nimmt  man  den  durch  MN  ausgedrückten  Theil  der  Momenten- 
axe von  constanter  Länge,  so  kann  man  das  Moment  anstatt  dem 
Dreieck  ABD  auch  dem  Product  \MN.ABD  d.  i.  der  Pyramide 
ABMN  proportional  setzen.  Denn,  da  ABM  von  MN  in  D  per- 
pendicular getroffen  wird,  so  ist,  wie  man  leicht  sieht,  die  Pyramide 
ABMN  einer  anderen  gleich,  welche  ABD  zur  Grundfläche  und 
3IN  zur  Höhe  hat. 

Wenn  zweitens  die  nicht  in  einer  Ebene  enthaltenen  AB  und 
MN  einen  schiefen  Winkel  mit  einander  machen,  so  beschreibe  man, 
um  diesen  Fall  auf  den  vorigen  zurückzuführen,  um  AB  als  Dia- 
gonale ein  Rechteck  AFBG  (Fig.  9),  dessen  Seite  AG  mit  MN 
parallel  ist,  und  dessen  Seite  AF  folglich  einen  rechten  Winkel  mit 
MN  macht.  Hiernach  ist  die  Drehung  AB  gleich  wirkend  mit  den 
Drehungen  AG  und  AF.  Von  diesen  bringt  erstere,  da  ihre  Axe 
A  G  mit  MN  in  einer  Ebene  liegt,  keine  Verrückung  der  Puncte  in 
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MN  längs  MN  hervor.     Die  durch  die  Drehung  AB  erzeugte  Ver- 
rückung ist  folglich  einerlei  mit  der  durch  AF  erzeugten,   d.  h.  die 
Drehungen  AB  und  AF  haben  in  Bezug  auf  31 N  einander  gleiche 
Momente.     Nach   dem  Vorigen   ist   aber   das  Mo- 
]f  ment    der    Drehung    AF  proportional    der   Pyra- 

mide AFMN,  und  diese  ist  gleich  der  Pyra- 
mide ABMN,  weil  beide  eine  gemeinschaftliche 
Grundfläche  AMN  haben,  und  die  Linie  durch 
die  Spitzen  F  und  B  parallel  mit  A  G ,  folglich 
mit  MN,  folglich  auch  mit  der  Grundfläche  ist. 
Das  Moment  der  Drehung  AB  in  Bezug  auf  MN 
ist  daher,  auch  bei  jeder  beliebigen  Lage  von  MN 
gegen  AB,  der  Pyramide  ABMN  proportional; 
d.  h.  es  wird  durch  die  Drehung  AB  jeder  in  die 
Linie  MN  fallende  Punct  längs  MN  um  ein  gleiches  Stück  fortge- 
rückt: welches  Stück,  wenn  der  Abschnitt  MN  dieser  Linie  von 
constanter  Länge  genommen  wird,  der  Pyramide  proportional  ist, 
welche  diesen  Abschnitt  und  die  die  Drehung  darstellende  Linie  AB 
zu  gegenüberstehenden  Seiten  hat. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  auch  die  durch  mehrere 
Drehungen  AB,  CD,  ...  bewirkte  Verrückung  längs  MN  für  alle 
Puncte  in  MN  von  gleicher  Grösse  ist,  nämlich  von  einer  Grösse, 
die  der  Summe  der  Pyramiden  ABMN -{-  CDMN+  ...,  mit  ge- 
höriger Rücksicht  auf  ihre  Zeichen,  proportional  ist,  und  das  Moment 
des  Systems  der  Drehungen  AB,  CD,  ...  in  Bezug  auf  die  Axe 
MN  genannt  werden  kann.  Und  da  nach  §§.  1  und  2  jede  Ver- 
rückung eines  Körpers  durch  zwei  Drehungen,  wenn  nicht  durch 
eine  einzige,  hervorgebracht  werden  kann,  so  Avird  auch  durch  jede 
beliebige  Verrückung  jeder  Punct  einer  beliebig  gewählten  Axe  31 N 
um  ein  gleich  grosses  Stück  längs  3IN  verrückt  werden ;  und  dieses 
Stück  wird  als  das  Moment  der  Verrückung  in  Bezug  auf  MN  an- 
zusehen sein. 

§.  13.  Zwischen  Kräften  und  Drehungen  herrscht  demnach 
auch  hinsichtlich  der  Momente  eine  vollkommene  Analogie.  Denn, 
wie  sich  zeigen  lässt*),  kann  das  Moment  der  Kjaft  AB  in  Bezug 
auf  die  Axe  31 N  geometrisch  durch  die  Pyramide  ABMN  darge- 
stellt werden.  Alle  die  merkwürdigen  Sätze,  welche  hinsichtlich  der 
Momente  von  Kräften  gelten,  finden  folglich  auch  hier  statt. 


*;    Vergl.   des  Verfassers  Aufsatz   im   4ten  Bande   des  Crelle'schen  Journals 
p.  179  und  dessen  Lehrbuch  der  Statik  §,  59. 
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Dem  Satze  z.  B.  dass,  wenn  ein  System  von  Kräften  im  Gleieh- 
gewicht  ist,  die  Summe  der  Momente  der  Kräfte  des  Systems,  oder 
kürzer,  das  Moment  des  Systems,  in  Bezug  auf  jede  beliebige  Axe 
Null  ist,  entspricht  folgender  Satz.  Wenn  mehrere  Drehungen  sich 
gegenseitig  aufheben,  so  ist  ihr  Moment,  d.  i.  die  Summe  der  Mo- 
mente der  einzelnen  Drehungen  in  Bezug  auf  jede  beliebige  gewählte 
Axe  Null.  Auch  folgt  die  Richtigkeit  dieses  Satzes  schon  unmittel- 
bar aus  dem  vorhin  gegebenen  Begriff  des  Momentes  einer  Drehung. 
Denn  wenn  ein  Körper  nach  mehreren  Drehungen  in  seine  anfäng- 
liche Lage  zurück  gekommen  ist,  so  hat  auch  kein  Punct  desselben 
längs  einer  durch  den  Punct  gehenden  geraden  Linie  (Axe  des  Mo- 
mentes) seine  Lage  geändert. 

Da  ferner,  wenn  die  drei  Momente  mehrerer  in  einer  Ebene 
wirkender  Kräfte  in  Bezug  auf  drei  die  Ebene  rechtwinklig  schnei- 
dende und  nicht  in  einer  Ebene  liegende  Axen  einzeln  Null  sind, 
die  Kräfte  sich  das  Gleichgewicht  halten,  so  können  auch  mehrere 
Drehungen,  deren  Axen  in  einer  Ebene  Hegen,  wenn  ihre  drei  Mo- 
mente für  drei  auf  der  Ebene  normal  stehende  und  nicht  in  einer 
Ebene  enthaltene  Axen  einzeln  Null  sind,  keine  Verrückung  hervor- 
bringen. Uebrigens  folgt  auch  dieser  Satz  ganz  leicht  aus  der  von 
den  Momenten  aufgestellten  Erklärung.  Da  nämlich  alle  Drehungs- 
axen  in  einer  und  derselben  Ebene  sein  sollen,  so  muss  die  durch 
die  einzelnen  Drehungen  erzeugte  Bewegung  der  Puncto  der  Ebene 
auf  diese  perpendicular  sein:  und  da  die  Momente  für  drei  die  Ebene 
perpendicular  schneidende  Axen  Null  sein  sollen,  so  haben  die  drei 
Schneidepuncte  gar  keine  Bewegung.  Diese  drei  Puncte  liegen  aber 
nicht  in  gerader  Linie,  weil  die  drei  Axen  nicht  in  einer  Ebene 
liegen  sollen;  und  wenn  drei  Puncte  eines  Körpers,  die  nicht  in 
einer  Geraden  liegen,  keine  Bewegung  haben,  so  ist  auch  der  Körper 
selbst  in  Ruhe. 

§.  14.  Einer  der  fruchtbarsten  Sätze  in  der  statischen  Theorie 
der  Momente  ist  folgender.  Bestimmt  man  die  Momente  eines  Sy- 
stems S  von  Kräften  rücksichtlich  mehrerer  Axen,  und  kann  man 
nach  der  Richtung  einer  jeden  dieser  Axen  eine  Kraft  wirken  lassen, 
von  der  Grösse,  dass  alle  diese  neuen  Kräfte  einander  das  Gleich- 
gewicht halten,  so  ist  die  Summe  der  Momente  von  S,  jedes  Moment 
vorher  mit  einem  Coefficienten  multipHcirt,  welcher  der  der  Axe  des 
Momentes  zugehörigen  Kraft  proportional  ist,  gleich  0*). 


*)  Vergl.  Lehrbuch  der  Statik  §.  93. 
Jlöbius   Werke  I.  gg 
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Auf  die  Theorie  der  Drehungen  angewendet  lautet  dieser  Satz 
also: 

Bestimmt  man  die  Momente  einer  heliehigen  Verrilckung  eines 
Körpers  in  Bezug  auf  mehrere  Axen,  und  kann  man  für  diese  Axen 
Drehung sxoinkel  finden^  die  in  solchen  Verhaltnissen  zu  einander  stehen^ 
dass  alle  diese  Drehungen  einander  aufheben ,  so  ist  die  Summe  der 
Momente  der  Verrückutig,  Jedes  Moment  vorher  mit  einem  Coefficienten 
multiplicirt^  welcher  dem  der  Axe  des  Momentes  zugehörigen  Drehungs- 
winkel proportional  ist^  gleich  Null. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  dürfte  sich  folgendergestalt  am  ein- 
fachsten geben  lassen.  Man  bezeichne  durch  a,  b,  c,  ...  ihrer  Lage 
und  Richtung  nach  bestimmte  Geraden;  durch  t,  w,  ü,  ...  Zahlen; 
durch  ai,  b^,  ...  Abschnitte  der  Linien  a,  Z»,  ...,  welche  resp.  t,  u,  ... 
Linieneinheiten  lang  sind;  durch  [a^  5„]  endlich  den  Lihalt  einer 
Pyramide,  welche  die  Abschnitte  a^  und  b^^  zu  gegenüberliegenden 
Seiten  hat.  Es  bedarf  kaum  der  Erinnerung,  dass  durch  a,  b,  t,  u 
der  Inhalt  der  Pyramide  [«^  b^  vollkommen  bestimmt  ist,  wenn  auch 
in  den  Linien  a  und  b  die  Anfangspuncte  der  Abschnitte  a^  und  b^^ 
unbestimmt  gelassen  Averden.     Auch  ist,  wie  man  leicht  sieht 

««  =  ^  •  «, ,     [«f  ^J  =  t  [«,  b^  =  u  [ai  b,]  =  tu  [a,  b,]  =  \ci^  b^ , 
wo  a^   und  b^    eine  Linieneinheit  lange  Abschnitte    der   Linien  a,  b 
bedeuten. 

Sei  nun  die  in  Rede  stehende  Verrückung  durch  zwei  den 
Zahlen  t,  u  proportionale  Drehungen  um  die  Axen  a  und  b  erzeugt 
worden  (§.  12  zu  Ende).  Sei  ferner  der  Totaleffect  der  Drehungen 
X,  «/,  z,  ...  um  die  Axen  y,  ^,  h^  ...  Null,  und  daher,  wenn  man  das 
Moment  dieses  Systems  von  Drehungen  das  einemal  auf  a,  das 
anderemal  auf  b  als  Axen  bezieht,  und  diesen  Axen  resp.  die  Längen 
/  und  u  giebt: 


VhfA  +  [«/  ü\l\  +  [«<  ^^z\  +  •  ■  •  =  0 

« [^'//J  +  y  Vh  ^i]  +  -  [ö;  //,]  H- . . .  =  0 


oder 

und  ebenso 

^  VKf'^  +  y  \Pu  5'»]  +  ^  VK  ^' J  +  • .  ■  =  0. 

Die   Summe    dieser  zwei   Gleichungen    ist    aber    der   analytische 
Ausdruck  des  zu  beweisenden  Satzes.     Es  sind  nämlich 

h/il  +  \}>uf^^    [«7  ^,]  +  V^u  yil.    K  '^'J  +  VK  ^^,]» 

u.  s.  w.,  die  Momente  der  durch  a^  und  ij^  bestimmten  Yerrückung  in 
Bezug  auf  die  (gleich  langen)  Axen  (y,  (/,  /?,  ...),  und  diese  Momente 
haben  in  der  Summengleichung  die  Coefficienten  .r,  y,  2,  ... 

Beispiel:     Sind  /",  g.  h   drei   sich  in   einem   Puncte  /  schnei- 
dende   und    in    einer    Ebene    liegende    Geraden,     so    ist    damit    ein 
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Parallelogramm  FGHI  seiner  Form  nach  gegeben,  dessen  Ecken 
F,  G,  H  resp.  in  y,  g,  h  liegen;  und  die  Drehungen  um  f,  g,  li 
heben  sich  auf,  wenn  sie  ihrer  Grösse  nach  mit  IF^  Gl,  IH  pro- 
portional sind.  "Wenn  daher  />,  q,  r  die  Momente  irgend  einer  Ver- 
rückung in  Bezug  aufy,  </,  h  sind,  so  ist 

IF.p-^  Gl .q  +  IH.r  =  0, 
so  "wie 

IF.p-\-IH.r  =  IG.q. 

In  diesen  Gleichungen  ist  jedes  Glied,  z.  B.  IF .p,  positiv  oder 
negativ  zu  nehmen,  je  nachdem  die  Richtung  IF  in  f  und  die  Rich- 
tung, nach  welcher  die  in  f  fallenden  Puncto  längs  f  um  />  bei 
der  Verrückung  sich  fortbewegren,  einerlei  oder  entgresengesetzt  sind. 


"O^O" 


§.  1  5.  "Wenn  fiir  gegebene  Axen  sich  Drehungen  finden  lassen, 
welche  einander  aufheben,  so  werden  auch  Kräfte,  welche  die  Rich- 
tungen der  Axen  haben  und  den  Drehungen  proportional  sind,  das 
Gleichgewicht  sich  halten.  In  §§.  98  und  99  des  gedachten  Lehr- 
buches der  Statik  habe  ich  untersucht,  welchen  Bedingungen  die 
gegenseitige  Lage  von  zwei,  drei  und  mehreren  Richtungen  unter- 
worfen sein  muss,  wenn  Kräfte  sich  sollen  angeben  lassen,  die  nach 
diesen  Richtungen  wirkend  im  Gleichgewichte  sind.  Es  ergaben 
sich  hierbei,  wenn  die  Anzahl  der  Richtungen  kleiner  als  sieben  war, 
gewisse  positive  Bedingungen  fiir  ihre  gegenseitige  Lage.  So  muss 
z.  B.  bei  vier  Richtungen  jede  Gerade,  welche  drei  derselben  trifft, 
auch  der  vierten  begegnen.  Für  sieben  Richtungen  dagegen  war  es 
im  Allgemeinen  immer  möglich,  Kräfte  zu  finden,  welche  nach  ihnen 
wirkend  sich  das  Gleichgewicht  halten,  und  es  konnte  daher  eine 
ihrer  Richtung  und  Intensität  nach  beliebig  gegebene  Kraft  im  All- 
gemeinen immer  in  sechs  andere  zerlegt  werden,  deren  Richtungen 
beliebig  gegeben  sein  konnten.  Der  Beisatz  »im  Allgemeinen«  wurde 
durch  die  negative  Bedingung  bestimmt,  dass  weder  alle  sechs  ge- 
gebene Richtungen,  noch  einige  derselben  eine  solche  Lage  gegen 
einander  hatten,  bei  welcher  es  möglich  war,  nach  ihnen  wirkende 
Kräfte  zu  finden,  welche  sich  das  Gleichgewicht  halten. 

Bei  der  Analogie,  die  ZAvischen  Kräften  und  Drehungen  statt- 
findet, muss  daher  auch,  —  um  hier  nur  den  letzterwähnten  Fall  zu 
berücksichtigen,  jede  Drehung  und  somit  jede  Verrückung  überhaupt, 
sechs  anderen  Drehungen  um  eben  so  viele  von  einander  unab- 
hängige, sonst  beliebig  anzunehmende  Axen  gleichgesetzt  werden 
können,  so  dass,  toe7i7i  ein  Körper  um  sechs  vo?i  einander  unabhängige 
Axen  drehbar  ist,  er  auf  Jede  mögliche   Weise   verrückt  werden   kann. 

36* 
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Sechs  oder  weniger  Axen  werden  wir  aber  von  einander  unabhängige 
nennen,  wenn  es  nicht  möglich  ist,  Drehungen  um  dieselben  aus- 
findig zu  machen,  welche  sich  gegen  einander  aufheben;  woraus 
zugleich  erhellt,  dass  sieben  oder  mehrere  Axen  nie  von  einander 
unabhängig  sein  können. 

Zufolge  des  vorigen  §.  muss  sich  demnach,  wenn  von  irgend 
einer  Verriickung  die  Momente  in  Bezug  auf  sechs  von  einander 
unabhängige  Axen  gegeben  sind,  aus  ihnen  das  Moment  für  jede 
siebente  Axe  herleiten  lassen.  Zerlegt  man  nämlich,  wie  es  nach 
dem  oben  Bemerkten  immer  möglich  ist,  eine  Drehung  um  die 
siebente  Axe  in  sechs  Drehungen  um  die  sechs  ersteren,  so  wird 
die  Summe  der  Producte  aus  jeder  dieser  sechs  Drehungen  in  das 
auf  die  jedesmalige  Drehungsaxe  bezogene  Moment  der  Verrückung 
gleich  sein  dem  Producte  aus  der  Drehung  um  die  siebente  Axe  in 
das  gesuchte  Moment  für  dieselbe  Axe. 

§.  16.  Um  auch  diese  Sätze  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern, 
wollen  wir  eine  Drehung  q  um  eine  beliebig  gegebene  Axe  PQ  in 
sechs  Drehungen  um  die  sechs  Kanten  einer  dreiseitigen  Pyramide 
AB  CD  —  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  nach  PQ  ge- 
richtete Kraft  Q  in  sechs  andere  nach  den  Kanten  von  AB  CD  ge- 
richtete —  zu  zerlegen  suchen.  Dieses  muss  möglich  sein,  da,  wie 
man  leicht  wahrnimmt,  von  sechs  Kräften,  welche  nach  den  sechs 
Kanten  einer  Pyramide  Avirken,  keine  die  Resultante  von  den  fünf 
übrigen  oder  von  einigen  derselben  sein  kann. 

Zur  Lösung  dieser  Aufgabe  mag  die  in  §.  102  meines  Lehr- 
buches angegebene,  auf  den  Hauptsatz  in  der  Theorie  der  Momente 
gegründete  Methode  dienen.  —  Seien  die  gesuchten  Drehungen  um 
die  Axen; 

AD,  BD,  CD,  BC  CA,  AB 
resp.  =  a,        ß,        y,       6,        €,        ^. 

Indem  Avir  nun  die  Momente  sämmtlicher  Drehungen  auf  eine 
beliebig  zu  wählende  Axe  X  Y  beziehen ,  ist  das  Moment  einer  so- 
wohl hinsichtlich  ihrer  Axe  als  ihrer  Grösse  durch  A  D  ausgedrückten. 
Drehung  gleich  der  Pyramide  ADXY:  folglich,  wenn  die  Grösse 
nicht  AD  sondern  1  ist: 

U'.id  wenn  a  die  Grösse  der  Drehung  ausdrückt: 

"      ADXY. 


AD 
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Eben  so  ist  das  Moment  der  Drehung  ß  um  die  Axe  BD 

ii 


BD 


BDXY, 


etc.     Da  nun    die  Drehungen  a,  ,i,   ^  um   die  Axen  AD,  BD, 

...,  AB  gleiche  Wirkung  mit  der  Drehung  o  um  die  Axe  PQ  haben 
sollen,  so  ist  nach  dem  Satze  von  den  Momenten  (§.  13j: 


( 


I) 


ADXY-\--^BDXY+  -^  CDXY 


AD  'BD  '    CD  _    Q 

BCXY+^^CAXY-}--f^ABXY\  ^ 


BC  'CA  'AB 


Man  lasse  jetzt  die  willkürlich  zu  nehmenden  Puncte  X  und  Y 
mit  A  und  D  zusammenfallen,  so  wird  jede  der  fünf  Pyramiden 
ADXY,  BDXY,  CDXY,  CAXY,  ABXY^SuW.  und  die  Glei- 
chung I)  reducirt  sich  auf: 

1)  -^BCAD  =  ^PQAD. 

Auf  gleiche  Weise  findet   sich,  wenn  man  XY  nach    und  nach  mit 
BD,   CD,  BC,   CA,  AB  coincidiren  lässt: 

2)  ^  CABD  =  ^  PQBD, 

3)  ^ABCD  =  -ß^PQCD, 

4)  -^ADBC=^^PQBO, 

5)  -^BDCA=.^PQCA, 

6)  -IjjCDAB^^PQAB. 

Durch  diese  sechs  Gleichungen  werden  aber  die  Grössen  der 
Drehungen  a,  ß,  y,  (5,  €,  C  vollkommen  bestimmt.  Sind  nun  von 
irgend  einer  Verrückung  die  Momente  in  Bezug  auf  die  Axen 

AD,  BD,  CD,  BC,  CA,  AB,  PQ 
resp.  =  a,        h,        c,       d,        e,       f,       r, 

so  ist  nach  §.15: 

aa-{-bß-{-cy-\-dd-\-ee  -\-f^  =  rq 

oder  wenn  man  für  a,  ß,   ...,   L.  ihre  Werthe  aus  \],  ...,  6)  setzt  und 
dabei  berücksichtigt,  dass  die  Pyramiden  BCAD,   CABD  ...  nicht 
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allein  ihrem  absoluten  "Werthe,  sondern  auch  ihren  Zeichen  nach 
einander*)  gleich  sind: 

[  a  .  A  D  .  PQB  C  +  b  .  B  D  .  P  QC  A  +  c  .  CD.PQAB 
II)  l-\-d.BC.PQAD  +  e.  C  A  .  PQB  D +f .  AB  .  PQCD 

\  =r.PQ.ABCD; 

und  dieses  ist  die  Gleichung,  mittelst  welcher  man,  -wenn  die  Figur 
ABC DPQ  und  die  Momente  a,  b,  ■•■jf  einer  Verrückung  für  die 
Kanten  der  Pyramide  ^^C'Z)  als  Axen  gegeben  sind,  das  Moment  r 
derselben  Verrückung  für  PQ  finden  kann. 

§•   1/.     Zusätze:    a)    Substituirt   man   in    der  Gleichung  I)  für 
«,  ß,  ...,  L  ihre  Werthe  aus  1),  ...,  6),  so  kommt: 

(      BCPQ  .  ADXY-\-  CAPQ  .  BDXY  +  ABPQ  .  CDXY 
ni)    1+  ADPQ  .  BCXY+  BDPQ  .  CAXY+  CDPQ  .  ABXY 
\  =ABCD.PQXY, 

eine  Relation  zwischen  vierzehn  Pyramiden  bei  einem  beliebig  an- 
genommenen Systeme  von  acht  Puncten  im  Räume,  deren  Symmetrie 
hinsichtlich  AB  CD,  PQ,   XY  in  die  Augen  springt. 

h)  Lässt  man    XY  mit  PQ    zusammenfallen,    so    reducirt    sich 
III)  auf: 

IV)        BCPQ  .  ADPQ  +  CAPQ  .BDPQ 
+  ABPQ.  CDPQ  =  0, 

eine  Relation  zwischen  sechs  Pyramiden  bei  acht  Puncten  im  Räume**). 
c)  Setzt  man  in  IV)  für  die  sechs  Pyramiden  ihre  aus  1),  ...,  6) 
fliessenden  Werthe,  so  erhält  man: 

'  AD  BC  ^  BD  CA^  CD  AB 
welches  die  Relation  ist,  die  zwischen  sechs  Drehungen  a,  ...,  L  um 
die  Kanten  AD,  ...,  AB  einer  Pyramide  stattfinden  müssen,  wenn 
sich  die  Drehungen  auf  eine  einzige  sollen  reduciren  lassen;  —  also 
auch  die  Bedingungsgleichung,  wenn  sechs  nach  den  Kanten  einer 
Pyramide  gerichtete  Kräfte  a,  . . . ,  ^  mit  einer  einzigen  ICraft  gleiche 
Wirkung  haben  sollen. 

§.  18.    Der  Satz,  dass  ein  Körper  vollkommen  frei  beweglich  ist, 
wenn  er  um  sechs  von  einander   unabhängige  Axen  gedreht  werden 


*;  Lehrbuch  der  Statik  §.  63,  1. 

**)  Letztere  Relation    findet    sich  bereits   in  des  Verfassers  Barycentrischem 
Calcul  §.  170  gegeben. 
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kann,  gehört  unstreitig  zu  den  merkwürdigsten  in  der  Theorie  der 
Drehungen.  Ein  Fall,  in  welchem  man  sich  von  diesem  Satze  sehr 
leicht  ohne  alle  Rechnung  überzeugen  kann,  ist  der,  Avenn  zu  den 
sechs  Axen  die  sechs  Kanten  DA,  DB,  DC, 

BC,     CA',    AB'   (Fig.  10)    eines   Parallele-  a^ i)> 

pipedums     genommen     werden.       A,    B,    C  y^  y\ 

sind  bei  demselben  die  der  Ecke  D  zunächst     ^'\  \ w      \ 

liegenden  Ecken,   und  Ä,  B' ,   C ,  D'  liegen       \  ': 

den  A,  B,   C,  D  diagonal  gegenüber.  \     y^^ 

Jede  Verrückung  kann  nämlich  in  eine       j)^ 

Drehung    um   einen  beliebig   zu   nehmenden  pj    ^^ 

Punct  D  und  in  eine   parallele  Fortrückung 

aufgelöst  werden.  Hiervon  lässt  sich  die  Drehung  um  D  in  drei 
andere  et,  ß^  y  um  drei  durch  D  gehende  Axen  DA,  DB,  DC 
zerlegen,  und  ebenso  kann  man  die  parallele  Fortrückung  in  drei 
andere  zerlegen,  welche  hier  auf  den  Ebenen  BC,  CA,  AB  perpen- 
dicular  seien.  Für  die  auf  BC  perpendiculare  Fortrückung  aber 
können  zwei  Drehungen  ß' ,  — /?'  um  zwei  parallele  Axen  CA,  DB 
dieser  Ebene  gesetzt  werden.  Verwandelt  man  nun  ebenso  die  auf 
CA  und  AB  perpendicularen  Fortrück ungen  in  die  Drehungen 
y' ,  — /  um  AB' ,  DC  und  in  die  Drehungen  «',  — «'  um  BC,  DA, 
so  wird  die  ganze  Verrückung  reducirt  auf  die  sechs  Drehungen: 

u  —  a,     ß  —  ß',     y  —  y',        cc',  ß',  y 

um  die  Axen 

DA,         DB,         DC,       BC,     CA',     AB'. 

Zur  Bestimmung  der  "Werthe  von  a,  cc',  ß,  ...,  Avenn  irgend 
eine  Drehung  q  um  eine  Axe  PQ  gegeben  ist,  die  in  Drehungen 
um  die  sechs  Axen  DA,  DB,  ...  zerlegt  werden  soll,  kann  man 
wiederum  die  vorhin  erläuterte  Methode  mit  Vortheil  anwenden. 
Man  schreibe  für: 

DA,     DB,     DC,     BC,     CB',     AB',     PQ 
der  Kürze  wegen 

a,  b,  c,  a ,  h' ,         c ,  r 

und  verstehe  ebenso  unter  ah' ,  ar,  ...  die  Pyramiden  DACA', 
DAPQ,  ...  Alsdann  ist,  wie  in  §.  16,  wenn  man  die  Momente 
sämmtlicher  Drehungen  auf  die  unbestimmte  Axe  .r  bezieht: 

ax  -{-  ■ — =— !—  bx  -[- —  c  X 

a  b  c 

H j  ax-\--j-rOX-\--^cx  =-^ rx. 

aar  r 
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Diese  Gleichung  reducirt  sich,  wenn  man  x  mit  a  und  dann  mit 
a    zusammenfallen  lässt,  auf: 

^ya  =  ^  ra   und   ^^^^^  ca  -\-^  b'a'  +  ^  c'a  =  -^  ra'. 
h  T  c  0  c  r 

Man  gCAvahrt  aber  leicht,  dass  die  Pyramiden  b'a,  ca,  b'a  und  c'a 
sowohl  dem  Zeichen  als  dem  absoluten  Werthe  nach  einander  gleich 
sind,  indem  jede  von  ihnen  dem  sechsten  Theile  des  Parallele- 
pipedums  DD'  gleich  ist.     Setzt  man  daher 

— -  .    y7-  =  i2, 

r      0  a 
und  bemerkt  dass  c'  ^=  c,   so  ziehen    sich   die  zwei  erhaltenen  Glei- 
chungen zusammen  in: 

^  =  R.ra   und   ^  +  ^  =  R.ra', 

0  CO 

und  ebenso  folgt: 

^  =  B.rb,  -^j^I^  =  E.rb', 

c  a         c 

—r  =  I(.rc,  -^  H r  =  U.rc, 

a  b         a 

wenn  man  x  der  Reihe  nach  mit  5,  6',  c,  c    identisch  werden  lässt. 

Mittelst  dieser  Gleichungen  aber  werden  die  sechs  Drehungen 
a ,  . . . ,  y  durch  die  Drehung  '^  und  durch  die  Lage  der  Axe  der 
letzteren  gegen  die  Axen  der  ersteren  bestimmt,  wie  verlangt  wurde. 

Lässt  man  in  der  Hauptgleichung  x  noch  mit  r  zusammen- 
fallen, und  substituirt  dann  für  ar^  br^  ...,  er  ihre  durch  die  sechs 
letzten  Gleichungen  bestimmten  Werthe,  so  ergiebt  sich  nach  leichter 
Reduction:  ^f         ,^        >  f 

iL    L^L    l^jL.1^    iL  —  o 
a   '   b'~^  b   '  c   ~^   c   '  a'  ~     ' 

und  dies  ist  die  Bedingung,  unter  welcher  sich  im  vorliegenden 
Falle  die  sechs  Drehungen  «,...,  y'  auf  eine  einzige  reduciren  lassen. 

§.19.  In  dem  Bisherigen  wurden  die  Axen,  um  welche  ein 
Körper  nach  und  nach  gedreht  wird,  als  unbeweglich  betrachtet. 
Indessen  ist  dieses  nicht  durchaus  nothwendig.  Denn  unter  der 
hier  immer  geltenden  Voraussetzung,  dass  jeder  Drehungswinkel 
unendlich  klein  sei,  sind  zwei  orleiche  Drehunoren  u  um  zwei  ihrer 
Lage  nach  unendlich  wenig  verschiedene  Axen  a  und  a'  (d.  h.  um 
zwei  Axen,  deren  kürzester  Abstand  von  einander  und  deren  gegen- 
seitige Neigung  unendlich  klein  sind)  als  gleichwirkend  anzusehen, 
indem,  wenn  ein  Punct  A  durch  die  Drehuns:  a  um  a  von  A  nach 
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B,  und  durch  die  Drehung  a  um  a  von  A  nach  B'  gebracht  Avird, 
BB'  eine  unendlich  kleine  Linie  der  zweiten  Ordnung  ist,  während 
AB  und  AB'  von  der  ersten  Ordnung  sind.  Die  Gesammtwirkun» 
von  mehreren  Drehungen  wird  folglich  noch  dieselbe  sein,  wenn  wir 
die  Drehungsaxen  mit  dem  beweglichen  Körper  selbst  fest  ver- 
bunden annehmen;  als  wodurch  es  geschieht,  dass  bei  jeder  Drehuno- 
die  Axen  aller  jedesmal  übrigen  Drehungen  um  ein  unendlich 
Weniges  mit  verstellt  werden. 

§.20.  Der  Umstand,  dass  eine  unendlich  kleine  Veränderung 
der  Lage  der  Axen  auf  die  Lage  des  um  sie  gedrehten  Körpers 
keinen  Einfluss  hat,  kann  uns  veranlassen,  unsere  Betrachtung 
noch  weiter  auszudehnen  und  mit  einem  Systeme  von  sechs  Axen 
z.  B.,  welche  der  Reihe  nach  a,  b,  c,  d,  e,  f  heissen,  sieben  Körper 
A,  B,  ...,  F,  G  dergestalt  fest  verbunden  anzunehmen,  dass  A 
und  B  um  die  gemeinschaftliche  Axe  a,  B  und  C  um  die  ge- 
meinschaftliche Axe  b,  und  C  und  D  um  c,  u.  s.  w^  gedreht 
werden  können.  Bleibe  nun  A,  folglich  auch  a  in  Ruhe,  und  werde 
B  mit  den  übrigen  C,  D,  ...,  G  als  ein  festes  Ganzes  um  a  um 
den  Winkel  a  gedreht.  Man  drehe  hierauf,  während  A  und  B, 
mithin  auch  a  und  b  in  Ruhe  bleiben,  den  Körper  C  in  unge- 
änderter  Verbindung  mit  den  übrigen  Körpern  Z>,  ...,  G  um  b  um 
den  Winkel  ß,  u.  s.  w.,  und  endlich  den  Körper  G  allein  um  y 
um  den  Winkel  ^,  während  alle  vorhergehenden  Körper  A,  ...,  F 
unbewegt  bleiben.  Nach  allen  diesen  Drehungen  wird  der  Körper 
G  seine  Lage  eben  so  geändert  haben,  als  wenn  er  nach  und  nach 
um  die  festen  Axen  a,  5,  ...,/  resp.  um  die  Winkel  a,  /?,  ...,  l 
gedreht  worden  wäre.  Da  nun  durch  die  eben  beschriebenen  sechs 
Drehungen  das  System  der  [sechs  Körper  J5,  C,  . . . ,  G  in  jede  von  der 
anfänglichen  unendlich  wenig  verschiedene  Lage,  die  es  dem  Zu- 
sammenhange der  Körper  durch  die  Axen  gemäss  anzunehmen  ver- 
mag, gebracht  werden  kann,  und  da  ein  um  sechs  von  einander  unab- 
hängige Axen  drehbarer  Körper  jeder  Verrückung  fähig  ist,  so 
schliessen  wir: 

Wenn  von  mehreren  Körpern^  in  einer  geioissen  Ordnimg  ge- 
wonnen^ je  zxoei  nächstfolgende  um  eine  gemeinschaftliche  Axe  drehbar 
sind^  so  hat,  tcetiti  der  erste  festgehalten  wird,  erst  der  siebente  eine  voll- 
kommen freie  Beweglichheit,  und  dieses  auch  nur  dann,  wenn  die  sechs 
diese  siebe?i  Körper  ve7'bi?ide?iden  Axen  in  eine  von  einander  unab- 
hängige Lage  gebracht  icerden  können. 

Als  einfaches  Beipiel  hierzu  kann  umstehende  Figur  dienen, 
wo  von  sieben  Quadraten  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  je  zwei  nächstfolgende  eine 
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Ueber  die  Zusammensetzung  unendlich  kleiner  Drehungen. 


Seite  gemein  haben.  Denkt  man  sich  diese  Seite  als  Axe,  um 
welche  die  zwei  durch  sie  verbundenen  Quadrate  drehbar  sind,  so 
kann  gegen  das  erste  Quadrat  erst  das  siebente  in  jede  beliebige 
Laoe    —    allerdings    nur    innerhalb    gewisser    Grenzen    —    gebracht 


c 

JB' 

7 

c 
J> 

A 

5 

G 

3 

i 

B' 

c 

1 

Z 

n 

A'  D' 


A 


C 


Fig.  11. 


werden.  Die  hierzu  erforderliche  Unabhängigkeit  der  Axen  ergiebt 
sich  daraus,  dass  man  mit  den  sieben  Quadraten  in  ihrer  Verbindung 
einen  Würfel  überdecken  kann,  bei  welchem  die  zwei  nächstfolgen- 
den Quadraten  gemeinschaftlichen  Seiten  AD^  DB,  BA',  A'D', 
D'B',  B'A  eine  solche  Lage  gegen  einander  haben,  dass  zwischen 
Kräften,  welche  die  sechs  Seiten  zu  ihren  Richtungen  haben,  kein 
Gleichgewicht  möglich  ist.  —  Sehr  leicht  kann  man  sich  von  der 
vollkommenen  gegenseitigen  Beweglichkeit  der  beiden  äussersten 
Quadrate  auch  durch  Proben  überzeugen,  wenn  man  die  Figur  etwa 
in  steifem  Papier  ausschneidet  und  dasselbe  nach  den  Seiten  bricht, 
in  denen  die  Quadrate  aneinander  grenzen. 

Schliesslich  noch  die  Bemerkung,  dass  uns  der  eben  erläuterte 
Satz  zum  Aufschluss  über  eine  von  der  Natur  bei  den  Gliedmaassen 
der  Krebse  (und  wahrscheinlich  auch  anderer  Insecten)  getroffene 
Einrichtung:  dienen  kann.  Bei  diesen  Thieren  bestehen  nämlich  die 
Beine,  so  wie  auch  die  Gliedmaassen,  an  deren  Enden  die  Scheeren 
sitzen,  aus  sechs  Gliedern,  die  unter  sich  und  mit  dem  Körper  selbst 
durch  sechs  Axengelenke  verbunden  sind*).  Hierdurch  aber  wird  nach 
dem  Vorigen  der  ZAveck  erreicht,  dass,  während  der  Körper  ruht, 
das  äusserste  Glied  jedes  Beines  vollkommen  freie  Beweglichkeit  hat. 


*)  Observationes  de  sceleto  astaci  fluviatilis  et  marini,  dissertatio  inauguralis 
auctore  C.  E.  Hasse.     Lipsiae  1823  p.  27. 


Eutwickelimg  einiger  trigonometrischer 

Formeln  durch  Hülfe  der  Lehre  von  den 

Doppelschnitts  Verhältnissen . 


[Crelle's  Journal  1S42  Band  24  p.  S5— 92.] 


I 


Jöekannt  ist  die  von  Eni  er  zuerst  aufgestellte  Formel 

A)  ""'  \  ^'  l 

'      [a  —  b){a  —  c)...{a  —  m)^[b  —  a)[b  —  c)...{b  —  m)^"' 

mP 

H — ■ =  0 

{m  —  a)  {m  —  b)  ...  {m  —  /)  ' 

wo  p  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet,  die  kleiner  ist,  als  die  um 
1  verminderte  Anzahl  der  Elemente  a,  b,  ...,  /,  m,  und  auch  null 
sein  kann. 

Wenn  ich  nicht  irre,  hat  man  auch  bereits  gefunden,  dass  es 
eine,  dieser  algebraischen  analoge,  trigonometrische  Formel  giebt, 
die  aus  der  ersteren  erhalten  wird,  wenn  darin  statt  der  einfachen 
Differenzen  a  —  b,  a  —  c,  b  —  c,  ...  in  den  Nennern  die  Sinus  der- 
selben, und  statt  der  Potenzen  von  a,  b,  c,  ...  die  Potenzen  der 
Sinus  oder  Cosinus  von  a,  5,  c,  ...  gesetzt  werden.  Indessen  dürfte 
die  folgende  Art  und  Weise,  wie  die  trigonometrische  Formel  aus 
der  algebraischen  hergeleitet  werden  kann,  neu  sein  und  vielleicht 
einige  Aufmerksamkeit  verdienen. 

Werde  die  Zahl  ji  um  zwei  Einheiten  geringer  als  die  Zahl  der 
Elemente  angenommen  und  ihr  somit  ihr  grösstmöglicher  Werth  ge- 
geben. Man  ziehe  nun  fürs  Erste  den  speciellen  Fall  in  Betrach- 
tung, wenn  die  Elementenzahl  gleich  5  und  mithin  ^j  =  3  ist.  Die 
identische  algebraische  Formel  ist  alsdann: 

{a  —  b){a  —  c){a  —  d){a  —  e)'^{b  —  a)[b  —  c){b  —  d]{b  —  e)  '^  '"  ~~  ^' 
oder,  wenn  man  statt  a,  b,  ...  resp.  a  —  x,  b  —  x,  ...  setzt: 

{a  —  b)[a  —  c)  {a  —  d){a—e)~^{b  —  a)  [b  —  c)[b —d){b  —  e)^  "' 
und  wenn  man  das  erste  Glied  in  die  übrigen  dividirt: 
A')  \-[b)-{c)-{d)-{e)  =  0, 
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TVO 


[b]    = 


{o- 

-.rria- 

-c){a- 

-  d)  [a  - 

-e) 

{a- 

-af{b- 

-c){b- 
-b)[a- 

-a){b- 
d)[a- 

-e) 

[a  —  o:Y [c  —  h){c  —  a)  {c  —  e) ' 
u.  s.  w. 

Den  "NVerth  von  [b]  kann  man  aber  ausdrücken  durch 


{^) 


Ib  —  X      b  —  c\lb  —  X      h  —  d\lb  —  x      b  —  e\ 
\a  —  X  '  a  —  c)  \a  —  x  '  a  —  dj  \a  —  x  '  a  —  e] 


■welches  als  ein  Product  aus  drei  Doppelschnittsverhältnissen  be- 
trachtet werden  kann.  Denn  nimmt  man  in  einer  Geraden  /  einen 
Punct  Z  willkürlich,  und  sechs  andere  X,  A,  B,  C,  D,  E  so,  dass 
mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen  von  x,  a,  b,  ... 

ZX  =  x,     ZA  =  a,     ZB  =  b,     ...,     ZE=e, 
so  wird 

_  l^^      C^\  IXB      DB\  IXB       EB\ 

^'~  \XA  ■  ca)  \xa  ■  da)  \xa     ea] 

gleich  dem  Product  aus  den  drei  Doppelschnittsverhältnissen,  nach 
welchen  eine  und  dieselbe  Linie  _B^  in  X  und  C,  in  X  und  Z),  in 
X  und  E  getheilt  wird  (Baryc.  Calc.  §.  182). 

Ein  Doppelschnittsverhältniss  hat  aber  die  merkwürdige  und 
sehr  leicht  erweisliche  Eigenschaft,  dass  sein  Werth  ungeändert 
bleibt ,  wenn  statt  der  Linienabschnitte ,  die  dasselbe  bilden ,  die 
Sinus  der  Winkel  gesetzt  werden,  welche  die  von  einem  beliebigen, 
ausserhalb  der  Geraden  /  gelegenen  Puncte  0  nach  den  Endpuncten 
der  Abschnitte  gezogenen  Geraden  mit  einander  machen,  und  dass 
hiernach  z.  B. 

X^       CB  _  sin  XOB      sin  COB 
XA  '    CA  ~~   sin  XOA  '  sin  COA  ' 

Setzt  man  daher  die  nach  einer  und  derselben  Seite  gerechneten 
Winkel,  welche  die  Linien  OX,  OA,  OB,  ...,  0^  mit  OZ  machen, 
resp.  gleich  rp,  er,  ß,  y,  d,  e,  so  ist 

b  —  x      b  —  c  _   X^      CB  __  sin  {ß  —  y)      sin  {ß  —  y) 
a  —  X  '  a  —  c         XA  '   CA        sin  («  —  (f)  '   sin  [a  —  y)  ' 

und  eben  so 

b  —  X      b  —  d        sin  {ß  —  rf) 
a  —  X  '  a  —  d        sin  [u  —  (f) 

b  —  X      b  —  e  sin  [ß  —  cp) 

a  —  X  '  a  —  e        sin  ( a  —  r/)  '    sin  («  —  t) 


sin 

[(i- 

-^) 

sin 

(«- 

-by 

sin 

G^- 

-«) 
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Hiermit  Avird 

,,,  sin  {ß  —  ffY  sin  {a  —  y)  sin  («  —  d)  sin  («  —  e) 

sin  («  —  ffY  sin  (|i  —  y)  sin  (/j  —  6}  sin  {ß  —  s) ' 
und  ebenso  findet  sich 

,  ,  sin  (/  —  cpy  sin  (a  —  ß)  sin  {«  —  ^)  sin  {«  —  e) 

sin  («  —  fp)^  sin  (/  —  ß)  sin  (/  —  (5)  sin  (/  —  e) ' 
u.  s.  Av.    Man  substituire  nun  diese  Werthe  von  [b],  (c),  ...  in  der  Glei- 

chunof  A'),  so  kommt,  nach  Multiplication  mit  -; — -, r^ P-, : 

°  ^  sm  (« —  ß)...sm{a  —  8) 

sin  {«  —  cp)^ 


sin  («  —  ß)  sin  (a  —  y)  (sin  {a  —  d)  sin  {a  —  e 
sin  (/i  —  rp)^ 


+  ...  =  0, 


sin  (;:^  —  a)  sin  (/:/  —  y)  sin  (/^  —  ö)  sin  {ß  —  t) 
eine  Gleichung,  welche  identisch  sein  muss,  da  eben  so,  wie  die 
Grössen  x,  a,  ö,  c,  d,  e,  auch  die  Winkel  (p,  a,  ß,  y,  d,  a  von  ein- 
ander unabhäno^ior  sind. 

Auf  gleiche  Weise  zeigt  sich,  dass  bei  einer  beliebigen  Anzahl  fi 
von  Winkel-Elementen  a,  ß,  y,  ...,  }^i,  v,  Avenn  der  Kürze  Avegen 

1 


sin  (a  —  ß)  sin  {«  —  y)  ...  sin  («  —  r) 

1 

sin  {ß  —  a)  sin  {ß  —  y)  ...  sin  [ß  —  v) 

1 


=  M 


sin  {v  —  a)  sin  [v  —  ß)  ...  sin  {v  —  ^i) 
gesetzt  Avird,  die  Gleichung  stattfindet: 

0)     [«]  sin  (a  —  9?)«-^-  4-[/?]  sin  (/?  —  r/))«-^-  -j- . . .  +  [^]  sin  (i/  —  r/)"-'-  =  0. 

Ist    nun    erstens   n,    und  damit  auch  71  —  2,  eine  gerade  Zahl, 

so  lässt  sich  sin  («  —  q))"—'^  in  eine  Reihe  von  der  Form  entAAickeln : 

A-\-  B  cos2{a  —  7^)  -1-  C  cos  4  (a  —  r/))  -j-  . . .  -}-  iV^  cos  («  —  2)  (a  —  cp) 
^=  A  -{-  B  cos  2 cc  cos  2 (p  -{-...-{-  N cos  (w  —  2) a  cos  (w  —  2) 9 
-f-  -B  sin  2  a  sin  2  ^  -f-  ...-}-  iV  sin  {fi  —  2)a  sin  {n  —  2)<p>, 
AA'o  A,  B,  C,  . . . ,  iV  von  ??.  —  2  auf  bekannte  Weise  abhängige  Zahlen 
bedeuten.  Verfährt  man  auf  dieselbe  Art  mit  sin  {ß  —  9')""^,  •  • . , 
sin  [v  —  </))"-"-  und  substituirt  alle  diese  EntAvickelungen  in  0) ,  so 
kommt  eine  Gleichung  von  der  Form 

0  =  ^1+^1  cos2(p  -\-  C^  cos  A  fp  -\-  ...  -\-  N^  cos  (/^  —  2)(p 
+  i?2  sin  2  r/)  -I-  C2  sin  4  f/  +  . . .  -f-  iV^  sin  {n  —  2)(p, 
AA'elche  für  alle  Werthe  von  cp  bestehen  muss.    Dieses  ist  aber  nicht 
anders  möglich,  als  AA-enn  alle  die  Coefficienten  A^,  5, ,  B.^ ,  C^,  C\ .  .... 


I 
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JVj ,    JV«    einzeln    null  sind.      Somit    ergeben  sich  bei   einer    geraden 
Anzahl  von  Elementen  die  speciellen  Formeln 

[«]  +  [-*]  +  [/]  +  . ••  +  M  =  o 


sm 


sm 


r    n    cos    .  ,     rj-,  COS   ,    -,     ,  COS 

[a]    .     4a  +  [ß]    .     4/?+...+   V     •     4)^  =  0 
^  -'  sm  sm  sm 


[«]  '!''  (;z  -  2) «  +  [ß]  ""^^  {n-2)ß  +  ...+  [v]  ""^^  {n  -  2)  v  =  0. 
'■  -^  sin  sm  sm 

Ist  dagegen  9i  ungerade,  so  wird 

sin  («  —  cp)^-'^  =  A'  sin  {a  —  cp)  +  B'  sin  3  (a  —  f/^) 
+  C"  sin  5  (a  —  ^)  +  . . .  +  N'  sin  {^«  —  2)  («  —  9?), 
woraus,  durch  den  vorigen  ganz  analoge  Schlüsse,  die  Formeln 

r     n     sin  ,       r  ^.    siu       _,      ,  ,       r    -1    Siu 

[«]  a   +    (ij  ;i+  ...  +  [v]  P  =   0 

'■  -'  cos  cos  cos 

sin  .  j-,  sin  sin 

'-  -^  cos  cos  '■  -^  cos 


[a]  ®'''  {n  —  2)«  +  ...  +  M  ''''  {n  —  2)  V  =  0 
'-  -^  cos  cos 

hervorgehen.     Ueberhaupt  also  hat  man: 

'      '-  -'  cos  cos  ^  '  ^  -^  cos 

wo  p  absolut  kleiner  als  w,  und  n — p  eine  gerade  Zahl  ist. 

Endlich  sieht  man  leicht,  wie  hieraus,  bei  derselben  Bestimmung 
von  |j,  die  Formel 

II,      [„]  ( «-  «f  +  M  ( ^i>^  ^f  +  ..,  +  [,]( -%)"=  0 
^  -^  \  cos    /        ^  -^  \  cos    /  '■  -'  \  cos    / 

gefolgert  werden  kann. 

Zusatz.     Noch   allgemeiner   lässt   sich    die   letztere  Formel   also 
darstellen : 


in) 


r  -1  sm  .  ,  sm  sm  .  . 

[a]  a  —  (p)         (a  —  x)         {a  —  ip)  ... 

cos  ^    cos  cos  ' 

,    r  j-,  sin  ,  ,  .  sin  ..         ,  sin  ,  , 

+  t^^os^^-'^^os^''-^^os^^-'^^- 

+ 

,    r  T  sin  ,  ,  sin  ,  .  sin  , 

"■  ■"  cos  ^          ^'  cos  ^  cos  ^  '  '  ' 
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■wo  die  Anzahl  der  Elemente  (p .  y^,  ip,  ...  gleich  dem  vorigen  p, 
also  um  eine  gerade  Zahl  kleiner  ist,  als  die  Anzahl  der  Elemente 
a,  ß,  y,  ...,  V. 

Die  Richtigkeit  hiervon  erhellet  sogleich,  wenn  man  die  in 
[a],  [ß'],  ...,  [v\  multiplicirten  Producte  aus  Sinussen  oder  Cosinussen 
in  Summen  von  Sinussen  und  Cosinussen  der  Vielfachen  von  a,  ß, 
. . . ,  V  verwandelt.  Denn  in  der  somit  umgeformten  Gleichung  wird 
zufolge  I)  jede  der  Summen  von  Gliedern,  welche  Gleichvielfache 
von  a,  /?,   . . . ,   V  enthalten,  für  sich  null  sein. 

Von  der  Formel  III)  lässt  sich  noch  eine  besondere  Anwendung 
auf  die  Kugel  machen.  Seien  A,  B,  C,  ...  ti  Puncte  in  einem 
grössten  Kreise  derselben,  und  P,  Q,  ...yj  Puncte,  welche  irgend 
ausserhalb  des  Kreises  auf  der  Kugel  liegen.  Man  fälle  von  letzteren 
auf  den  Kreis  die  sphärischen  Perpendikel  PP\  QQ',  . ..,  und  setze 
die  sphärischen  Abstände  der  Puncte  A,  B,  C.  ...  und  P',  Q',  ... 
von  einem  im  Kreise  beliebig  gewählten  Anfangspuncte  resp.  gleich 
a,  ß,  y,  ...  und  (p,  /,  ...,  so  ist  zufolge  jener  Formel: 

cos -4P',  cos  ^Q'...  cos  BP',  cos  B Q'... 

H — = — Tm — = — W7^ — •     n  T-i (-•••  =  0. 


sin  AB  .  sin  A  C  .  sin  AD  ...       sin  BA . sin  B  C .  sin  BD 
Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit 

cos  PP'.  cos  QQ'... 
und  bemerkt,  dass 

cos  AP',  cos  PP'  =  cos  AP,     cos  AQ'.  cos  QQ'=  cos  AQ, 

cos  BP',  cos  PP'=  cos  BP, 

u.  s.  w.,  so  kommt: 

cos  .^P  .  cos  ^Q  . ..  cos  BP  .  cos  B Q  ... 


sin^J5  .  sin  AC .  sin  AD ...       sin  BA  .  sin  BC .  sin  BD 
Insbesondere  ist  daher  für  n  =  Z  und  j)  =  1 

cos  AP  ,  cos  BP  cos  CP 


sin  AB  .  sin  AÖ'^  sin  B  A  .  sin  B  C~^  sin  CA  .  sin  CB        ^ ' 
oder 

sin  BC.  cos  ^P+sin  C^  .  cos  BP -{-sin  AB  .  cos  CP=  0*). 


*,    Nimmt  man  die  Puncte  A,  B,  C,  P  einander  sehr  nahe  liegend  an  und 
berücksichtigt  bloss  die  dritten  Potenzen  ihrer  gegenseitigen  Entfernungen,  so  wird 

sin5C.cos^P=  [BC—^BC^i  (1— i^P2   =  BC —  \B  C  .  AP-  —  ^BC\ 
u.  s.  w.     Hiermit  reducirt  sich  die  obige  Formel  auf 

BC.AP--^  CA.BP^-^AB.CP^  =  —i/BC^-\-CA^  +  AB\  =  BC.CA.AB, 
wegen  BC-\-CA-{-AB  =  0:  eine  bekannte  Relation  bei  einem  System  von  drei 
Puncten  A,  B,   C  in  einer  Geraden  und  einem  vierten  P  ausserhalb  derselben. 

ilöbius  Werke  I.  37 
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Für  w  ^  4  und  p  =  2  ist 

cos  ^P.  cos  ^Q  cos  B P.  cos,  BQ 


sin  AB  .  sin  A  C .  sin  A D        sin  BA  .  sin  B  C  .  sin  BD 


cos  CP ■  cos  CQ cos  DP.  cos  DQ 

sin  CA  .  sin  CB  .  sin  CD       sin  Z>  ^  .  sin  Z) -B  .  sin 

Für  w  =  5  kann  man  p  =  1  oder  ^  3  setzen,  u.  s.  w. 


Bei  der  jetzt  mitgetheilten  Ableitung  der  trigonometrischen 
Formeln  I)  und  11)  aus  der  algebraischen  A)  wurde  eine  geome- 
trische Betrachtung  mit  zu  Hülfe  genommen.  Fände  man  dieses 
unstatthaft,  da  der  Gegenstand  der  Untersuchung  ein  rein  analy- 
tischer ist,  so  könnte  man,  ohne  das  "Wesentliche  des  Beweises  zu 
ändern,  folgendergestalt  zu  Werke  gehen.  Man  drücke  das  Ver- 
hältnis s 

a  —  c      a  —  d 

analog  mit  der  in  meinem  Baryc.  Calcul  (§.  183)  gebrauchten  Be- 
zeichnung durch  (a,  J,  c,  d)  aus.  Alsdann  sind,  wie  dort  (§.  184), 
die  drei  aus  (a,  5,  c,  d)  durch  gegenseitige  Yertauschung  zweier 
neben  einander  stehenden  Buchstaben  entspringenden  Functionen: 

1 

1)  [h,  a,  c,  d)  = 


2)  {a.  h,  d,  c)  = 


(a,  b,  c,  d) 
1 


(a,   b,  c,  d)  ' 

3)  [a,  c,  b,  d)  =  1  —  {a,  b,  c,  d) ; 

und  hierdurch  sind  wir  im  Stande,  nach  und  nach  auch  alle  übrigen 
durch  Permutation  der  vier  Elemente  a,  b,  c,  d  sich  bildenden  Func- 
tionen durch  (a,  5,  c,  d)  auszudrücken. 
Es  ist  ferner  (§.  185) 

4)  [a.  bj  c,  d)  {a,  b,  e,  c)  =  {a,  b,  e,  d), 

wodurch  sich  aus  zwei  Functionen,  welche  drei  Elemente  a,  b,  c 
gemein  haben,  das  eine  derselben  c  eliminiren,  d.  h.  die  aus  den 
vier  übrigen  Elementen  gebildete  Function  finden  lässt,  und  dieses 
mit  Hülfe  der  Formeln  1),  2)  und  3);  auch  in  dem  Falle,  wenn  die 
Aufeinanderfolge  der  Elemente  in  den  zwei  gegebenen  Functionen 
irgend  anders,   als  in  4),  ist. 

Es  folgt  hieraus  weiter,  dass  man,  wenn  drei  Functionen  gegeben 
sind,  welche  dieselben  drei  Elemente  a,  b,  c  gemein  haben,  z.  B. 
{a,  b,  c,  d)  =  D,     (a,  J,  c,  e)  =  E,     (a.  b.  c,  f)  =  F, 
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aus  ihnen  zwei  dieser  Elemente,  etwa  b  und  c,  eliminiren,  und  da- 
mit (a,  d,  e,  f)  durch  Z>,  E,  F  darstellen  kann.  Ist  noch  die  vierte 
Function 

[a,  h,  c,  g)=  G 

gegeben,  so  wird  man  noch  a  eliminiren  und  damit  {ch  e,  y,  g)  durch 
D,  E,  F,   G  ausdrücken  können.     In  der  That  findet  sich  (§.  186) 

[cl  .,  /  g)  =  (Z),  E,  F,   G). 

Sind  folglich  bei  7i  Grössen  a,  h,  c,  d,  e,  f,  ...  die  « —  3  Func- 
tionen Z),  E,  Fj  ...  gegeben,  deren  jede  die  drei  ersten  a,  b,  c  und 
je  eine  der  7i  —  3  übrigen  Grössen  d,  e,  f,  ...  zu  Elementen  hat,  so 
wird  man  aus  diesen  offenbar  von  einander  unabhängigen  Functionen 
alle  übrigen,  welche  sich  aus  vier  der  ?^  Grössen  bilden  lassen,  be- 
stimmen können  (§.  187);  und  dieses  bloss  durch  wiederholte  An- 
wendung des  durch  die  vier  Formeln  1),  ...,  4)  ausgedrückten  Al- 
gorithmus. 

Hat  man  folglich  irgend  eine  identische  Gleichung  zAvischen 
irgend  welchen  der  aus  «,  b,  c,  d,  e,  f,  ...  gebildeten  Functionen, 
und  setzt  man  darin  statt  der  letzteren  ihre  durch  D,  E,  F,  ...  aus- 
gedrückten Werthe,  so  muss  die  somit  zwischen  D,  E,  F,  ...  her- 
vorgehende Gleichung  ebenfalls  eine  identische  sein,  indem  sonst 
durch  sie  eine  Abhängigkeit  zwischen  den  von  einander  unabhängigen 
D,  E,  F,  ...  ausgedrückt  werden  würde.  Ohne  daher  etwas  Näheres 
von  der  Art  zu  wissen,  wie  die  durch  {a,  b,  c,  d)  dargestellte  Func- 
tion aus  a,  b,  c,  d  zusammengesetzt  sei,  reicht  der  gedachte  Algorith- 
mus allein  hin,  um  jede  Gleichung  ZTN'ischen  solchen  Functionen, 
wenn  sie  identisch  ist,  als  solche  zu  beweisen. 

Wenn  folglich  bei  einer,  auf  irgend  andere  Weise  aus  vier  Ele- 
menten zusammengesetzten  Function  die  Relationen  1),  ...,  4),  welche 
jenen  Algorithmus  begründen,  gleichfalls  stattfinden,  so  muss  jede 
Gleichung  z^vischen  Functionen  der  ersteren  Art,  wenn  sie  eine 
identische  ist,  identisch  bleiben,  wenn  statt  der  ersteren  die  der 
anderen  Art  substituirt  werden. 

Solch  eine  andere  Function  von  vier  Elementen  a,  b,  c,  d  ist 
aber 

sin  (a  —  c)       sin  (a  —  d) 

sin  [b  —  c)    '  sin  [b  —  d) 

Denn  bezeichnet  man  dieselbe  durch  [a,   b,  c,  c?],  so  ist  ersichtlich 

1 

[6,  a,  c,  d]  =  [a,  b,  d,  c\  =  — 


[a,  b,  c,  d] 
Sodann  ist 

[a,  c,  b,  d]  =  ]  —  [a,   b,  c,  d] , 

37* 
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weil 

sin  {a  —  h)  sin  (c  —  d)  +  sin  [a  —  c)  sin  {d  —  h) 
+  sin  (a  —  d)  sin  {b  —  c)  =  0. 
Auch  hat  man 

[a,  b,  c,  d]  [a,   b,  e,  c]  =  [«,   b,  e,  d]. 

Jede  identische  Gleichung  zwischen  Functionen  der  ersten  Art^ 
(a,  b,  c,  d),  etc.  Mird  mithin  identisch  bleiben,  wenn  man  statt 
derselben  die  Functionen  [a,  b,  c,  d],  etc.  substituirt.  Nun  war  in 
der  identischen  Gleichung 

A')  1  =  (^)  +  (c)  +  [d]  +  {e) 

jedes  der  vier  Glieder  {b),  ..,  {e)  ein  Product  aus  Functionen  der 
ersten  Art,  nämlich 

[b)  =  {b,  a,  X,  c)  [b,  a,  x,  d)  [b,  a,  x,  e), 

(c)  =  {c,  a,  X,  b)  {c,  a,  x,   d)  (c,  a,  rr,  e), 
u.  s.  w.     Mithin  muss  auch  die  Gleichung 

\==[b]  +  [c]  +  [d]  +  [el 
worin 

[b]  =  [b,  a,  X,  c]  [b,  a,  x,  d]  [b,  a,  x,  e], 

\i.  s.  w.  ist,  eine  identische  sein.  Das  Uebrige  folgt  hieraus  auf  die 
bereits  gezeigte  Weise. 


Die  vom  Herrn  Dr.  Luchterhand 

am  Schlüsse  des  23  teil  Bandes  mitgetheilte 

Bedingung,    unter   welcher   fünf  Puncte  in 

einer  Kugelfläche  liegen,  aus  einem  barycen- 

trischen  Princip  abgeleitet. 


[Crelle's  Journal  1S43  Band  26  p.  26—31.] 


lierr  Dr.  Luchterhand  entwickelt  in  Crelle's  Journal  Bd.  23 
p.  375  die  Relation,  "welche  zwischen  den  rechtwinkligen  Coordinaten 
von  fünf  in  einer  Kugelfläche  liegenden  Puncten  stattfindet,  und 
gelangt  durch  geometrische  Deutung  dieser  Relation  zu  dem  merk- 
würdigen Satze,  dass,  icemi  man  von  den  fünf  Pyramiden,  tvelche 
durch  Je  vier  der  fünf  Puncte  bestimmt  werden^  den  Inhalt  einer  jeden 
mit  dem  Quadrate  der  Entfernung  des  jedesmal  ührig  bleibenden 
fünften  Punctes  von  einem  beliebigen  sechsten  multiplicirt ,  die  Summe 
von  dreien  dieser  Producte  gleich  der  Summe  der  beiden  anderen  ist. 
In  einer  Anmerkung  wird  der  entsprechende  Satz  für  die  Ebene 
hinzugefügt. 

Am  einfachsten  dürften  diese  Sätze  durch  Hülfe  nachstehender 
barycentrischer  Betrachtungen  zu  beweisen  sein,  bei  denen  sie  als 
specielle  Fälle  von  allgemeineren  Sätzen,  und  letztere  hinwiederum 
als  besondere  Anwendungen  eines  barycentrischen  Princips  erscheinen, 
das'  noch  für  manche  andere  geometrische  Untersuchungen  von 
Nutzen  sein  kann. 

1.  In  Bezug  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  sei 
(X,  y,  Z)  der  Schwerpunct  der  in  den  Puncten  (.r,  y,  2),  [x' ,  y' ,  z), 
etc.  befindlichen  Gewichte  m,  m',  etc.,  unter  denen  hier,  wo  bloss 
Raumgrössen  in  Betracht  kommen,  beliebige  Zahlen,  die  zum  Theil 
auch  negativ  sein  können,  zu  verstehen  sind.  Es  ist  dann  be- 
kanntlich 

X  = ^-^ —  oder  m  (X  —  .r  -+-  m  [X  —  .r    -f  •  ■  •  =  0, 

m-\-m  -\-  .. .  ' 

folglich 
a)    mx-  -\-  nix'-  -f-  . . .  ^  m\_X-\-  [x  —  X)f  -}-  w'  [X  +  [x  —  X\f  ■\-  ... 
=  (w  -f  m'  4-  . . .)  X-  -\-m{x—  X)-  -h  m!  {x'  —  X)- -f-  . .  • , 
und  eben  so 

b)  my--\-  m'y'^-\-  ...  =  {m -{- m' -}-...)  Y- -{-  m  [y  —  Yf 

+  m'{y'-Y)'^..., 

c)  mz--\-m'z"^-\-  ...  =  [m  ^  rn  ^  ...)Z'^  ^  m[z  —  Zf 

■^m'[z  —  Zf^.... 
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Die  Addition  von  a),   b)  und  c)  giebt,    wenn  noch  der  Anfangspunct 
des  Coordinatensystems  mit  0,    die   Puncte   {x,  y,  z),    {x',  y',  z)  etc. 
mit  A^  A',  . . .  und  ihr  Schwerpunct  (X,  Y,  Z)  mit  S  bezeichnet  werden  • 
d)     m  .  OA^--\-ni  ■  OA'- -i- ...  =  {m-{-m' +  ...)  OS^-^m  .  SA- 

-^m'.SA"-j-.... 
Ist  demnach  von  den  Puncten  A,  A',  ...,    denen  resp.  die  Ge- 
wichte m,  m',  ...   zukommen,  S  der  Schwerpunct,    so  ist,   wo   auch 
der  Fun  et  0  angenommen  werden  mag,  das  Aggregat 

m.  OA^+m' .  0A'^+  ...  —{m-\-m'-^...)OS'- 
stets  von  derselben  Grösse.     Sein  aus  d)   fliessender  Werth 

m  .  SA^  +  m' .  SA'"-  +  . . . 
ergiebt  sich,  wenn  man  0  mit  S  zusammenfallen  lässt. 

2.  Um  diese  Relationen  etwas  einfacher  darzustellen,  werde 
zu  dem  System  der  mit  den  Gewichten  m,  m\  ...  belasteten  Puncte 
A,  A',  ...  der  Schwerpunct  S  selbst  mit  einem  Gewichte  hinzuge- 
fügt, welches  der  negativ  genommenen  Summe  der  Gewichte  von 
A,  A',  ...  gleich  sei.  Man  erhält  somit  ein  System,  bei  welchem 
die  Summe  der  Gewichte  null  ist,  und  welches  gar  keinen  Schwer- 
punct hat,  allein  eben  deshalb  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder 
seiner  Puncte  der  Schwerpunct  der  jedesmal  übrigen  ist;  z.  B.  A  der 
Schwerpunct  von  A',  ...  und  jS"  mit  den  resp.  Gewichten  m',  ...  und 
—  (w^  + w'-h  ...)•     Baryc.  Calcul  §.  10. 

Dass  das  System  der  Puncte  A,  B,  C,  ...,  deren  Gewichte 
a,  b,  c,  ...  seien,  keinen  Schwerpunct  hat,  werde  ausgedrückt  durch 

aA-{-bB-{-cC-\-...  =0, 
wobei  immer  auch 

a-\-b-^c-\-...  =  0 

sein  muss  (ebendaselbst  §.  15,  4).  Die  geometrische  Bedeutung  hier- 
von ist,  dass  wenn  durch  A,  B,  C,  ...  nach  einer  beliebigen  Rich- 
tung gelegte  Parallelen  von  irgend  einer  mit  dieser  Richtung  nicht 
parallelen  Ebene  in  A',  B',   C,  ...  geschnitten  Averden,  • 

a.AA'-{-b.BB'+c.  CC -{-...  =  0 
ist  (§.  13)  oder,    was   auf  dasselbe  hinauskommt,    dass,  wo   auch   der 
Punct  Z  angenommen  werden  mag,    das  Vieleck,   dessen  Seiten  pa- 
rallel mit  ZA,  ZB,  ZC,  ...  und  resp.  gleich  a  .  ZA,  b  .  ZB.  c  .  ZC,  ... 
sind,  ein  in  sich  zurücklaufendes  oder  geschlossenes  ist. 

In  Verbindung  hiervon  mit  den  in  1.  vom  Schwerpuncte  be- 
wiesenen Satze  schliessen  wir  nun; 

Ist 

aA  +  bB  +  cC+...  =  0. 
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so  ist  für  jeden   Ort  des  Pimctes   0  die  Summe 

a.  OA--{-b.  OB--\-c.  0C-+... 
von  derselben   Grösse;   oder,  was  dasselbe  aussagt:    es  ist  für  eine  be- 
liebige Amialime  der  Puncte  0  und  P 

a  {OA^  —  PA-)  4-  b  {OB-—PB')  -f  c  [OC^—PC]  +  . . .  =  0. 

3.  Anwendungen.  Mit  gehöriger  Rücksicht  auf  die  Vor- 
zeichen bei  Bezeichnung  einer  geraden  Linie,  eines  Dreiecks  oder 
einer  dreiseitigen  Pyramide  durch  Nebeneinanderstellung  der  zwei, 
drei  oder  vier  an  die  End-  oder  Eckpuncte  gesetzten  Buchstaben 
(Bar.  Calc.  §§.  1,  18  und  19)  ist,  wenn  drei  Puncte  A.  B.  C  in 
einer  Geraden  liegen: 

aA-\-bB  +  cC  =  0, 
wobei  sich 

a  :   b  :   c  =  BC  :  CA  :   AB 

verhalten  (§.  22,  c),  oder  kurz:  es  ist 

BC.A-\-CA.B  +  AB.C=(). 

Ebenso    hat    man    bei    vier    in    einer    Ebene    enthaltenen    Puncten 

A,  B,  C,  D  (§.  24,  c) 

BCD.A—CDA.B  +  DAB.  C  —  ABC.D  =  0: 

und  bei  fünf  Puncten  A,   ...,  E  iva.  Räume  (§.  26,  c) 

BCDE.A  +  CDEA.B  +  DEAB.  C-\-EABC .D 

+  ABCD.E=0. 

Wo   daher  auch   die  Puncte   0  und  P  angenommen   werden  mögen, 

so  ist,  wenn  A^  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen: 

[1]    BC[OA^—  PA"")  +  CA  {OB-  —  PB-)  +  AB  (0  C-  —  PC')  =  0, 

wenn  A,  B,  C  und  D  in  einer  Ebene  liegen: 

[2]         BCD  {0A-—  PA")  —  CDA  {OB'  —  PB') 

+  DAB  [OC'  —  PC-)  —  ABC  {OD'-  —  PD-)  =  0, 

und  wenn  A.   E  fünf  Puncte  im  Räume  überhaupt  sind: 

[3]         BCDE{OA'-  —  PA'-)-\-CDEA{OB'-  —  PB'-) 
-{-  D E AB  [0 C-—  PC-)  +  E AB C [0 D-  —  P D-) 
-\-ABCD{0E-—PE-)  =  0. 

4.  Weitere  Folgerungen,  a)  Man  lasse  in  [1]  den  Punct  P 
mit  A  zusammenfallen,  so  kommt 

BC.  OA'-^CA.  OB--^AB.  0C-=  CA.  AB'- -^  AB  .  CA- 
=  CA  .  AB  {CA  +  AB)  =  CA.AB.  CB, 
wofür  man  auch  schreiben  kann: 

AB  .  OC'-^BC.  0A-  =  AC.  0B-+ AB  .  BC .  AC. 
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Diese  Formel,  in  welcher,  wenn  B  zwischen  A  und  C  liegend  an- 
o-enommen  wird,  alle  Glieder  positiv  sind,  drückt  die  bekannte  Re- 
lation bei  einem  Dreieck  ACO  aus,  in  welchem  man  noch  die 
Spitze   0  mit  einem  Puncte  B  der  Basis  A  C  verbunden  hat. 

h)  Nimmt  man  in  [2]  an,  dass  die  vier  Puncte  A,  ...,  D  in 
einem   Kreise    liegen,    und    lässt  P  den   Mittelpunct    dieses   Kreises 

sein,  so  wird 

PA-  =  P5-  =  PC-  =  PD\ 
und  da  immer 

BCD—CDA  +  DAB  —  ABC=  0 
ist  (Bar.  Calc.  §.  1 8,  c),  so  reducirt  sich  [2]  auf 

BCD.  OA^—CDA.  OB^+DAB.  OC^— ABC .  OD' =  0, 
worin,  wenn  A,  B,  C,  D  die  Ordnung  ist,  in  welcher  die  vier  Puncte 
im  Kreise  auf  einander  folgen,  sämmtliche  vier  Dreiecke  BCD, 
CDA,  etc.  einerlei  Zeichen  haben.  Dabei  kann,  yvie  man  noch 
bemerke,  der  Punct  0  auch  ausserhalb  der  Ebene  des  Kj-eises  liegen. 
Es  ist  die  Luchterhand'sche  Relation  für  den  Kreis. 

c)  Sind  A,  B,  C,  D,  JE  fünf  Puncte  in  der  Oberfläche  einer 
Kugel,  deren  Mittelpunct  P  ist,  so  ist 

PA^  =  PB-  =  etc. 
Deshalb,  und  da  immer 

BCDE+  CDEA  +  ...-^ABCD  =  0 
ist  (§.  20,  d),  zieht  sich  unter  der  gemachten  Annahme  die  Formel  [3] 
zusammen  in: 

BCDE.  OA'+CDEA.  OB'+DEAB  .  OC--\-EABC.  OD'- 
+  ABCD.  0E-=  0. 
Nimmt  man  dabei  an,  was  immer  möglich  ist,  dass  die  Puncte 
A  und  E  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Ebene  BCD  liegen,  so 
haben,  wie  leicht  aus  §.19  und  mit  Hülfe  einer  Zeichnung  erhellet, 
von  den  fünf  Pyramiden  BCDE,  ...,  AB  CD  der  Formel  die  erste 
und  die  letzte  einerlei  Zeichen,  und  das  entgegengesetzte  die  drei 
übrigen.     Dies  ist  der  Luchterhand'sche  Satz  für  die  Kugel. 

(!)  Um  noch  eine  Folgerung  hinzuzufügen,  wollen  wir  setzen, 
dass  in  [2]  die  vier  Puncte  A,  B,  C,  D  in  einer  Ellipse  liegen,  von 
welcher  0  und  P  die  beiden  Brennpuncte  seien.     Alsdann  ist 

OA-\-PA=  OB  +  PB  =  etc. 
gleich  der  grossen   Axe   der   Ellipse,   welche   2a  heisse.     Hierdurch 

wird 

OA-—PA-=  2a{0A  —  PA)  =  2a  [20A  —  2a); 
ebenso 

OB^—PB-=2a(2  0B  —  2a),  etc. 
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und  die  Gleichung  [2]  verwandelt  sich  damit  in 

BCD{OA  —  a)—CDA{OB  —  a)  +  ...  =  0, 
oder  da 

BCD—CDA-\- ...  =  0 
ist: 

IC)    OA.BCD—OB  .  CDA+  OC.DAB—  OD  .ABC  =  0. 
Durch  ganz  ähnliche  Schlüsse  wird  man  zu  derselben  Gleichung 
auch    unter    der  Voraussetzung  geführt,    dass   A^  B,   C,  D  in    einer 
Hyperbel  liegen,  welche  0  und  P  zu  Brennpuncten  hat.     Da  ferner 
ein  Kegelschnitt  durch  drei  in  ihm  liegende  Puncte  und  den  einen 
seiner  beiden  Brennpuncte   vollkommen  bestimmt  ist,   so    schliessen 
wir:     dass    die   Gleichung  K)   die   nothwendige   und  hinreichende   Be- 
dingung darstellt,  unter  welcher  vier  Puncte  A,  B,   C,  D  einer  Ebene 
ifi  einem  Kegelschnitte  liegen.,  von  welchem  O  der  eine  Brennpunct  ist. 
Zusätze,     a)    Zerlegt   man   die   Dreiecke  BCD,    CDA.,  ...    in 
solche,  welche  insgesammt  0  zur  Spitze  haben,  und  wonach 
BCD=  OBC+  OCD+  ODB, 
CDA=  OCD-\-  ODA+  OAC 
etc.,  ist,  so  geht  die  Gleichung  K)  über  in 

[OD—OA)  OBC+{OB—  OA)  OCD -\- [OB  —  OC)  ODA 
-\-{OD—OC)  OAB  +  {OC—OA)  ODB  +  {OD— OB)  OCA  =  0. 
Hieraus  fliesst  unmittelbar  die  Gleichung  zwischen  den  Polar- 
coordinaten  von  vier  Puncten  eines  Kegelschnittes,  wenn  dessen 
einer  Brennpunct  zum  Pol  genommen  wird  (oder  die  Gleichung 
zwischen  den  Radien  Vectoren  und  den  Längen  von  vier  Oertern 
eines  Planeten).     Setzt  man  nämlich 

OA  =  r,     OB  =  r',     OC=r'\     OD  =  r"', 
und   die  Winkel,    welche   diese   vier  Linien  nach  einerlei  Seite   hin 
mit    einer   in    der   Ebene    des   Kegelschnittes    gezogenen   Grundlinie 
machen,  gleich  /,  /',  T,  f,  so  werden  die  Dreiecke 

OBC=^r'r"  sin  {l'—  l'),     OCD=  \r'r"  sin  {!" ~  l"), 
etc.,  und  damit  die  vorige  Gleichung 

{r"'—r)  r'r"  sin  [l'—  l')  +  [r'  —  r)  r'r"  sin  (/"'—  T) 
_|_  [r'—r")  r"r  sin  (/—/"')  +  (/"—/')  rr'  sin  (/'—  /) 
+  [r"—  r)  r"'r'  sin  (/'  —  /"')  +  [r'"  — r')  r'r  sin  (/  —  r')  =  0. 
Auch  muss  sich  dieselbe  Gleichung  als  Resultat  der  Elimination  aus 
den  vier  Gleichungen 

p  =  r  [1  +  e  cos  (/  —  w)],         p  =  r"  [1  +  e  cos  {!'  —  a>)], 

p  =  r'[\+e  cos  [V—  w)],        p  =  r"  [1  +  e  cos  [1"—  w]) 

ergeben,   welche   der  Reihe   nach   ausdrücken,    dass   die  vier  Puncte 
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(r,  /),  {r,  /'),  (r",  T),  (r"',  /"')  in  einem  Kegelschnitte  liegen,  dessen 
halber  Parameter  gleich  p,  dessen  Excentricität  gleich  e,  dessen 
Hauptaxe  mit  der  Grundlinie  einen  "Winkel  gleich  w  macht,  und 
von  welchem  der  eine  Brennpunct  der  Anfangspunct  der  Coordi- 
naten  ist. 

b)  Setzt  man  bei  [2],  wie  vorhin,  dass 

OA±PA=OB±PB  =  etc.  =  2  a, 
nimmt  aber  nicht  zugleich  an,  dass  O  und  P  mit  A,  B,  C,  I)  in 
einer  Ebene  liegen,  so  sind  A,  ..,  D  vier  Puncte  einer  Fläche,  die 
durch  Umdrehung  eines  Kegelschnittes,  dessen  Brennpuncte  0  und  P 
sind,  um  seine  Hauptaxe  entsteht.  Die  Gleichung  K)  gilt  folglicii 
auch  dann,  weiin  A,  B.  C,  D  in  dem  Durchschnitte  einer  Ebene  mit 
einer  solchen  Revolutionsfläche  liegen,  welche  0  zu  dem  einen  ihrer 
Brennpuncte  hat. 

c)  Da  die  Gleichung  Ä")  auch  dann  noch  bestehen  muss,  wenn 
bloss  0,  nicht  auch  P,  in  der  Ebene  AB  CD  liegt,  und  da  in  diesem 
Falle  nach  dem  Satze  d)  A,  ..,  D  in  einem  Kegelschnitte  liegen, 
welcher  0  zum  Brennpuncte  hat,  so  schliessen  wir  noch: 

Der  Schnitt  einer  Fläche  ^  welche  durch  Vmdrehu?ig  eines  Kegel- 
schnittes um  seine  Hauptaxe  etitsteht,  mit  einer  durch  den  einen  Brenn- 
punct des  Kegelschnittes  beliebig  gelegten  Ebejie.  ist  ein  Kegelschnitt, 
welcher  denselben  Brennpunct  zu  dem  seinigen  hat. 

d)  Behandelt  man  die  Gleichung  [3]  ähnlicherweise  wie  [2],  so 
findet  sich: 

OA  .  B CDE  +  OB  .  CDEA  -\-OC.DEAB 
+  OD.EABC-{-  OE.ABCD  =  0, 
als  die  Bedingimg sgleichmg    dafür,    dass  fünf  Puncte  A,   ...,  E  in 
eitler  durch   Umdrehwig  eines  Kegelschnittes    um  seine  Hauptaxe  ent- 
stehenden Fläche  liegen,  von  welcher  0  der  eitie  Brennpunct  ist. 

Indem  man  jede  der  fünf  Pyramiden  5  C'Z>  JE",  etc.  in  vier  andere 
zerlegt,  deren  jede   0  zur  Spitze  hat,  und  wonach  z.  B. 

BCDE=  OCDE—  ODEB-{-  OEBC—  OBCD 
ist  (§.  20  zu  Ende),  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 
2{0A—  OB)  OCED  +  :^{OA—OD)  OEBC=  0, 
wo   jeder    der  beiden    summatorischen  Ausdrücke    eine   Summe  von 
fünf  Gliedern  darstellt,  deren  jedes  aus  dem  nächst  vorhergehenden, 
das   zweite   aus   dem  hingeschriebenen   ersten,    erhalten   wird,   wenn 
man  -4,  B,   C,  D,  E  resp.  in  B.   C,  D,  E,  A  verwandelt. 


Yerallgemeinerimg  des  Pascarsclien  Theorems 

das  in  einen  Kegelschnitt  beschriebene 

Sechseck  betreffend. 


[Berichte    der   ELönigl.    Sächsischen    Gesellschaft    der  Wissenschaften   math.-phys. 
Classe  1847  Band  1  p.  170—175  und  Crelle's  Journal  Band  36  p.  216—220.] 


: 


f 


xliine  projective  Eigenschaft  einer  ebenen  Figur  ist  bekanntlich 
eine  solche,  welche  auch  jeder  anderen  Figur  zukommt,  welche  eine 
Projection  der  ersteren  Figur  auf  eine  andere  Ebene  durch  Linien 
aus  einem  Puncte  ist.  Hat  man  daher  eine  solche  Eigenschaft  für 
eine  gewisse  Projection  als  richtig  bewiesen,  so  ist  sie  damit  auch  für 
jede  andere  Projection  und  folglich  allgemein  dargethan.  Am  vor- 
theilhaftesten  aber  mrd  es  sein,  für  jene  gewisse  Projection  diejenige 
zu  wählen,  bei  welcher  möglichst  viele  der  von  einer  Projection  zur 
anderen  veränderliche  Verhältnisse  der  Figur  möglichst  einfache 
Werthe  erhalten,  indem  somit  der  Beweis  der  projectiven  Eigen- 
schaft durch  Zuhülfenahme  anderer  aus  diesen  einfachen  Verhält- 
nissen fliessenden  nicht  projectiven  Eigenschaften  der  Figur  am 
meisten  erleichtert  werden  wird. 

Ein  Beispiel  hierzu  giebt  die  höchst  merkwürdige  von  Pascal 
entdeckte  projective  Eigenschaft  der  Kegelschnitte,  wonach  die  drei 
Durchschnitte  der  einander  gegenüber  liegenden  Seiten  eines  in  eine 
solche  Curve  beschriebenen  Sechsecks  in  einer  Geraden  liefen. 
Weil  jeder  Kegelschnitt  auf  eine  andere  Ebene  als  Kreis  projicirt 
werden  kann,  so  wird  Pascal's  Satz  für  alle  Kegelschnitte  bewiesen 
sein,  wenn  er  nur  für  den  Kreis  dargethan  ist.  Aber  noch  mehr: 
zu  einem  Kegelschnitte  und  einer  in  seiner  Ebene  gezogenen,  ihn 
selbst  nicht  treffenden  Geraden  l  können  eine  Projectionsebene  und 
ein  Projectionscentrum  immer  so  bestimmt  werden,  dass  die  Pro- 
jection des  Kegelschnittes  ein  Kreis  Avird,  und  die  Projection  jedes 
Punctes  der  Geraden  /  in  die  Unendlichkeit  fällt,  d.  h.  dass  von  je 
zwei  Geraden  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes,  welche  sich  in  / 
schneiden,  die  Projectionen  einander  parallel  sind.  Man  wird  mithin 
nur  zu  zeigen  haben,  dass,  wenn  bei  einem  in  einen  Kreis  beschrie- 
benen Sechsecke  zwei  aufeinander  folo^ende  Seiten  beziehungsweise 
den    ihnen    gegenüberliegenden    parallel    sind,    auch    die   zwei   noch 
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übrigen  einander  gegenüberliegenden  Seiten  einander  parallel  sind; 
und  es  würde  somit  das  Theorem  Pascal' s  wenigstens  für  den  Fall 
dargethan  sein,  wenn  die  durch  zwei  der  drei  Durchschnittspuncte 
zu  führende  Gerade  /  den  Kegelschnitt  nicht  trifft.  Dass  es  aber 
auch  dann  gilt,  Avenn  l  den  Kegelschnitt  berührt  oder  schneidet, 
kann,  wenn  auch  nicht  auf  diesem  einfachen  Wege  der  Projection, 
doch  durch  Hinzufügung  einer  einfachen  analytischen  Betrachtung 
gezeigt  werden. 

Das  Voranstehende  ist  etwa  der  Gang,  auf  welchem  Herr 
Gergonne  im  4.  Bande  seiner  Annalen  der  Mathematik  Seite  78  ff. 
das  merkwürdige  Theorem  bewiesen  hat.  Den  Nerv  dieses  Beweises 
macht,  wie  man  sieht,  die  eben  bemerkte  und  noch  darzuthuende 
Eigenschaft  eines  Sechseckes  im  Kreise  aus.  Es  gründet  sich  die- 
selbe auf  den  elementaren  Satz,  dass  zwischen  parallelen  Sehnen 
liegende  Kreisbögen  einander  gleich  sind,  und  umgekehrt:  dass  die 
Endpuncte  zweier  einander  gleichen  Kreisbögen  sich  durch  parallele 
Sehnen  verbinden  lassen:  oder,  um  mich  bestimmter  auszudrücken 
und  die  Eigenschaft  ganz  allgemein  für  jede  Gestalt,  welche  das 
Sechseck  im  Kreise  haben  kann,  darthun  zu  können: 

Sind  zwei  Sehnen  AB  und  AB'  eines  Kreises  einander'  parallel, 
gleichviel  oh  die  Richtungen  AB  und  AB'  einerlei  oder  einander  ent- 
gegengesetzt sifid,  so  sind  die  Bögen  AA  und  B'B  des  Kreises, 
xvemi  sie  nach  ei?ierlei  Sinne  gerechnet  icerden,  einander  gleich;  und 
umgekehrt:  sind  zwei  nach  eitierlei  Sinne  gerechnete  Bögen  AA  und 
B'B  eines  Kreises  einander  gleich,  so  sind  die  Sehnen  AB  und  AB' 
einander  parallel. 

Zieht  man  demnach  in  einem  Kreise  von  zwei  beliebigen 
Puncten  A  und  A  derselben  aus  irgend  zwei  einander  parallele 
Sehnen  AB  und  AB' ,  und  von  B  und  B'  aus  irgend  zwei  andere 
einander  parallele  Sehnen  BC  und  B' C ,  so  sind  die  nach  einerlei 
Sinne  gerechneten  Bögen  AA  und  B'B  einander  gleich,  und  ebenso 
die  Bögen  B'B  und  CC,  folglich  auch  die  Bögen  CC  und  AA'\ 
folglich  sind  die  Sehnen  CA  und  CA  einander  parallel;  oder,  wie 
man  statt  dessen  auch  sagen  kann:  Ist  bei  einem  in  einen  Kreis 
beschriebenen  Sechseck  AB CAB'C  die  erste  Seite  AB  mit  der 
vierten  AB',  und  die  zweite  BC  mit  der  fünften  B'C  parallel,  so 
ist  es  auch  die  dritte  CA  mit  der  sechsten  CA. 

Der  Beweis,  welchen  Herr  Gergonne  von  diesem  Satze  beifügt, 
ist  von  dem  jetzt  mitgetheilten  allerdings  nicht  wesentlich,  sondern 
nur  hinsichtlich  der  äusseren  Fassung  verschieden.  Allein  ausser- 
dem ,  dass  die  hier  gebrauchte  Fassung  einen  neuen  Beleg  des 
Nutzens  giebt,  welchen  eine  stete  Berücksichtigung  der  Aufeinander- 
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folge  der  Buchstaben  bei  den  Bezeichnungen  geometrischer  Objecte 
gewährt,  so  wird  man  bei  dieser  Fassung  gleichsam  von  selbst  zur 
Verallgemeinerung  des  Pascal'schen  Satzes  hingeleitet. 

In  der  That,  zieht  man  von  C  und  C  aus  noch  zwei  einander 
parallele  Sehnen  CD  und  CD'  nach  beliebiger  Richtung,  so  hat 
man  die  einander  gleichen  Bögen 

AA:  ^  B'B  =  CC  =  D'D. 
Mithin  müssen  auch  die  Sehnen  AD  und  D'A'  einander  parallel 
sein.  Alle  die  jetzt  gezogenen  Sehnen  bilden  aber  zwei  Vierecke 
AB  CD  und  A'B'C'D\  und  wir  schliessen  somit:  Wenn  von  zwei 
in  einen  Kreis  beschriebenen  Vierecken  A.  .  D  und  A'.  .  D'  drei 
Seiten  ^5,  ^C,  CD  des  einen  den  gleichnamigen  A! B' ,  B'C\  CD' 
des  anderen  parallel  sind,  so  sind  auch  die  zwei  noch  übrigen  Seiten 
DA  und  D'A'  einander  parallel. 

Lässt  man  auf  CD  und  CD'  noch  ein  neues  Paar  paralleler 
Sehnen  DE  und  D'E'  folgen,  so  sind  die  Bögen 

AA'  =  ...  =  D'D  =  EE', 
folgKch  die  Sehnen  EA'  und  E'A  einander  parallel.  Dies  giebt  ein 
in  den  Ki-eis  beschriebenes  Zehneck  ABCDEA'B'CD'E',  in  wel- 
chem AB  und  A'B',  BC  und  B'C,  u.  s.  av.  d.  h.  je  zwei  einander 
gegenüberliegende  Seiten  einander  parallel  sind,  und  wobei  der 
Parallelismus  des  fünften  Paares  aus  dem  der  vier  vorhergehenden 
folgt. 

Man  setze  an  E  und  E'  ein  fünftes  Paar  paralleler  Sehnen  EF 
und  E'F',  so  sind  jetzt  die  Bögen 

AA'  =  ...  EE'  =  F'F, 
und  mithin  die  Sehnen  FA  und  F'^'  einander  parallel.  Man  be- 
kommt somit  zwei  in  den  Kreis  beschriebene  Sechsecke  ABCDEF 
und  Ä  ...  F' ,  deren  gleichnamige  Seiten  einander  parallel  sind,  und 
wobei  wiederum  der  Parallelismus  des  letzten  Paares  aus  dem  vor- 
hergehenden zu  schliessen  ist. 

Schon  diese  Avenige  Fälle  Averden  hinreichen,  um  einzusehen, 
dass  alle  auf  solche  "Weise  durch  fortgesetztes  Anlegen  paralleler 
Sehnen  entstehenden  Figuren  von  doppelter  Art  sind,  je  nachdem 
die  xlnzahl  der  Paare  paralleler  Seiten  ungerade  oder  gerade  ist. 
Bei  einer  ungeraden  Anzahl  von  Paaren ,  gleich  2  m  +  1 ,  bilden  alle 
4  m -1-2  Seiten  ein  einziges  Vieleck.  Ist  die  Anzahl  der  Paare  ge- 
rade, gleich  Im,  so  erhält  man  ZAA'ei  gesonderte  Vielecke,  jedes  von 
Im  Seiten.  Jede  dieser  Figuren  besitzt  aber  die  Eigenschaft,  dass 
der  Parallelismus  eines  jeden  Seitenpaares  eine  Folge  aus  dem  Paral- 
lelismus aller  jedesmal  übrigen  Paare  ist. 

Möbius  Werke  I.  38 
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Es  bleibt  jetzt  noch  übrig,  diese  beim  Kreise  stattfindende 
Eio-enschaft  nach  den  Gesetzen  der  Projection  auf  Kegelschnitte 
überhaupt  auszudehnen.  Durch  Schlüsse  von  ganz  derselben  Art, 
wie  oben  beim  Sechseck,  erhalten  wir  damit  folgende  zwei  Sätze: 

I)  Wenn  hei  einem  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielecke 
von  6,  10,  14.  etc.  oder  überhaupt  4m -{-2  Seiteti  die  Durchschnitte 
aller  Paare  gegenüberliegender  Seiten  bis  auf  eines  in  ei?ier  Geraden 
begriffen  sind^  so  liegt  darin  auch  der  Durchschnitt  dieses  letzten 
Paares. 

II)  Wird  zu  einem  in  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielecke 
von  gerader  Seitenzahl  ein  zweites  von  gleicher  Seitenzahl  in  den 
Kegelschnitt  so  beschrieben .  dass  die  Durchschnitte  je  zweier  gleich- 
vielter  Seiten  beider  Vielecke  bis  auf  einen,  den  letzten^  in  einer  Ge- 
raden liegen^  so  ist  auch  der  letzte  in  dieser  Geraden  enthalte?!. 

Schliesslich  füge  ich  noch  die  diesen  Sätzen  nach  dem  Gesetz 
der  Dualität  entsprechenden  bei,  die,  wenn  man  will,  gleichfalls  aus 
der  Katur  des  Kreises  hergeleitet  werden  können,  indem  man  die 
durch  Paare  von  Ecken  der  Vielseite  zu  legenden  Geraden  sich  ins- 
gesammt  im  Mittelpuncte  des  Kreises  schneidend  annimmt,  um 
welchen  die  Yielseite  beschrieben  worden  (vergl.  die  Gergonne'sche 
Abhandlung). 

I)  Wefm  bei  eitlem  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielseit 
mit  4w  +  2  Ecken  alle  die  gegenüberliegenden  Ecken  verbindenden 
Geraden  bis  auf  eine  sich  sich  in  einem  Puncte  schneiden,  so  trifft 
diese?i  Punct  auch  die  das  noch  übrige  Eckenpaar  verbindende  Gei'ade. 

n)  Wird  zu  einem  um  einen  Kegelschnitt  beschriebenen  Vielseit 
mit  gerader  Eckenzahl  ein  ziveites  Vielseit  mit  der  nämlichen  Ecken- 
zahl so  beschrieben,  dass  die  durch  je  zicei  gleichvielte  Ecken  beider 
Vielseite  zu  ziehenden  Geraden  bis  auf  eine,  die  letzte,  sich  in  einem 
Puncte  schneiden,  so  trifft  diesen  Punct  auch  die  letzte  Gerade. 


Der  Satz,  dass  die  zwischen  parallelen  Sehnen  eines  Kreises 
liegenden  Bögen  des  letzteren  einander  gleich  sind,  und  dass  um- 
gekehrt die  Endpuncte  zweier  einander  gleichen  Bögen  eines  Kreises 
durch  parallele  Sehnen  verbunden  werden  können,  —  dieser  Satz 
kann,  etwas  anders  ausgedrückt,  auf  alle  Kegelschnitte  ausgedehnt 
werden.  Setzt  man  nämlich  statt  der  Bögen  die  ihnen  stets  pro- 
portionalen Sectoren  des  Kreises,  und  projicirt  alsdann  die  Figur 
durch  Parallellinien  auf  eine  gegen  ihre  Ebene  geneigte  Ebene,  so 
erhält  man  füllendes  Theorem: 
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Sind  AB  und  AB'  zwei  parallele  Sehnen  einer  Ellipse  und  ist  M 
der  Mittelpimct  der  Ellipse,  so  sind  die  elliptischen  Sectoren  MA'A 
und  3IBB.,  soivie  MAB  und  MAB.,  einander  gleich^  und  dieses 
auch  hinsichtlich  des  durch  die  Buchstabenfolge  in  ihren  Ausdrücken 
bestimjnten  Vorzeichens.  Umgekehrt:  Sind  zivei  elliptische  Sectoren 
MA'A  und  MBB'  mit  Rücksicht  auf  die  Zeichen  einander  gleich, 
60  sind  die  Sehnen  AB  und  AB'  einander  parallel.  Oder  noch, 
anders  ausgedrückt : 

Es  bewege  sich  ein  Punct  P  in  einer  Ellipse  dergestalt ,  dass  der  bis 
zu  ihm  vom  Mittelpuncte  der  Ellipse  aus  gezogene  Radius  in  gleichen 
Zeiten  gleiche  Flachen  überstreicht.  Die  zwischen  zioei  parallelen 
Sehnen  AB  und  AB'  der  Ellipse  enthaltenen  Bögen  A A  und  BB\ 
so  icie  AB  und  AB' .  werden  dann  von  P  in  gleichen  Zeiten  durch- 
laifen,  und  umgekehrt. 

Dieselben  Sätze  gelten,  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  auch  für  die 
Hyperbel,  und  zwar  der  umgekehrte  in  allen  Fällen,  der  directe 
aber  mit  einer  Beschränkung,  Avelche  aus  der  Doppelgestalt  der 
Hyperbel  entsteht,  und  wonach  zwei  Puncte  einer  Hyperbel  nur 
dann  die  Endpuncte  eines  hyperbolischen  Bogens  sein  können,  wenn 
sie|in  einer  und  derselben  Hälfte  der  Curve  liegen. 

Endlich  gelten  diese  phoronomischen  Sätze  wörtlich  auch  für  die 
Parabel,  wenn  man  dieselbe  von  einem  Puncte  also  durchlaufen 
lässt,  dass  eine  durch  den  Punct  gelegte,  mit  der  Axe  der  Parabel 
stets  parallel  bleibende  Gerade  in  gleichen  Zeiten  gleich  breite 
Parallelstreifen  überstreicht.  Es  ist  dies  keine  andere,  als  die  para- 
bolische "Wurfbewegung,  und  wir  können  daher  noch  schliessen: 

Werden  von  einem  geworfenen  Körper  die  Bögen  AB  und  CD 
in  gleichen  Zeiten  zurückgelegt,  so  sind  die  Geraden  AD  und  BC 
eiiiander  parallel;  und  loenn  die  Bögen  AB  und  BC  in  gleichen 
Zeiten  beschrieben  loerden ,  so  ist  die  Gerade  A  C  parallel  mit  der  an. 
die  Curve  in  B  gelegten  Tangente. 


38^ 


Zu  dem  Aufsatze 

des  Herrn  Dr.  Baltzer  im  Jahrgang  1855  der 

Berichte  S.  62,  die  Leibniz'sche  Quadratur  der 

Sectoren  von  Kegelschnitten  betreffend. 


[Berichte    der    Königl.   Sächsischen    Gesellschaft   der   Wissenschaften   math.-phys. 
Classe  1856  Band  8  p.  19—20.] 


^ei  0  der  Mittelpunct  einer  Ellipse,  AM  ein  Bogen  derselben, 
OB  der  mit  OA  conjugirte  Halbmesser,  X  der  Durchschnitt  von 
OA  mit  einer  durch  M  parallel  mit  OB  gezogenen  Linie,  S  der 
Durchschnitt  von  OJ/  mit  der  in  A  an  die  Ellipse  gelegten  und 
daher  mit  OB  parallelen  Tangente,  und  T  der  Durchschnitt  von  AS 
mit  der  in  J/ angelegten  Tangente.  Alsdann  ist,  Avie  a.  a.  O.  mittelst 
eines  sehr  einfachen  analytischen  Calculs  bewiesen  wird,  das  Ver- 
hältniss  des  elliptischen  Sectors  OAM  zu  der  von  einem  Paare  con- 
jugirter  Halbmesser  zum  anderen  constanten  Dreiecksfläche   OAB 

sect  OAM  OX  AS       ^  AT 

tr  OAB    =  "''  '''  -ÖÄ  =  ^''  '"^^  OB  =  ^  "^'^  '"°^  OB ' 

Dieselben  Formeln  lassen  sich  aber  auch  ohne  alle  Rechnvinsr 
geradezu  aus  der  Natur  des  Kreises  mittelst  des  Princips  der  Affinität 
ableiten,  da  jede  Ellipse  eine  dem  Kreise  affine  Curve  ist.  Man 
construire  zu  dem  Ende  eine  der  Figur  OABMXST  affine  Figur 
0'A'B'3I'X'S'T'  also,  dass  0'B'=  O'A',  und  A'O'B' =90'',  was 
immer  thunlich  ist.  Die  vorige  ElKpse  A  MB . .  wird  dadurch  ein 
Kreis  A'M'B'..,  dessen  Mittelpunct  O'  ist.  Dabei  sind  O',  X',  A', 
desgleichen  O',  M',  S',  sowie  A',  T',  S'  in  gerader  Linie;  O'B', 
X'M',  ÄS'  sind  auf  O'Ä,  und  M'T'  auf  O'S'  perpendicular,  und 
der  Bogen  A'M'  wird  von  O'T'  halbirt.     Hiernach  ist 

sect  0'A:M'        arc  A'M'  O'X' 

=  arc  cos 


tr  O'A'B'  O'A'  O'A! 

ÄS'       ^        ,        AT' 
=  arc  tang  ^^^7  =  2  arc  tang  -^^,  • 

Den  metrischen  Eigenschaften  affiner  Figuren  gemäss  ist  aber 

sect  O'ÄM' sect  0A2I 

tr  O'A'B'    ~     tr  OAB    ' 
O'X'        OX       ÄS'       AS       AT'       AT 


O'Ä         OA'     O'B'        OB'      O'B'       OB' 
folglich  u.  s.  w. 


600 


Zu  dem  Aufsätze  des  Herrn  Dr.  Baltzer  etc. 


Die  entsprechenden,  vom  Herrn  Dr.  Baltzer  gleichfalls  aufge- 
stellten, Formeln  für  den  Sector  einer  Hyperbel  lassen  sich,  wenn 
man  Avill,  aus  denen  für  den  elliptischen  Sector  sogleich  dadurch 
folgern,  dass  man  OB  ia  i.OB,  wo  i  =  'V — 1,  und  damit 

tr  OAB  =  \OA.  OB  .  sin  AOB 
in  i  .  tv  OAB  verwandelt,  und  von  den  bekannten  Transformationen 

1—v 


1;   und   2i  arc  tang  iv  =  log 


1+t' 


i  .  arc  cos  zi  =  log  (zi  -\-  Vti^ 

Gebrauch  macht. 

Ohne  hierauf  näher  einzugehen,  <\dll  ich  noch  eine  wegen  ihrer 
Einfachheit  mir  nicht  minder  bemerkenswerth  scheinende  Formel 
für  den  Sector  OAM  hinzufügen.  Sie  ist,  wie  aus  einer  der  vorigen 
ganz  analogen  Betrachtungsweise  hervorgeht,  für  die  Ellipse: 


I 


sect  OAM 


arc  sin 


tr  OAB 

Für  die  Hyperbel  fliesst  hieraus: 
sect  OAIil 


tr  0A3f 
tr  OÄB 


tr  OAM 


=  arc  sm 


?'tr  OAB         " ^■  tr  OAB' 

und  wenn  man  das  reelle  Verhältniss  tr  OAM  :  tr  OAB  ^=  p  setzt; 


sect  OAM 


=  i  .  arc  sin  ~  =  log  (j)  -\-  Vi.  -\-p') 


tr  OAB  i 

eine  Formel,  die  sich  auch  schon  aus  der  a.  a.  O.  für  die  Hyperbel 
gegebenen 


sect  OAM 


los: 


(^+i) 


tr  OAB 

deduciren  lässt,  indem  sich 

p:\=tx  OAM  :  tr  OAB  =  XM  :   OB  =  y  .  h 

und  damit 

yi  4-^*  ■.\=x:a 
verhält. 


lieber  die  Zusammensetzung  gerader  Linien 
und  eine  daraus  entspringende  neue  Begrün- 
dungsweise des  barycentrisclien  Calculs. 


[Crelle's  Journal  1844  Band  28  p.  1—9.] 


1.  Die  einzigen  Sätze  der  Geometrie,  die  ich  hierbei  als  er- 
wiesen voraussetze,  sind  die  zwei:  »dass  zwei  Gerade,  deren  jede  mit 
einer  dritten  parallel  ist,  auch  mit  einander  parallel  sindcr,  und  »dass 
Parallelen  zwischen  Parallelen  einander  gleich  sind«. 

Im  Folgenden  soll  durch  Setzung  des  Gleichheitszeichens  zwischen 
die  Ausdrücke  zweier  geraden  Linien,  z.  B.  durch  AB  =  CD,  stets 
angezeigt  werden,  dass  die  zwei  Linien  nicht  bloss  von  gleicher  Länge 
sind,  sondern  auch  einerlei  Richtung  haben,  so  dass,  wenn  die  eine 
Linie  CD  parallel  mit  sich  fortgeführt  wird,  bis  C  mit  A  zusammen- 
fällt, dann  auch  D  mit  B  coincidirt.  Mit  dieser  Bezeichnungsart 
lassen  sich  jene  zwei  Sätze  kurz  also  ausdrücken: 

I)    Ist  AB  =  CD   und    CD  =  FF,    so  ist  auch  AB  =  EF. 
n)    Ist  AB  =  CD,  so  ist  auch  AC  =  BD. 
Hieraus  lässt  sich  sogleich  weiter  schliessen: 

ni)    Ist    1)    AB=A'B'    und    2)    BC=B'C',    so    ist    auch 
AC=A'C'.  ■ 
Denn  nach   H)  folgt  aus    1)  AA'=BB',    und  2)  BB'=  CC;    folg- 
lich nach  I)  AÄ=  CC'\  folglich  nach  11)  AC=-AC'. 

IV)  Ist  1)  AB  =  A'B',  2)  BC=B'C',  3)  CD=C'D', 
4)  DE  =  D'E',  etc.,  so  ist  auch  AD  =  A'D',  AE  =  A'E', 
etc.  Denn  aus  ])  und  2)  folgt  nach  HI)  AC  =  A'C; 
hieraus  und  aus  3)  eben  so  AD  =  A'D',  etc. 

2.  Sind  AB,  CD,  EF  mehrere  ihrer  Grösse  und  Richtung 
nach  gegebene  gerade  Linien,  und  setzt  man,  von  einem  beliebigen 
Puncto  P  ausgehend,  diese  Linien  parallel  mit  ihren  Richtungen 
aneinander,  macht  also 

PQ  =  AB,     QR=CD,     RS=EF, 
und  bildet  somit  die  gebrochene  Linie  PQRS,   so  soll  diese  Opera- 
tion  die   Zusammensetzunsr   oder    die   o:eometrische   Addition 
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der  gegebenen  Linien  heissen;  zum  Unterschiede  von  der  arithme- 
tischen, als  wobei  bloss  die  Grösse  der  Linien,  nicht  auch  ihre 
Richtung  in  Betracht  kommt.  Die  gerade  Linie  vom  Anfangspuncte  P 
bis  zum  Endpuncte  -■S'  der  gebrochenen  Linie  PQllS  nenne  man  die 
geometrische  Summe  der  Linien  AB,  ...,  und  drücke  dieses 
hier  aus  durch 

AB-{-  CD  +  EF=  PS. 

Fällt  der  Endpunct  S  mit  dem  Anfangspuncte  P  zusammen,  so  ist 
die  geometrische  Summe  Null,  und  man  schreibe  alsdann 

AB+CD  +  EF=0. 
Wenn  AB,    CD  und  EF  dieselbe  Summe  wie  GH  und  IK  haben, 
so  schreibe  man,  um  dieses  auszudrücken: 

AB+CD-\-EF=  GH+IK 

Uebrigens  ist  von  selbst  klar,  dass,  wie  auch  die  Puncte  A,  B,  C, 
Z>,  ...  im  Räume  liegen  mögen,  stets  sein  wird: 

AB  +  BA  =  {),     AB-\-BC=  AC, 
AB-{-BC+CA  =  0,     AB  +  BC+CD  =  AD, 
u.  s.  w. 

3.  Wenn  man,  um  AB,  ...  zusammenzusetzen,  statt  P  irgend 
einen   anderen   Punct  P'  zum  Ausgangspuncte  wählt,    und  hiernach 

'P'Q'=AB,      Q'R'=CD,     R'S'=EF 
macht,  so  ist  nach  I) 

PQ  =  P'Q\      QR  =  q:r\      RS  =  R'S', 
und    daher    nach    IV)    PS  =  P'S';    d.  h.   die  geometrische   Summe 
bleibt  dieselbe,    welches  auch  der  Punct  sei,    von  welchem  man  bei 
der  Addition  ausgeht. 

Die  geometrische  Summe  mehrerer  Linien  ist  aber  nicht  bloss 
von  dem  Orte  des  Ausgangspunctes,  sondern  auch  von  der  Ordnung, 
in  welcher  man  sie  zusammensetzt,  unabhängig.  Denn  macht  man, 
um  AB  und  CD  zu  addiren,  das  einemal,  mit  AB  anfangend, 
PQ  =  AB,  QR  =  CD,  und  das  anderemal  mit  CD  anfangend, 
PQ'=CD,  Q'R'=AB,  so  ist  hiernach  1)  PQ=Q'R'  und 
2)  PQ'=QR-  folglich  wegen  1)  PQ'=QR',  und  gleich  QR 
wegen  2);  also  R'  mit  R  identisch,  so  dass  sich  das  eine-  wie  das 
anderemal  PR  als  Summe  ergiebt.  Eben  so  können  überhaupt  bei 
mehreren  zu  addirenden  Linien  irgend  zwei  nächstfolgende  mit 
einander  vertauscht  werden;  und  da  man  von  irgend  einer  Auf- 
einanderfolge mehrerer  Elemente  durch  fortgesetztes  Vertauschen 
je    zweier    nächstfolgenden    zu    jeder    anderen   Folge    der   Elemente 
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gelangen  kann,  so  wird  auch  bei  mehreren  geometrisch  zu  addirenden 
Linien,  ganz  wie  bei  der  arithmetischen  Addition,  die  Ordnung,  in 
welcher  man  sie  nach  und  nach  verbindet,  jede  beliebige  sein  können. 

4.      Sind  die    Linien  AB,    CD,    JEF,    GH,    IK  ihrer  Grösse 
und  Richtung  nach  gegeben,    und   macht   man,    von  P  ausgehend, 
PQ  =  AB,    QR=CD,   BS=EF,   ST=GH,    TU=IK, 

so  ist 

AB+CD-\-EF=  PS,     GH-\-IK=  SU, 
und 

AB-\-CD+...-{-IK=  PU,     =  PS -{-SU, 

nach  2)  zu  Ende.     Setzt  man  daher 

a)  AB-\-  CD  -{-EF=  LM 

und 

h)  GH+IK=  XO, 

so  ist 

*  LM=PS,     NO  =  SU, 

und 

AB-i-CD-\-...-{-IK=  PS-{-SU=L3I-{-N0, 

d.  h.  man  kann  die  Formeln  a)  und  b),  und  ebenso  drei  und  mehrere 
solcher  Formeln  zu  einander  addiren. 

Ist  die  zu  a)  zu  addirende  Formel  mit  a)  identisch,  so  kommt: 
AB+  CD-\-EF-\-AB  +  CD-^EF=LM+LM, 
oder  wenn  man,  da  Linien  in  jeder  behebigen  Ordnung  addirt  werden 
können  (3),  je  zwei  gleichnamige  unmittelbar  auf  einander  folgen 
lässt,  und  unter  m  .  AB  eine  Linie  versteht,  welche  mit^l^  einerlei 
Richtung  und  eine  Länge  hat,  die  sich  zu  der  von  AB  wie  m  :  l 
verhält : 

2.AB  +  2.CD  +  2.EF=^  2.LM, 

und  eben  so,  wenn  man  m  mit  a)  identische  Formeln  addirt: 

c)  m.AB-\-m.CD-^m.  EF  =  m  .  LM\ 

wo  m  jede  ganze  positive  Zahl  sein  kann. 

Unter  derselben  Voraussetzung   in  Betreff  von  m  kann  man  aus 
a)  schliessen,  dass 

—  .AB  +  —  .CD  +  —  .EF=—.LM. 

m  m  m  ra 

Denn  setzt  man 

—  ,AB  +  —  .CD  +  —  .EF  =  XY, 

m  m  m 

so  ist  auch,  weil  man  mit  m  multipliciren  kann, 
AB-{-CD-\-EF=  w  .  XY; 
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folglich  wegen  a) 

und  daher 
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?}i.XY=  L3I, 


XY=  —  .LM. 

m 


Eine  Formel  Avie  a)  kann  man  daher,  ohne  ihre  Richtigkeit  auf- 
zuheben, mit  jeder  ganzen  positiven  Zahl,  folglich  auch  mit  jedem 
rationalen  positiven  Bruche,  also  nach  bekannten  Schlüssen  auch 
mit  jeder  irrationalen  positiven   Zahl  multipliciren  oder  dividiren*). 

Das  für  die  Formel  a)  jetzt  Bewiesene  muss  endlich  auch  für 
Formeln  A^on  der  allgemeinen  Form 

«*)  a.AB^c.CD^...  =  l.LM 

gelten,  wo  a,  c,  ...  und  l  beliebige  positive  Zahlen  bedeuten. 
Denn  wenn  man  darin  a  .  AB  =  A'B',  c  .  CD  =  CD',  etc.  und 
l.LM=  L'M'  setzt,  so  wird  diese  Form  auf  die  vorige  a)  zurücl^ 
geführt. 


*)  Dasselbe  lässt  sich  auch  leicht  mit  Hülfe  der  Lehre  von  ähnlichen  Figuren 
darthun;  so  "wie  umgekehrt  diese  Lehre  aus  obigem  Satze  abgeleitet  werden  kann. 
So  folgt  z.  B.  aus  der  identischen  Gleichung 

AB  +  BC=  AC, 
dass  auch 

7n.AB  +  m.£C  =  m.AC 
ist.     Setzt  man  daher 

m.AJ3=FG    und    m.BC=  GH, 
so  wird 

m.AC  =  FG+  GH=  FH\ 

d.  h.,  sind  zwei  Seiten  FG,  GH  eines  Dreiecks  den  Seiten  AB,  BC  eines 
anderen  parallel  und  ihnen  proportional,  so  ist  auch  die  dritte  Seite  FH  des 
ersteren  der  dritten  Seite  AC  des  letzteren  parallel,  und  ihr  in  demselben  Ver- 
hältnisse proportional.  Oder  sind  FG,  GH,  HF  resp.  den  ^J5,  BC ,  CA 
parallel,  und  setzt  man  deshalb 

FG=p.AB,     GH=q.BC,     HF  =  r.CA, 
so  kommt  durch  Addition  dieser  Formeln: 

0=p-AB  +  q.BC  +  r  .CA. 


Immer  ist  aber  auch 
und  daher  (Nr.  5) 


r.AB  +  r.BC+r.  CA  =  0, 
{p  —  r)AB+  [q  —  r]BC=  0. 

So  lange  aber  A,  B,  C  nicht  in  einer  Geraden  liegen,  kann  von  zwei  Linien, 
welche  die  Richtungen  AB  und  BC  haben,  die  geometrische  Summe  nicht  Null 
sein,  und  es  muss  dann  folglich  jeder  der  Coefficienten  p  —  r  und  q  —  r  einzeln 
Null  sein,  also 

p  =  q  =  r    und    FG  :   GH  :  HF  =  AB  :  BC  :  CA; 
d.  h.,   wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  FGH  denen  eines   anderen  ABC  parallel 
sind,  so  sind  sie  ihnen  auch  proportional. 
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0.  So  wie  in  der  Arithmetik  a  -{-  b  =:  c  und  a  =^  c  —  h  iden- 
tische Gleichungen  sind,  so  kann  man  auch  hier  die  Formeln 

1)     AB  +  CD  =  EF   und    2)     AB  =  EF—  CD 
als    identisch    betrachten,    und   AB    den    geometrischen    Unter- 
schied zwischen  EF  und  CD  nennen,  wenn  EF  die  geometrische 
Summe   von  AB   und  CD  ist.     Setzt   man  zu  1)   auf  beiden  Seiten 
DC  hinzu,  so  kommt: 

AB  =  EF-{-DC=  EF—  CD 

nach  2);  wonach  eine  Linie  von  einer  anderen  geometrisch  sub- 
trahiren  nichts  anderes  heisst,  als  dieselbe  Linie,  nach  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  genommen,  zu  der  anderen  geometrisch 
addiren. 

Wenn  daher  in  der  obigen  allgemeinen  Formel  o),  gegen  die 
dortige  Annahme,  eines  oder  etliche  Glieder  negative  Zeichen  haben, 
so  kann  man,  verlangt  man  bloss  positive  Glieder,  entweder  das 
Minuszeichen  eines  Gliedes  geradezu  in  Plus  verwandeln,  muss  aber 
dann  noch  den  Anfangs-  und  den  Endpunct  der  zugehörigen  Linie 
mit  einander  vertauschen;  oder  man  kann  das  negative  Glied  bloss 
mit  Aenderung  seines  Vorzeichens  auf  die  andere  Seite  des  Gleich- 
heitszeichens setzen. 

Ueberhaupt  geht  aus  dem  Bisherigen  hervor,  dass  man  der- 
gleichen Formeln  Avie  a)  vollkommen  so  "v\-ie  gewöhnliche  Gleichungen 
behandeln  kann,  dafern  sie  nur  rücksichtlich  der  in  ihnen  vor- 
kommenden Linien  stets  von  linearer  Form  bleiben,  so  dass  man 
nämlich  Glieder  von  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die 
andere  mit  dem  entgegengesetzten  Vorzeichen  bringen,  alle  Glieder 
mit  derselben  Zahl  multipliciren  oder  dividiren,  und  zwei  oder 
mehrere  solcher  Formeln  zu  einander  addiren,  oder  die  eine  von 
der  anderen  subtrahiren  kann. 

6.  Wir  sind  somit  zu  einer  Rechnungsart  mit  geraden  Linien 
gelangt,  deren  Richtigkeit,  so  lange  die  Linien  Theile  einer  und 
derselben  Geraden,  oder  mit  derselben  Geraden  parallel  sind,  keines 
Beweises  bedarf,  und  deren  Zulässlichkeit ,  wenn  die  Linien  ver- 
schiedene Richtungen  haben,  aus  den  allerersten  Sätzen  der  Pa- 
rallelentheorie fliesst. 

Es  lässt  sich  aber  diese  Rechnung  mit  Linien  noch  auf  eine 
eigenthümliche  Weise  umgestalten;  und  dieses  in  Folge  einer  merk- 
würdigen Beziehung,  welche  bei  geometrisch  zu  addirenden  Linien 
zwischen  den  Anfangs-  und  Endpuncten  der  Linien  stattfindet.  Man 
habe  z.  B.  die  Linien  AB  und  CD  zu  addiren.     Da  immer 
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AB  =  AD  +  DB  und    CD=CB-\-BD 

ist,  so  wird 

AB-\-CD  =  AD-{-DB-\-CB-{-BD  =  AD+  OB, 

indem 

DB  +  BD  =  0 

ist.  Sind  demnach  A,  B,  C,  D  irgend  vier  Puncte  im  Räume,  so 
erhält  man  dasselbe  Resultat,  man  mag  die  Linien  AB  und  CD, 
oder  die  Linien  AD  und  CB  zusammensetzen;  mit  anderen  "Worten: 
zur  Zusammensetzung  ziceier  Linien  reicht  es  schon  hin,  class  man 
iceiss,  welches  ihre  Anfangspuncte  [A  und  C)  und  icelches  ihre  End- 
puncte  [B  und  D)  sind,  nicht  aber  icie  letztere  zu  ersteren  gehören 
(ob  B  zu  A  und  D  zu  C,  oder  Z>  zu  ^  und  B  zu  C). 

Dasselbe  Princip  gilt  nun,  wie  man  leicht  sieht,  auch  bei  der 
Zusammensetzung  von  drei  und  mehreren  Linien.  Denn  sollen  z.  B. 
die  drei  Linien  AB,  CD  und  EF  addirt  werden,  so  kann  man  zu- 
erst, weil  die  Ordnung,  in  welcher  sie  addirt  werden,  willkürlich  ist, 
und  man  daher  beliebige  zwei  zu  den  zwei  ersten  nehmen  kann^ 
irgend  zwei  Endpuncte,  wie  B  und  D,  oder  D  und  F,  oder  B  und  F, 
mit  einander  vertauschen.  Können  aber  von  mehreren  in  gewisser 
Ordnung  auf  einander  folgenden  Elementen  je  zwei  mit  einander 
vertauscht  werden,  so  lassen  sie  sich  durch  Wiederholung  dieser 
Operation  in  jede  beliebige  Ordnung  bringen,  und  man  kann  folglich 
die  Endpuncte  B,  D,  F  auf  jede  beliebige  "Weise  mit  den  Anfangs- 
puncten  A,   C,  E  verbinden,  so  dass  z.  B. 

AB+CD  +  EFr=AF+CB  +  ED. 

Eben  so  lässt  sich  statt  AB  -{-  BC -\-  CA,  worin  A,  B,  C  die 
Anfangspuncte  und  B,  C,  A  die  Endpuncte  sind,  setzen  AA-\-  BB 
+  CC;  und  da  jede  der  Linien  AA,  BB,  CC  offenbar  für  sich 
Null  ist,  so  muss  auch  AB  -^  B  C  +  CA  =  0  sein  (vergl.  Nr.  2). 

7.  Da  es  also  bei  jeder  beliebigen  Anzahl  geometrisch  zu  ad- 
dirender  Linien  immer  nur  darauf  ankommt,  zu  wissen,  welches  die 
Anfangs-  und  welches  die  Endpuncte  sind,  nicht  aber,  wie  letztere 
mit  ersteren  zusammengehören,  so  wollen  Avir  alle  diese  Puncte  isolirt 
schreiben,  und  zur  Unterscheidung  den  Anfangspuncten  das  positive, 
den  Endpuncten  das  negative  Zeichen  geben,  wollen  also  statt 
AB-\-  CD  +  EF 

A  —  B-\-C—D  +  E  —  F,    oder    A+C+E—B  —  D  —  F 
schreiben,    oder  wie  man    sonst    diese    sechs  Buchstaben    mit    ihren 
Zeichen    auf   einander    folgen    lassen    will.     Auch    A^-ird   diese   Aus- 
drucksweise noch  dadurch  gerechtfertigt,  dass,  so  wie  der  Ausdruck 
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AA,  geometrisch  genommen,  eine  Linie  gleich  0  bezeichnet,  auch 
A  —  ^  in  arithmetischem  Sinne  gleich  0  ist.  In  Uebereinstimmung 
mit  der  Natur  der  geometrischen  Zusammensetzung  lässt  sich  daher 
die  von  einem  Puncte  zu  einem  anderen  zu  ziehende  gerade  Linie, 
als  durch  Avelche  der  Unterschied  ZAvischen  der  Lasre  der  beiden 
Puncte  bestimmt  wird,  im  Calcul  durch  den  Unterschied  der 
beiden  Puncte  selbst  ausdrücken. 
Da  ferner,  eben  so  wie 

AB-i-CD  =  AD-{-BC, 
auch 

a  .  AB  +  a  .  C D  =  a  .  AD  +  a  .  B C 

ist,  so  wird  man  auch,  wenn  in  einer  Formel  Glieder  mit  nume- 
rischen Coefficienten,  wie  a.AB,  etc.  vorkommen,  statt  derselben 
ciA  —  aB,  etc.  und  daher  statt 

a)  a.AB  +  c.CD+...  =  l.LM 

schreiben  können: 

a*)  aA  —  aB-^cC—cD-\-...=^lL  —  lM 
und  jede  Folgerung,  welche  man  aus  a)  allein,  oder  aus  a)  in  Ver- 
bindung mit  noch  anderen  ihr  ähnlichen  Formeln,  nach  den  in  Nr.  5 
bemerkten  Regeln  ziehen  kann,  ist  dieselbe;  und  keine  anderen  wird 
man  auch  aus  a*)  und  den  ihr  ähnlichen  Formeln  ableiten  können. 
Liegen  z.  B.  vier  Puncte  A^  B,   C,  D  so,  dass 

AB-^2CD  =  2BC, 
so  wird  man  statt  dessen 

A  —  B-\-2C—2D=  2B  —  2C  oder  A -\- 4C  =  ^B -\- 2D 
schreiben,  und  daraus  unter  Anderen  folgern  können 

iC—iB-\-B  —  A  =  2D  —  2A, 
d.  i. 

4CB-i-BA=  2  DA. 

Mit  Formeln,  wie  «*),  wird  es  demnach  gestattet  sein,  alle  die 
arithmetischen  Operationen  vorzunehmen,  bei  Avelchen  sie  in  Bezug 
auf  die  in  ihnen  enthaltenen  Puncte  von  linearer  Form  bleiben: 
wobei  noch  der  Vortheil  stattfindet,  dass  man  sich  der  Formeln, 
welche  in  geometrischer  Bedeutung  identisch  sind,  wie 

AB-{-BC=  AC, 
nicht  mehr  zu  erinnern  braucht,  indem  solche  in   arithmetisch-iden- 
tische {A  —  B-\-B—C=A—C)  übergehen. 

8.  Soll  umgekehrt  eine  Formel,  deren  Glieder  Producte  aus 
Zahlen   in  Puncte  sind,    Sinn   und  Bedeutung  haben,    so   muss   die 

Möbius  Werke  I.  39 
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Summe  aller  Zahlen  auf  der  einen  Seite  des  Gleichheitszeichens  der 
Summe  der  Zahlen  auf  der  anderen  Seite  gleich  sein ;  d.  h.  die  Formel 
muss  auch  dann  noch  richtig  sein,  "wenn  alle  Puncte  weggestrichen 
werden. 

So  wird  z.  B.  zum  Bestehen  der  Formel 

1)  aA  +  hB  =  cC 

erfordert,  dass  a-\-  b  =  c  ist.     In  der  That  wird  alsdann 

aA  —  aC=  hC—bB, 
d.  i. 

a.AC=b.CB. 

Haben  aber,  wie  hierdurch  angezeigt  wird,  die  Linien  A  C  und  CB 
einerlei  Richtung,  und  überdies  den  Punct  C  gemein,  so  liegt 
C  mit  A  und  B  in  einer  Geraden.  Die  Formel  1)  drückt  daher  aus, 
dass  A,  B  und  C  in  einer  Geraden  liegen,  und  dass  sich  dabei 

AC  :   CB  =b  :  a 
verhält. 

Damit  die  Formel 

2)  aA-\-bB  +  cC=dD 

bestehe,  muss  a  -\-b  -\-  c  =  d  sein;  woraus 

aA  —  aD  +  b B  —  b D  =  c  B  —  cC , 
d.  i. 

a.AD  +  b.BD  =  c.DC 

folgt.  Da  die  aus  a  .  AD  und  b.BD  Zusammengesetze  Linie  offen- 
bar in  der  durch  AD  und  BD  zw  legenden  Ebene  enthalten,  oder 
doch  mit  der  Ebene  ABD  parallel  sein  muss,  und  die  Linie  die 
Richtung  DC  haben,  also  durch  den  Punct  D  der  Ebene  gehen 
soll,  so  vnxi\.  durch  2)  ausgedrückt,  dass  A,  B,  C  und  D  in  einer 
Ebene  liegen. 

Dasselbe  folgt  auch  daraus,  dass,  wenn  man 
a)  ccA  +bB  =  {a-\-b)E 

und  daher 

ß)  {a  +  b)E-{-cC={a-\-b  +  c)D 

setzt,  E  mit  A  und  B,  und  D  mit  E  und  C  in  einer  Geraden  liegt, 
also  AB  und  CD  sich  in  einem  Puncte  E  schneiden.  Dabei  ver- 
hält sich 

y)       AE  :  EB  =  b  :  a   nml   ED  :  DC  =  c  :  a  +  b. 

Mit  diesen  Proportionen  lässt  sich,  wenn  die  Puncte  A,  B.  C 
und  die  Verhältnisse  zmschen  a,  b,  c  gegeben  sind,  der  Punct  D 
bestimmen.  Die  linke  Seite  der  Gleichung  2)  wird  hiernach  der 
Ausdruck  des   Punctes    D  genannt,    der    auf   der    rechten  Seite 
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Steht.  Eben  so  ist  in  1)  aA-\-hB  der  Ausdruck  von  C.  Umgekehrt 
hat  jeder  niit  A  und  B  in  einer  Geraden  liegende  Punct  einen  Aus- 
druck von  der  Form  1),  und  jeder  mit  A,  B  und  C  in  einer  Ebene 
liegende  Punct  einen  Ausdruck  von  der  Form  2). 

In  dem  besonderen  Falle,  Avenn  in  2)  a  -\-  b  =  0,  also  h  =  —  a 
ist,  muss  d  =  c  sein.     Aus  2)  wird  alsdann : 

aA  —  aB  =  cD  —  cC, 
also 

a.AB  =  c  .DC, 

<l.  h.  die  Linien  AB  und  DC  sind  einander  parallel  und  verhalten 
sich  wie  c  und  a.  Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch  durch, 
die  Proportion  y),  welche,  wenn  b  =  — a  ist, 

AE  :  BE=  1  :  1 
giebt.  Dieses  ist  aber,  so  lange  A  und  B  zwei  verschiedene  Puncte 
sein  sollen,  nicht  anders  möglich,  als  wenn  E,  oder  der  Durchschnitt 
von  CD  mit  AB,  unendlich  entfernt  liegt.  Bemerken  wir  daher 
noch,  dass  aA  —  aB  oder  A  —  B,  als  Ausdruck  eines  Punctes  ge- 
nommen, einen  in  der  Richtung  AB  unendlich  entfernten  Punct 
ausdrückt. 

In  dem  Falle,  wenn  in  der  Gleichung  2)  die  Summe 
a-^b  +  c  =  0 
ist,   wird  D  zufolge  ß)   ein   unendlich   entfernter   Punct  in   der  Ge- 
raden  EC,    also    ein    in    der  Ebene  ABC   nach    einer   bestimmten 
Richtung  unendlich  weit  liegender  Punct. 

Aehnlicherweise  zeigt  sich,  dass,  wenn  A,  B,  C,  D  nicht  in 
einer  Ebene  liegen,  und 

3)  aA-\-bB  +  cC-{-dD  =  [a  +  b  +  c  +  d)E 
gesetzt  wird,  E  ein  durch  die  Lage  von  A,  B,  C,  D  und  durch  die 
Verhältnisse  zwischen  a,  b,  c,  d  unzweideutig  bestimmter  Punct  im 
Räume  ist;  dass,  wenn  a-{-b-\-c-\-d  =  0  ist,  E  unendlich  entfernt 
nach  einer  bestimmten  Richtung  liegt,  und  dass  umgekehrt  jeder 
Punct  im  Räume  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  3)  dargestellt 
werden  kann. 

9.  Die  Rechnung  mit  Formeln  der  Art,  wie  1),  2),  3),  ist  es 
nun,  die  ich  in  meiner  Schrift  vom  Jahre  1827  die  barycen- 
trische  genannt  habe.  Offenbar  ist  die  gegenwärtige  Herleitung 
dieser  Formeln  einfacher,  als  die  in  jener  Schrift  gegebene,  indem 
dort  ihre  Erklärung  noch  ein  System  fremdartiger  Hülfslinien  er- 
forderte.    Es  wurde  nämlich  die  Formel 

a)      aA-{-bB  +  cC+...  =  [a+b-\-c^..)S 

39* 
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als  der  abgekürzte  Ausdruck  der  Gleichung 

ß)     a.AA'+h.BB'+c.  CC'+  ...  =  [a  +  b  +  c  +  ...)  SS' 
angesehen,   wo   A' ,  B',   C,  ...  und  S'    die   Durchschnitte    einer   be- 
liebig gelegten  Ebene  e  mit  Linien  waren,  die  man  durch  A,  B,  C,  ... 
und  S  parallel  mit  einer  willkürlichen  die  s  schneidenden  Richtung  l 
gelegt  hatte*). 

Von  der  anderen  Seite  kann  freilich  nicht  geleugnet  werden, 
dass  bei  einer  solchen  Erklärung  jedes  Glied  der  Formel  eine  mathe- 
matische Bedeutung  erhält,  während  bei  der  hier  gegebenen  Dar- 
stellung die  einzelnen  Glieder  nicht  als  wirkliche  Grössen,  sondern 
nur,  ich  möchte  sagen,  durch  ein  Spiel  des  Calculs  zum  Vorschein 
kommen.  Wie  dem  aber  auch  sein  mag,  so  dürfte  doch  das  hier 
über  die  geometrische  Addition  Gesagte,  und  der  innige  Zusammen- 
hang, in  welchem  diese  Lehre  mit  der  barycentrischen  Rechnung 
steht,  einer  IVIittheilung  nicht  ganz  uuAverth  gewesen  sein. 


*)  Die  Gleichung  ß]  kann  aus  der  Formel  cc]  auch  sehr  leicht  mittelst  der 
hier  zum  Grunde  gelegten  Principien  hergeleitet  werden.  Es  ist  nämlich  die 
Formel  rc]  gleichbedeutend  mit 

a.AS-\-b.J5S  +  c.CS+...  =  0, 
oder,   da 

AS  =  AA'+A'S'+S'S, 

etc.  ist,  gleichbedeutend  mit 

a  [AA'+  A'S'-\-  S'S;  +  b  'BB'+  B'S'+  S' S]  +  . . .  =  0 , 
oder  mit 

TU+  FTr=0, 
wenn  man 

a  [AA'-i-  S'S]  +  b  B£'+  S'S}  +  ...  =  TU, 

a  .  A'S'+  b  .  B'S'+  ...=  VW 
setzt.  Da  aber  AA',  BB',  ...  und  SS'  sämmtlich  mit  der  Linie  l  parallel  sind, 
und  A'S',  B'S',  ...  in  der  Ebene  £  liegen,  so  muss  auch  TU  mit  /,  und  VW  mit 
£  parallel  sein;  FJrkann  daher  nicht  mit  l  oder  T?^-^  parallel  sein,  weil  l  und  6 
sich  schneiden  sollen.  Mithin  kann  die  geometrische  Summe  von  TU  und  VW 
nicht  anders  Null  sein,    als  wenn  jede  dieser  Linien    einzeln  Null  ist.     Dies  giebt 

die  Formeln 

a  [A  A'+  S'Sj  -h  b  [BB'+  -S'Sj  +  . . .  =  0 
und 

a.A'S'+b.B'S'-\-...  =  0, 

Ton  denen  die  erstere  einerlei  mit  der  zu  beweisenden  ß)  ist ,  die  letztere  aber  an- 
zeigt, dass,  wenn  die  geometrische  Summe  mehrerer  Linien  Null  ist,  auch  die 
geometrische  Summe  der  Projectionen  dieser  Linien  auf  eine  beliebige  Ebene 
durch  Parallelen  mit  einer  beliebigen  Geraden  Null  ist. 


Die  Grassmann'sche  Lehre  von  Pimctgrössen 
und  den  davon  abhängenden  Grössenformen. 


[Anhang  zu  H.  Grassmanu's  »geometrische  Analyse  geknüpft  an  die  von 
Leibniz  erfundene  geometrische  Characteristik«,  enthalten  in  den  Preisschriften 
gekrönt   und   herausgegeben   von  der  Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft  zu. 

Leipzig  1847.] 


1/as  Studium  der  voranstehenden  Abhandlung  des  Herrn  Grass- 
mann und  besonders  des  letzteren  Theils  derselben  dürfte,  unee- 
achtet  des  nicht  zu  verkennenden  Strebens  ilires  Verfassers  nach  Klar- 
heit, dennoch  mit  einigen  Schwierigkeiten  verknüpft  sein,  welche  dar- 
aus hervorgehen,  dass  der  Verfasser  seine  neue  geometrische  Analysis 
auf  eine  Weise  zu  begründen  sucht,  welche  dem  bisher  bei  mathe- 
matischen Betrachtungen  gew^ohnten  Gange  ziemlich  fern  liegt,  und 
dass  er  nach  Analogien  mit  arithmetischen  Operationen  Objecto  als 
Grössen  behandelt,  die  an  sich  keine  Grössen  sind,  und  von  denen 
man  sich  zum  Theil  keine  Vorstellung  bilden  kann.  Da  gleichwohl 
diese  neue  Analysis  wegen  der  Einfachheit,  mit  welcher  sich  geo- 
metrische Untersuchungen  durch  sie  führen  lassen,  alle  Aufmerk- 
samkeit zu  verdienen  scheint,  so  habe  ich  es  im  Folgenden  versucht, 
sie  auf  eine  dem  Geiste  der  Geometrie  entsprechendere  und  damit, 
wie  ich  hoffe,  leichter  fassliche  "Weise  zu  begründen  und  zu  zeigen, 
wie  jene  Scheingrössen  als  abgekürzte  Ausdrücke  wirklicher  Grössen 
angesehen  werden  können.  Uebrigens  habe  ich  meinen  Aufsatz 
nicht  in  der  Form  eines  Commentars,  sondern  als  eine  selbständige 
Abhandlung  abgefasst,  so  dass  er  Jedem  auch  noch  vor  Lesung  des 
Vorhergehenden  verständlich  sein  wird.  —  Die  von  Herrn  Grass- 
mann eingeführten  Benennungen  habe  ich  unverändert  beibehalten, 
sowie  ich  auch  bei  rein  mathematischen  Entwickelungen  dieses  Geo- 
meters  von  seinem  Gange  nicht  wesentlich  abgewichen  bin.  Was 
sonst  noch  von  mir  hinzugefügt  worden,  ist  nicht  von  dem  Belange, 
um  hier  besonders  darauf  aufmerksam  zu  machen. 

§.  1.  Unter  Linien  sollen  im  Folgenden  stets  nur  gerade 
Linien  verstanden  Averden. 

Von  zwei  Linien  AB  und  CD,  welche  entweder  einander 
parallel,  oder  Tlieile  einer  und  derselben  Geraden  sind,  sagt  man, 
dass  sie  einerlei  (entgegengesetzte)  Richtungen  haben,  wenn, 
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nachdem  die  eine  Linie,  es  sei  CD,  parallel  mit  sich  his  zum  Zu- 
sammenfallen ihres  Anfangspunctes  C  mit  dem  Anfangspuncte  A  der 
anderen  fortbewegt  worden,  die  Endpuncte  B  und  D  beider  Linien 
auf  einerlei  Seite  (auf  entgegengesetzten  Seiten)  des  jetzt  gemein- 
samen Anfangspunctes  liegen. 

Durch  das  zwischen  die  Ausdrücke  zweier  Linien  gesetzte  Gleich- 
heitszeichen, z.  B.  durch 

AB=  CD, 

soll  hier  stets  angezeigt  werden,  dass  die  Linien  AB  und  CD  nicht 
nur  von  gleicher  Länge  sind,  sondern  auch  einerlei  Richtung 
haben.     Eben  so  verstehe  man  unter  der  Formel 

CD  =  uAB, 
in  welcher  a  einen  numerischen  Coefficienten  bedeutet,  dass  die  ab- 
soluten Längen  von  AB  und  CD  sich  wie  1  und  a  verhalten,   und 
dass  CD  mit  AB  einerlei  Richtung  oder   die    entgegengesetzte   hat, 
je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist.     Hiernach  ist  immer 

BA  =  —  l  .AB, 
statt  dessen  der  Kürze  willen  — AB  geschrieben  wird. 
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§.2.  Sind  zwei  oder  mehrere  Linien  AB,  CD,  EF  ihrer 
Länge  und  Richtung  nach  gegeben,  und  macht  man,  von  einem 
beliebigen  Puncte  0  ausgehend, 

OP  =  AB,  PQ=CD,  QR  =  EF, 
so  heisst  die  gerade  Linie  CR,  deren  Anfangs-  und  Endpunct  der 
Anfangs-  und  Endpunct  der  durch  die  vollführte  Operation  ent- 
standenen gebrochenen  Linie  OPQR  sind,  die  geometrische 
Summe  der  Linien  AB,  CD,  EF,  und  die  Operation  selbst  geo- 
metrische Addition.  Auf  gleiche  Art  wird  SV  als  die  Summe 
der  mit  Coefficienten  versehenen  Linien  aAB,  yCD,  eEF  ge- 
funden, wenn  man,  von  einem  beliebigen  Puncte  S  ausgehend, 

ST  =  aAB,     TU=yCD,     UV  =  eEF 
macht.    —    Fällt  der  Endpunct  der  gebrochenen  Linie   OPQR  oder 
STUV  mit  ihrem  Anfangspuncte  zusammen,  und  entsteht  daher  ein 
geschlossenes  Vieleck,  so  ist  die  Summe  gleich  0. 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  die  Länge  und  die  Richtung 
der  Linie,  welche  die  Summe  ausdrückt,  sowohl  vom  Orte  des  Aus- 
gangspunctes  0  oder  S,    als  von   der  Ordnung,    in    welcher   die   zu 
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addirenden  Linien  nach  und  nach  an  einander  gesetzt  werden,  un- 
abhängig sind,  und  mithin  bloss  von  den  Längen  und  Richtungen 
der  letzteren  Linien  abhängen. 

Zusatz.  Ist  eine  Linie  OR  die  geometrische  Summe  mehrerer 
anderer  Linien  AB,  CD,  EF,  und  werden  alle  diese  Linien  durch 
Parallelebenen  auf  eine  Gerade  projicirt,  so  ist  die  Projection  der 
ersteren  OH  die  algebraische  Summe  der  Projectionen  der  anderen 
Linien.  Dies  erhellet  sogleich  daraus,  dass,  wenn  man.  um  OH  zu 
finden,  wie  vorhin. 

OF=AB.  PQ=CV,  Qli  =  EF 
macht  und  OP,  PQ,  QU  ebenfalls  projicirt,  von  zwei  einander 
gleichen  und  gleichgerichteten  Linien,  wie  AB  und  OP,  auch  die 
Projectionen  einander  gleich  und  gleichgerichtet  sind,  und  dass  die 
Projection  von  OR  der  algebraischen  Summe  der  Projectionen  von 
OP,  PQ,  QR  gleich  ist. 

§.  3.     Dass    SV   die    geometrische    Summe    von    aAB.    yCD. 
iEF  ist,  werde  ausgedrückt  durch  die  Gleichung 
SV=aAB-\-yCD-{-e  EF. 
Eben  so  bedeute  die  Gleichung 

aAB^yCD  —  eEF=y.KL  —  u  MX, 

dass  die  zwei  Linien,  welche  die  Summen  von  aAB,  yCD,  — eEF 
und  von  /.KL,  — uJUX  darstellen,  von  gleicher  Länge  und  einerlei 
Richtung  sind. 

Aus  der  Natur  der  geometrischen  Zusammensetzung  geht  hervor, 
dass  man  Gleichungen  dieser  Art  ganz  wie  algebraische  behandeln 
kann,  dafern  sie  nur  hinsichtlich  der  in  ihnen  vorkommenden  Linien 
von  linearer  Form  bleiben:  dass  man  daher  Glieder  von  der  einen 
Seite  des  Gleichheitszeichens  auf  die  andere  mit  entgegengesetzten 
Vorzeichen  setzen,  alle  Glieder  mit  derselben  Zahl  multipliciren  oder 
dividiren.  und  zwei  oder  mehrere  solcher  Gleichungen  zu  einander 
addiren,  oder  die  eine  von  der  anderen  subtrahiren,  d.  i.  mit  ver- 
änderten Vorzeichen  zu  der  anderen  addiren,  kann. 

§.4.  Wenn  von  den  zu  addirenden  Linien  der  Anfangspunct 
der  zAveiten  und  jeder  folgenden  mit  dem  Endpuncte  der  jedesmal 
vorherjjehenden  zusammenfällt,  und  sie  daher  schon  an  sich  eine 
gebrochene  Linie  bilden,  wie  z.  B.  die  Linien  AB,  BC,  CD,  so 
wird  die  nach  §.  2  zu  vollziehende  Operation  überflüssig.  Man  hat 
dann  geradezu 

AB-^BC=AC.     AB-hBC+CD  =  AD. 
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also  auch 

AB  +  BC-{-CA  =  0,     AC=AB—CB  =  BC—BA, 

u.  s.  vr.,  Gleicliiingen,  welche  gelten,  wie  auch  die  Puncte  A,  B,  C, 
D  im  Räume  liegen  mögen.  Vergl.  meine  «Elemente  der  Mechanik 
des  Himmels,«  §§.  1  und  2,  und  einen  Aufsatz  von  mir  in  Grelles 
Journal  für  Mathematik,  Band  28,  Seite  1. 


Innere  Mnltiplication  der  Linien. 

§.  5,  Unter  dem  Producte  zweier  Linien  wird  hier,  wie  ge- 
Avöhnlich,  die  Zahl  von  Flächeneinheiten  verstanden,  welche  sich  er- 
giebt,  wenn  man,  nach  Festsetzung  einer  gewissen  Linie  als  Längen- 
einheit und  des  über  dieser  Linie  zu  construirenden  Quadrats  als 
Flächeneinheit,  die  zwei  Zahlen  in  einander  multiplicirt,  nach 
welchen  die  zwei  ersteren  Linien  von  der  Längeneinheit  gemessen 
werden. 

Das  Product  zweier  Linien  AB  und  CD^  multiplicirt  mit  dem 
Cosinus  des  "Winkels,  den  die  Richtungen  der  beiden  Linien  mit 
einander  machen,  heisst  das  innere  Product  der  beiden  Linien*) 
und  wird  ausgedrückt  durch 

ABX  CD, 

oder,  was  dasselbe  sagt:  das  innere  Product  zweier  Linien  AB  und 
CD  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  einen  Linie  in  die  auf  sie 
rechtwinkelig  projicirte  andere  Linie,  also  gleich  dem  Producte  der 
Linien  AB  und  CD',  wenn  C  und  D'  die  rechtwinkeligen  Pro- 
jectionen  der  Puncte  C  und  D  auf  die  Linie  AB  oder  deren  Ver- 
längerung sind;  und  dieses  Product  ist  positiv  oder  negativ  zu 
nehmen,  je  nachdem  AB  und  CD'  einerlei  oder  entgegengesetzte 
Richtungen  haben. 


*)  Das  Product  einer  Linie  a  in  eine  andere  b,  multiplicirt  mit  dem  Sinus 
des  Winkels  a  b,  wird  das  äussere  Product  von  a  in  b  genannt  (Grass- 
mann's  Ausdehnungslehre  1844  §.  38).     Weil 

sin  5  a  =  —  sin  a'^b, 

so    sind  die   äusseren  Producte  von  a  in  6  und  von  b  in  a  einander  gleich,    aber 
entgegengesetzt,  während,  weil 

cos  b  a  =  cos  a  b , 

der  Werth   eines  inneren  Productes  bei  Vertauschung   seiner  Factoren   auch   dem 
Zeichen  nach  ungeändert  bleibt. 
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§•  6.  Da  das  innere  Product  zweier  Linien  bloss  von  den  Längen 
der  letzteren  und  dem  Winkel  ihrer  Richtungen  abhängt,  so  bleibt 
es  ungeändert,  "svenn  statt  einer  der  beiden  Linien,  oder  statt  beider, 
andere  gesetzt  "werden,  -welche  mit  ihnen  von  gleicher  Länge  und 
einerlei  Richtung  sind.  Ist  daher  AB  =  EF  und  CD  =  GH,  so 
ist  auch  AB  X  CD  =  EFx  GH.  Aus  gleichem  Grunde  erhellet, 
dass 

a{AB  X  CD)  =  aABx  CD  =  AB  X  cc  CD 
ist. 

§.  7.  Aus  dem  Begriffe  des  inneren  Productes  folgt  ferner,  dass, 
Avenn  Avir  uns  von  ZAvei  Linien  die  Längen  constant,  ihre  gegen- 
seitige Neigung  aber  veränderlich  denken,  ihr  inneres  Product  null 
wird,  -wenn  die  eine  Linie  mit  der  anderen  einen  rechten  Winkel 
macht;  dass  es  dagegen  seinen  grössten  positiven  (negativen)  Werth 
erhält,  "wenn  die  Linien  einerlei  (entgegengesetzte)  Richtungen  haben, 
und  dass  dieser  Werth,  abgesehen  vom  Zeichen,  dem  Producte  der 
Linien  selbst  gleich  ist.  —  Das  innere  Product  zweier  Linien  von 
gleicher  Länge  und  einerlei  Richtung  ist  das  Quadrat  der  einen  oder 
der  anderen  Linie,  welches  man  wie  gewöhnlich  durch  den  an  den 
Linienausdruck  rechts  oben  angesetzten  Exponenten  2  bezeichne. 

§.  8.  Bedeuten  a,  h,  f  drei  Linien  von  beliebiger  Länge  und 
Richtung,  und  sei  a -f- Z»  =  r.  Nach  §.  2  Zusatz  ist  alsdann  die 
Projection  von  c  auf  eine  beliebige  Gerade  der  algebraischen  Summe 
der  Projectionen  von  a  und  h  auf  dieselbe  Gerade  gleich.  Man  hat 
daher,  wenn  man  a,  h  und  c  auf  y  rechtwinkelig  projicirt,  die  alge- 
braische Gleichung 

c  cos/"'c  =  a  cosf^a  -\-  h  cos/'Z», 
also  auch 

fc  cos/'c  =  fa  cos  f'^a  -j-fb  cos  f'^b. 

Statt  fc  cos f'^c    kann    man    aber    schreiben  fXc,  =fx{(i-\-b); 
statt  y«  cosf^'a,  fX  et,  u.  s.  w. ;  mithin  ist 

/X(a  +  i)=/Xf/-|-/X5, 
in  welcher  Gleichung  das  Pluszeichen  zur  Linken  die  in  §.  3  an- 
gegebene geometrische  Bedeutung,  das  Pluszeichen  zur  Rechten  aber, 
so  wie  auch  das  Gleichheitszeichen,  die  gewöhnhche  arithmetische 
hat.  —  Ueberhaupt  ist,  wie  man  hier  noch  bemerken  mag,  die  Be- 
deutung des  Gleichheitszeichens  bei  Gleichungen  zwischen  inneren 
Producten  von  der  geAvöhnlichen  nicht  verschieden ;  denn  es  zeigt 
die  Gleichheit  der  zu  beiden  Seiten  stehenden  Zahlen  von  Flächen- 
einheiten   an,    während    es    bei    Gleichungen,     deren    Glieder    bloss 
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Linien  sind,  sich  noch  auf  die  Richtung  bezieht.  So  ist  z.  B.,  -wenn 
die  zwei  Linien  a  und  h  gleich  lang  sind,  nur  dann  a  =  h,  wenn 
sie  auch  einerlei  Richtungen  haben;  dagegen  immer  a^  =  h-,  welches 
auch  ihre  Richtungen  sein  mögen. 

Kommt  zu  den  obigen  drei  Linien  a,  h,  f  eine  vierte  g  hinzu, 
so  hat  man  gleicherweise: 

{f+9)X  {«  +  ^)  =  (/+  ^)«  +  (/  +  9)h 
=  fXa-\-gXa-^fX  b  +  gXb, 

und  eben  so  lassen  sich  Producte  aus  Summen  noch  mehrerer  Linien 
ganz  nach  den  Regeln  der  Arithmetik  in  Partialproducte  zerlegen ; 
oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  die  Meclinung  mit  beliebig  gerichteten 
Linien  icird  nicht  allein  bei  ihrer  geometrischen  Addition,  sondern 
auch  bei  ihrer  inneren  Multiplication  vollkommen  so  geführt,  als  oh 
edle  Linien  in  einer  und  derselben  Geraden  enthalten  teuren. 

Um  ein  ganz  einfaches  Beispiel  hinzuzufügen,  so  hat  man,  wenn 
a  -\-  b  =  c  gesetzt  wird:  a-  -^-la  X  J  +  i-  =  c".  Stehen  dabei  a 
vmd  b  rechtwinklig  auf  einander,  so  wird  «  X  ^  =  0,  und  damit 
a-  -f-  b-  =  c'^,  wodurch,  wie  man  sogleich  wahrnimmt,  der  Pytha- 
goreische Lehrsatz  bewiesen  ist. 


Ton  Pimctgrösseii  und  Grössen  erster  Stufe  überhaupt. 

§.  9.  Wenn  in  einer  Gleichung  zwischen  Linien  zwei  oder 
mehrere  derselben  einen  gemeinschaftlichen  Anfangspunct  haben, 
und  wenn  die  Gleichung  die  Eigenthümlichkeit  besitzt,  dass  sie 
gültig  bleibt,  wo  auch  der  gemeinsame  Anfangspunct  angenommen 
werden  mag,  während  die  Endpuncte  dieser  Linien  und  die  Anfangs- 
und EndpunCiC  der  übrigen  Linien  bestimmte  Puncte  sind,  so  werden 
erstere  Linien  Punctg rossen,  und  ihre  bestimmten  Endpuncte  die 
Oerter  der  Punctgrössen  genannt.  —  Der  gemeinsame,  aber  un- 
bestimmt bleibende  Anfangspunct  der  Punctgrössen  soll  hier  immer 
mit  X  bezeichnet  werden. 

Linien  von  bestimmter  Länge  und  Richtung  heissen  Strecken. 
So  ist  z.  B. ,  Avo  auch  X  liegen  mag , 

XB  —  XA  =  AB, 
d.  h.  die  Differenz  zweier  Punctgrössen,  deren  Oerter  B  und  A  sind, 
ist  einer  der  Linie  AB  gleichen  und  gleichgerichteten  Strecke  gleich. 

Ist   ferner  C  der  Mittelpunct  von   AB,   so    hat  man  für  jeden 

Ort  von  X: 

XC—XA=AC=  CB=  XB—XC. 
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und  daher 

XA-\-XB=  2XC, 

d.  h.  die  Summe  ZAveier  Punctgrössen  ist  dem  Doppelten  einer  Punct- 
grösse  gleich,  deren  Ort  der  Mittelpunct  ZA\ischen  den  Oertern  der 
ersteren  ist. 

Bei  der  Rechnung  mit  Punctgrössen  kann  man  der  Kürze  -willen 
den  den  gemeinschaftlichen  Anfangspunct  dieser  Linien  bezeichnen- 
den Buchstaben  X  überall  Aveglassen  und  daher  statt  der  vorigen 
zwei  Gleichungen  auch  schreiben: 

B  —  A  =  AB,     A-\-B  =  2C. 

Doch  werde  ich  im  Folgenden,  wo  bloss  die  Theorie  der  Punct- 
grössen aufgestellt,  und  keine  Anwendung-en  dieser  Theorie  gegeben 
werden  sollen,  von  dieser  abgekürzten  Schreibart  keinen  Gebrauch 
machen. 

§.  10.  In  den  Gleichungen,  mit  denen  wir  uns  gegenwärtig 
beschäftigen,  ist  entweder  jedes  Glied  eine  Grösse  erster  Stufe, 
d.  i.  eine  Linie,  oder  jedes  GHed  eine  Grösse  zweiter  Stufe, 
d.  i.  ein  inneres  Product  zweier  Linien.  Hiernach,  und  weil  jede 
Linie  entweder  eine  Strecke  oder  eine  Punctgrösse  ist,  Avird  die  all- 
gemeine Form  einer  Gleichung  der  ersten  Art  sein: 

1)  k-^aXA-{-aXA'  -\-...  =  0. 

Hierin  bezeichnet  nämlich  k  die  Summe  aller  der  Glieder,  welche 
Strecken  sind,  eine  Summe,  die  nach  dem,  was  über  die  Addition 
von  Linien  gesagt  worden,  ebenfalls  eine  Strecke,  oder  auch  null  ist. 
Die  folgenden  Glieder  sind  Punctgrösssen ,  mit  den  numerischen 
Coefficienten  oder  Gewichten  a,  a,  ...  begleitet,  statt  deren  Summe 
mit  Anwendung  des  Summationszeichens  kurz  ^aXA  geschrieben 
werde. 

Suchen  wir  nun  zuerst  die  zum  Bestehen  einer  solchen  Glei- 
chung nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  zu  ermitteln. 
Man  hat,  wo  auch  der  Punct  0  liegen  mag: 

XA  =  OA—  OX,     XA'  =  OA'  —  OX, 

u.  s.  w. ,  und  es  kann  daher  statt  1)  auch  geschrieben  werden: 

2)  k^:^a{OA—OX)  =  0, 
d.  i. 

/c  +  ^aOA  —  :^aOX=  0. 

Bedeute  nun  0  einen  willkürHch  bestimmten  Punct.  Weil  die 
mit    1)   identische    Gleichung  2)    für   jeden   Ort   von    X,    also    auch, 
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wenn  X  mit   0  zusammenfällt,  bestehen  muss,  so  hat  man  als  erste 
nothwendige  Bedingung  die  Gleichung: 

h  +  :^aOA  =  0. 

Hieraus,  in  Verbindung  mit  2),  folgt,  wenn  X  mit  0  nicht  zu- 
sammenfällt : 

3«0X  =  0, 
mithin  -cc  =  0. 

Die  noth wendigen  und,  wie  man  sieht,  zugleich  hinreichenden 
Bedingungen  für  das  Bestehen  der  Gleichung  1)  sind  daher:  erstens 
dass  sie  besteht,  Avenn  statt  X  ein  bestimmter  Punct  0  gesetzt  wird, 
und  zweitens  dass  die  Gewichtssumme  der  Punctgrössen  null  ist. 

Zum  deutlicheren  Verständniss  des  bei  dieser  Untersuchung  be- 
folgten Weges  denke  man  sich  (§.  8)  alle  Strecken,  deren  Summe  k 
ist,  und  die  Puncte  X,  A,  A',  ...  insgesammt  in  einer  Geraden 
liegend,  und  den  eingeführten  Hülfspunct  0  als  Anfangspunct  der 
Geraden.  Alsdann  sind  0 X,  OA,  OA',  ...  die  Abscissen  der  Puncte 
X,  A,  A',  ...,  welche  Abscissen  man  gleich  x,  a,  a,  ...  setze.  Da- 
durch verwandelt  sich  2)  in  die  algebraische  Gleichung 

/c-i-^c({a~x)  =  0, 
d.  i.  in 

M—ux  =  0 , 

wo 

M  =  Ä-  -f-  .3  a  a    und    ii  =  —  a ; 

und  diese  Gleichung  ward  für  jeden  Werth  von  x,  mithin  2)  oder  1) 
für  jeden  Ort  von  X  richtig  sein,  wenn  —  übereinstimmend  mit  dem 
Vorigen  —  jede  der  beiden  Grössen  M  und  /-i  für  sich  null  ist. 

§.  11.  Wie  vorhin  bemerkt  worden,  ist  eine  Summe  von 
Strecken  immer  auf  eine  einzige  Strecke  reducirbar.  Untersuchen 
wir  jetzt  die  einfachste  Form,  auf  w^elche  eine  Summe  von  Punct- 
grössen ^aXA  reducirt  werden  kann.  —  Es  wird  diese  Summe, 
Avenn  wir,   wde   vorhin,    den   Avillkürlich  zu   bestimmenden  Punct  0 

einführen, 

=  2a{0A—0X)  =  ^aOA—uOX, 

wo  u  =  -a.     Ist  daher  erstens  die  Gewichtssumme  u  =  0,  so  wird 

^aXA  =  ::^aOA 

gleich  einer  von  X  (und  eben  so  auch  von  0)  unabhängigen  Summe 

von  Linien  gleich  einer  Strecke,  w'elche  auch  gleich  0  sein  kann. 

Ist  zAveitens  die  GcAvichtssumme  f.i  nicht  gleich  0,  so  setze  man 

an  0  eine  Linie 

0M=  —  ^aOA. 
u 
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Hiermit  wird  ^aOA  =  ii03I,  und  folglich 

^aXA  =  fi  031—  ^iOX  =  LI XM 

gleich  einer  Punctgrösse,  deren  Gewicht  f.L  die  Gewichtssumme  der 
zu  addirenden  Punctgrössen,  und  deren  Ort  M,  ebenso  wie  von  X, 
auch  von  O  selbst  unabhängig  ist;  es  ist  der  Schwerpunct  der  in 
den  Puncten  A,  A',  . . .  angebrachten  Gewichte  a,  a,  ... 

Eine  Summe  von  Punctgrössen  ist  demnach  entweder  gleich  0, 
oder  gleich  einer  Strecke,  oder  gleich  einer  Punctgrösse;  und  zwar 
tritt  der  erste,  oder  der  zweite  Fall  ein,  wenn  die  Ge^A^ichtssumme 
der  Punctgrössen  gleich  0,  der  dritte,  wenn  sie  nicht  gleich  0  ist. 

Wir  können  daher  noch  umgekehrt  schliessen,  dass,  jenachdem 
eine  Summe  von  Punctgrössen  auf  eine  Strecke,  welche  auch  null 
sein  kann,  oder  auf  eine  Punctgrösse  reducirbar  ist,  die  Gewichts- 
summe der  ersteren  entweder  null,  oder  nicht  null  ist. 

§.  12.  Die  Summe  einer  Strecke  KL  und  einer  Punctgrösse 
f.iX3I  lä.sst  sich  immer  auf  eine  Punctgrösse  reduciren,  deren  Ge- 
wicht dem  Gewichte  fi   der  ersteren   Punctgrösse  gleich  ist.     Denn 

1 
setzt  man  an  3/ eine  Linie  MN  =  —  KL,  so  wird 

KL-^^iX  31  r=  fiX3I-{-  ^i  31  N  =  u  XX. 

Durch  Verbindung  dieses  Satzes  mit  den  im  vorigen  §.  erhalteneu 
Resultaten  ziehen  wir  noch  den  Schluss,  dass  ebenso,  vrie  eine 
Summe  von  Punctgrössen  allein,  so  auch  eine  Summe  von  Strecken 
und  Punctgrössen,  also  eine  Summe  von  Grössen  erster  Stufe  über- 
haupt, jenachdem  die  Gewichtssumme  der  Punctgrössen  null,  oder 
nicht  null  ist,  auf  eine  Strecke,  oder  auf  eine  Punctgrösse  mit  einem 
jener  Gewichtssumme  gleichen  Gewichte  reducirbar  ist.  Auch  folgt 
dasselbe  schon  daraus,  dass  eine  Strecke  sich  als  eine  Summe  zweier 
Punctgrössen,   deren  Gewichtssumme  null  ist,   ausdrücken  lässt,   wie 

aKL  =  aXL  —  aXK, 

und  dass  man  daher  eine  Summe  von  Strecken  und  Punctgrössen 
als  eine  Summe  von  Punctgrössen  allein  darstellen  kann,  deren  Ge- 
wichtssumme von  der  der  Punctgrössen  in  der  ersteren  Summe  nicht 
verschieden  ist. 
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Von  Grössen  zweiter  Stufe. 

§.  13.  Eine  Grösse  zweiter  Stufe,  cl.  i.  ein  inneres  Product 
zweier  Linien  (§.  10),  ist  entweder  ein  inneres  Product  zweier  Strecken, 
also  eine  bestimmte  Zahl  von  Flächeneinheiten,  oder  ein  inneres 
Product  aus  einer  Strecke  in  eine  Punctgrösse,  wie  AB  "X  XC, 
oder  ein  inneres  Product  zweier  Punctgrössen,  wie  XA'X.  XB.  Es 
ist  aber  (§.  8) 

ABx  XC  =  ^{XC -{-  ABy^  —  iiXC—  ASy, 
und  wenn  man  an  C  zwei  Linien  CE  =  AB  und  C D  =  —  AB  =  BA 
setzt,  so  dass  C  der  Mittelpunct  einer  mit  AB  gleichgerichteten  und 
doppelt  so  langen  Linie  DE  wird: 

ABXXC  =  \[XC^GEf  —  \{XC-^CBf  =  \XE^  —  \XI)^-. 
Ferner  ist: 

X^X  XB  =  ^[XA^  XB)^  —  ^{XB  —  XAy-  =  XM^  —  \AB\ 
wenn  M  den  Mittelpunct  von  AB  bezeichnet  (§.  9). 

Man  ersieht  hieraus,  wie  eine  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe 
stets  als  eine  Summe  von  inneren  Streckenproducten  und  von  Qua- 
draten von  Punctgrössen  darstellbar  ist. 

§.  14.  Hiernach,  —  und  weil  einer  Summe  von  inneren 
Streckenproducten,  als  einer  Summe  von  Zahlen  von  Flächenein- 
heiten, ein  einziges  inneres  Streckenproduct  substituirt  werden  kann, 
—  wird  eine  Gleichung,  in  welcher  jedes  Glied  eine  Grösse  zweiter 
Stufe  ist,  stets  unter  die  Form 

1)  J  +  :^aXA^  =  () 

gebracht  werden  können,  wo  J  ein  inneres  Streckenproduct  bedeutet. 
Um  die  Bedingungen  für  die  Richtigkeit  einer  solchen  Gleichung 
zu  finden,  wollen  wir,  wie  in  §.  10  bei  Gleichungen  erster  Stufe,  den 
willkürlich  zu  bestimmenden  Punct  0  einführen  und  OA — OX 
statt  XA  schreiben;  hierdurch  wird  die  Gleichung: 

J  -f-  :^aOA''  —  2p«0^)  X  OX  +  ^aOX'^  =  0. 

Soll  diese  für  jeden  Ort  von  X  Gültigkeit  haben,  so  muss  sie 
erstens  noch  bestehen,  Avenn  X  mit  0  zusammenfällt;  es  muss  folg- 
lich sein 

J  -\-^ccOA'  =  0, 
und  nächstdem 

2)  2(:^aO^)X  OX  —  :^aOX-=  0. 
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Aus  letzterer  Gleichung  können  wir  aber  hier  nicht,  wie  in  der 
Algebra,  schliessen,  dass  von  den  zAvei  Factoren  des  zur  Linken 
Stehenden 

2{2aOA)  —  IaOX    und    OX 

wenigstens  einer  null  sein  müsse,  indem  das  innere  Product  aus 
ihnen  auch  dann  null  ist,  wenn  die  zwei  Linien,  welche  sie  aus- 
drücken, einen  rechten  Winkel  mit  einander  machen  {§.  7).  Um 
dieser  Zweideutigkeit  auszuweichen,  wollen  wir  den  Ort  von  X  der- 
gestalt wählen,  dass  die  Linie  OX  auf  der  Strecke  2ceOA,  falls 
diese  nicht  null  sein  sollte,  perpendicular  steht.  Hierdurch  Avird  in 
2)  das  erste  Glied  zur  Linken  gleich  0,  und  es  muss,  damit  diese 
Gleichung  auch  für  einen  also  gewählten  Ort  von  X  richtig  bleibe, 
2aOX'^  =  0,  folglich  jedenfalls  .3«  =  0  sein.  Sie  selbst  reducirt 
sich  damit  auf 

2{2aOA)  X  OX  =  0, 

eine  Gleichung,  welche  für  jeden  Ort  von  X  nur  dann  und  dann 
immer  besteht,  wenn  ^aOA  =  0  ist. 

Die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  die 
Richtigkeit  von  1)  sind  demnach: 

a)  J-{-^aOA-  =  0, 

h)  -^«  =  0, 

c)  ^c(OA  =  0. 

Statt  h)  und  c)  kann  man  aber  die  einzige  Gleichung 

^aXA  =  0 
setzen,    als   für    deren   Richtigkeit    h)  und  c)   die    nothAvendigen    und 
hinreichenden  Bedingungen  sind  (§.  10). 

Die  Bedingungen  für  die  Richtigkeit  der  Gleichung  1)  sind 
daher  erstens  die  Gleichung  a)  oder  die  Bedingung,  dass  1)  noch 
besteht,  wenn  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt  wird;  und  zwei- 
tens, dass  die  Summe  ^aXA,  welche  die  Mittelgrösse  von 
J  -\-  ^aXA^  genannt  wird,  null  ist. 

§.  15.  Ehe  wir  weiter  gehen,  vdxdi  es  gut  sein,  den  neuen 
Begriff  der  Mittelgrösse  etwas  näher  ins  Auge  zu  fassen.  Nach  der 
eben  aufgestellten  Definition  der  Mittelgrösse  von  J-\-^c{XA^  ist 
die  Mittelgrösse  von  J ,  d.  i.  von  einem  inneren  Streckenproducte, 
null.     Weil  ferner  (§.  13) 

ABXXC  =  \{XC  +  AB)-  —  I  (X  C—  AB)'-, 
und 

XAX  XB  =  X 31-  —  \A B-. 

M  ö  b  i  u  s  Werke  I.  40 
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wo  M  der  Mittelpunct  von  AB ^   so   ist  von  AB  X  XC  die  Mittel- 
grösse 

=  ±{XC+AB)  —  {{XC—AB)  =  IAB, 

und  von  XAX  XB  die  ]Mittelgrösse  gleich  XM. 

Hiernach  lässt  sich  von  einer  Summe  von  Grössen  zAveiter  Stufe, 
ohne  dieselbe  vorher  in  die  Form  J  -\-  ^aXA^  umgewandelt  zu 
haben,  die  Mittelgrösse  als  die  Summe  der  Mittelgrössen  der  ein- 
zelnen Glieder  jener  Summe  unmittelbar  angeben. 

Anmerkung,  Man  könnte  die  Mittelgrösse  einer  anderen  gegebenen 
Grösse  auch  folgendergestalt  definiren.  —  Angenommen,  dass  X'  irgend  ein 
dem  X  unendlich  nahe  liegender  Punct  ist,  so  wird  durch  den  Uebergang  des 
X  in  X'  die  gegebene  Grösse  um  ein  unendlich  "Weniges  ihren  "SVerth  ändern. 
Diese  Aenderung  lässt  sich  als  ein  inneres  Product  darstellen,  von  ■welchem 
die  unendlich  kleine  Linie  XX  der  eine  Factor  ist.  Der  andere  Factor,  halb 
genommen,  heisst  die  Mittelgrösse  der  gegebenen. 

So  ist  von  AB  X  X  C  die  Aenderung 

=  ABxX'C— ABxXC  =  ABx  X'X, 
und  daher  ^AB  die  Mittelgrösse  von  AB  x:  XC. 

Ferner  ist  von  XA  x  XB  die  Aenderung 

=  X'X  +  XA]  X  X'X  4-  XB]  —  XA  X  XB 
=  X'Xx  [XA  +  XB)  +  X'X^; 
also,  nach  Weglassung  des  gegen  das  erste  unendlich  kleinen  zweiten  Gliedes, 
die  Mittelgrösse  von  XA  x  XB , 

=  i  XA  +  XB,  =  x:\i. 

Eben  so  findet  sich  die  Mittelgrösse  von  XA-,  =  XA ;  von  XA ,  =.  h\ 
u.  s.  w. 

§.  16.  Der  in  §.  14  erhaltene  Satz  lässt  sich  auch  folgender- 
gestalt ausdrücken:  zwei  Summen  von  Grössen  zweiter  Stufe  sind 
nur  dann  und  dann  immer  einander  gleich,  wenn  Gleichheit  zwischen 
ihnen  besteht,  sobald  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt  mrd,  und 
wenn  die  Mittelgrössen  beider  Summen  einander  gleich  sind;  —  ein 
Satz,  der  übrigens  wörtlich  auch  für  zwei  Summen  von  Grössen 
erster  Stufe  gilt,  indem  die  Mittelgrösse  einer  solchen  Summe  nach 
der  in  voriger  Anmerkung  gegebenen  Definition  die  halbe  Summe 
der  Gewichte  der  in  ersterer  Summe  enthaltenen  Punctgrössen  ist. 

Mittelst  dieses  Criteriums  der  Gleichheit  kann  mau  von  einer 
gegebenen  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe,  welche  vde  im  Vorigen 
durch  J-i-^aXA-  ausgedrückt  werde,  die  Reduction  auf  die  ein- 
fachste Form  sehr  leicht  bewerkstelligen.  Unterscheiden  wir  die 
drei  hierbei  allein  möglichen  Fälle  (§.  11),  jenachdem  die  Mittel- 
grösse ^aXA  der  gegebenen  Summe  entweder  gleich  0,  oder  gleich 
«iner  Strecke  /c,   oder  gleich   einer  Punctgrösse  /.iX3I  ist,   und  be- 
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zeiclineii  wir  der   Kürze    -willen   die   Summe   ^  -\-  2aXA^,   als    eine 
von  X  abhängige  Grösse,  mit  [X];    also   auch  J-\-2aOA-  mit  [0]. 
Im  ersten  Falle  ist 


[X]  =  [0], 


d.  h.  gleich  einem  inneren  Streckenproducte.  Denn  diese  Gleichung 
bleibt  richtig,  wenn  statt  X  der  bestimmte  Punct  0  gesetzt  \yiid. 
Ferner  ist  die  Mittelgrösse  der  linken  Seite  der  Gleichung  gleich  0 
nach  der  Voraussetzung;  die  der  rechten  Seite  ist  es,  weil  die  rechte 
von  X  unabhängig  ist.  Es  sind  daher  auch  die  Mittelgrössen  beider 
Seiten  einander  gleich;  folglich  u.  s.  w. 

Im  zweiten  Falle  wird  man  setzen  können : 
h)  [X]  =  2kxXN. 

Denn  das  innere  Product  k'X.  OX,  in  welchem  k  eine  gegebene 
Strecke  und  0  ein  bestimmter  Punct  ist,  kann  nach  verschiedener 
Annahme  des  Punctes  N  alle  möglichen  Werthe  erhalten.  Es  wird 
daher  immer  N  so  bestimmt  werden  können,  dass 

[0]==  2k  X  OX. 

Hierdurch  geschieht  der  ersten  Bedingung  für  die  durch  b)  ausge- 
drückte Gleichheit  Genüge.  Es  wird  aber  auch  die  zweite  Be- 
dingung erfüllt,  weil  die  Mittelgrösse  der  einen,  wie  der  anderen 
Seite  von  b),  gleich  k  ist. 

Ist  endlich  drittens  die  Mittelgrösse  der  gegebenen  Summen 
gleich  i-iXM,  so  setze  man,  damit  auf  beiden  Seiten  die  Mittel- 
grössen einander  gleich  werden: 

c)  [X]  =  u{r^xM'), 

wo  r  ein  inneres  Streckenproduct  bedeutet,  dessen  Werth  wegen 
der  übrigen  noch  zu  erfüllenden  Bedingung  so  zu  bestimmen  ist, 
dass  Gleichheit  noch  herrscht,  wenn  statt  X  ein  bestimmter  Punct  O 
gesetzt  wird,  und  woraus 

r  =  —  [0]—OM^ 

folgt.  —  Eine  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe  lässt  sich  daher, 
jenachdem  ihre  Mittelgrösse  entweder  null,  oder  eine  Strecke,  oder 
eine  Punctgrösse  ist,  auf  ein  inneres  Streckenproduct,  oder  auf  ein 
inneres  Product  einer  Strecke  in  eine  Punctgrösse,  oder  auf  die 
Summe  eines  Punctquadrates  und  eines  inneren  Streckenproductes 
reduciren. 

§.  17.  Zusätze  und  Erläuterungen.  1)  Die  Bedingung 
^aXA  =  0,  welche  für  den  ersten  der  drei  jetzt  betrachteten  Fälle 
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stattfindet,  drückt  aus,  dass  von  den  Puncten  A,  A',  ...  mit  den  an 
ihnen  angebrachten  Gewichten  a,  «',  ...  jeder  der  Schwerpunct  der 
jedesmal  übrigen  ist*).  Wird  diese  Bedingung  erfüllt,  so  ist  zufolge 
a)  die  Summe  [X],  folglich  auch  2a  XA-,  von  X  unabhängig;  d.  h. 
die  Summe  der  mit  den  respectiven  Gewichten  multipKcirten  Qua- 
drate der  Entfernungen  der  Puncte  A,  A',  ...  von  einem  und  dem- 
selben Puncto  X  ist  für  jeden  Ort  von  X  von  gleicher  Grösse.  — 
Mehrere  aus  diesem  schon  früher  bekannten  merkwöirdigen  Satze 
von  mir  abgeleitete  Folgerungen  findet  man  in  Grelle' s  Journal  für 
Mathematik,  Band  26,  Seite  26. 

2)  Im  zweiten  Falle,  wo  die  Mittelgrösse  von  [X]  eine  Strecke  k 
ist,  war  ein  Punct  N  dergestalt  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

[0]  =  2kX  ON 
befriedigt  wurde.    Dieses  kann  aber  auf  unzählige  Weisen  geschehen. 
Denn  für  einen  von  N  verschiedenen  Punct  X'^  wird  gleichfalls 

[0]  =  2kX  ON^ 
sein,  wenn 

kX  0X\  — kX  0X^=0, 
d.  i. 

k  X  NX\  =  0 

ist,  also  wenn  die  Linie  X^y[  gegen  die  Strecke  /.;  eine  perpendicu- 
lare  Lage  hat  (§.  7),  oder,  anders  ausgedrückt:  wenn  X\  mit  JV  in 
einer  und  derselben  die  Strecke  k  rechtwinklig  schneidenden  Ebene 
liegt. 

Auf  gleiche  Art  erhellet,  dass  der  Werth  des  Productes  aus  einer 
Strecke  in  eine  Punctgrösse,  wie  kxXN,  bei  Aenderung  des  Ortes  N 
der  letzteren  dann  und  nur  dann  sich  nicht  ändert,  wenn  der  neue 
Punct  iV,  in  einer  durch  N  gelegten,  die  Strecke  k  rechtwinklig 
schneidenden  Ebene  enthalten  ist.  Denn  für  jeden  Punct  N^  dieser 
Ebene,  und  für  keinen  anderen,  ist  die  Projection  von  XN^  auf  k 
von  der  nämlichen  Grösse  (§.  5).  Man  nennt  deshalb  das  Product 
aus  einer  Strecke  in  eine  Punctgrösse  eine  Plangrösse,  und  die 
durch  die  Richtung  der  Strecke  und  den  Ort  der  Punctgrösse  auf 
gedachte  Weise  bestimmte  Ebene  die  Factor enfläche  der  Plan- 
grösse. 


*)  Denn  weil,  wenn  ZuXA  =  0,  immer  auch  2'«  =  0  und  daher 
ß'+ß"  +  ...  =  —  « 
ist  (§.  11),   so  ist  erstere  Gleichung  unter  anderen  identisch  mit 

ß'A'^'+  (i"XA"  +  ...  =  —  uXA  =  'a'+  ß"  +  , . .)  XA, 
wonach  A  der  Schwerpunct  der  in  A' ,  A",  ...  befindlichen  Gewichte  ß',  n",  ...  ist. 
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3)  Bei  dem  dritten  Falle ,  avo  [X]  auf  die  /<  fache  Summe  eines 
inneren  Streckenproduetes  F  und  eines  Punctquadrates  X3I^  redu- 
cirbar  ist,  sind  zAvei  Unterfälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  das 
Streckenproduct  F  negativ  oder  positiv  ist. 

Ist  es  negativ,  so  lässt  sich  die  Summe  X3f^-{-  F  auf  ein  ein- 
ziges Glied  zurückführen.  Man  ziehe  nämlich  durch  3f  eine  Linie 
nach  beliebiger  Richtung  und  bestimme  darin  zwei  von  31  nach 
entgegengesetzten  Richtungen  gleichweit  entfernte  Puncte  K  und  L 

so,  dass 

31 K-  =  31 L-  =  —  F] 
hierdurch  wird 

X3r  +  r  =  (X3/-f  3IK)  X  {X3I—  3IK) 
=  {X3I-{-3IJq  X  {X3I  +  3IL)  =  XKx  XL, 

und  folglich 

[X]  =  fiXKX  XL 

gleich  dem  |M  fachen  des  inneren  Productes  zw^eier  Punctgrössen,  deren 
Oerter  K  und  L  aus  M  und  F  so  zu  bestimmen  sind,  dass 

KL^  =  —  4  r, 

und  KL  von  31  halbirt  wird ,  oder  mit  anderen  Worten :  dass  K 
und  L  die  zwei  Endpuncte  irgend  eines  Durchmessers  einer  Kugel 
sind,  deren  Halbmesser  gleich  V  —  F  und  deren  Mittelpunct  31  ist. 
Wie  man  hieraus  zugleich  ersieht,  besitzt  das  Product  zweier  Punct- 
grössen XKx  XL  die  merkwürdige  Eigenschaft,  dass  es  unge- 
ändert  bleibt,  wenn  statt  K  und  L  die  Endpuncte  irgend  eines 
anderen  Durchmessers  der  um  KL  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kugel  gesetzt  Averden.  Es  wird  aus  diesem  Grunde  das  innere 
Product  zweier  Punctgrössen  eine  Kugel  grosse,  und  die  [Fläche 
der  Kugel  die  Factorenfläche  der  Kugelgrösse  genannt.  Die 
Mittelgrösse  der  letzteren  ist  X3I  oder  die  Punctgrösse,  welche  zu 
ihrem  Orte  der  Kugel  Mittelpunct  hat. 

Ist  F  positiv,  so  wird  der  Halbmesser  der  Kugel  imaginär. 
Untersuchen  wir  daher,  ob  sich  nicht  in  diesem  Falle  die  Summe 
X  31-  +  r  an  eine  Kugel  knüpfen  lässt ,  welche  gleichfalls  3£  zum 
Mittelpuncte  und  einen  Halbmesser  hat,  dessen  Quadrat  gleich  F  ist. 
In  der  That  findet  sich,  wenn  K  und  L  die  Endpuncte  irgend  eines 
Durchmessers  dieser  Kugel  bezeichnen: 

X3P  +  F=  X3I^  +  MK' 

=  I  (XJ/-h  3IKy-  -\-^{X3I—  31  Kf 
=  |(X il/4-  MKf  +  i(XJl/-f-  3ILf 
=  \XK^  +  ^XL\ 
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Die  Summe  der  Quadrate  zweier  Punctgrössen  ^{XK^  -{-  XL-) 
besitzt  hiernach  dieselbe  Eigenschaft,  wie  das  innere  Product  dieser 
Grössen  XK  X  XL,  und  wird  deshalb  gleichfalls  eine  Kugel- 
grösse  genannt.  Auch  ist  wie  vorhin  der  Ort  ihrer  Mittelgrösse 
der  Kugel  Mittelpunct.     Die  Summe  [X]  aber  wird  gleich 

|,«(X7i'-  +  XL'-). 

4)  Nach  diesem  allen  können  wir  das  am  Schlüsse  des  vorigen 
§.  gewonnene  Resultat  kurz  also  aussprechen:  Jenachdem  von  einer 
Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe  die  IVIittelgrösse  null,  oder  eine 
Strecke,  oder  eine  Punctgrösse  ist,  ist  die  Summe  selbst  ein  inneres 
Streckenproduct,  oder  eine  Plangrösse,  oder  eine  Kugelgrösse. 

§.18.  Wir  haben  im  vorigen  §.  Bedingungen  kennen  gelernt, 
unter  denen  die  Functionen  von  Punctgrössen  XKX  XL  und 
XK-  ^  XL^  bei  Aenderung  der  Oerter  ihrer  Puncte  Ä"  und  L  un- 
verändert bleiben.  Es  lässt  sich  leicht  darthun,  dass  jene  Bedin- 
gungen zugleich  die  einzigen  sind,  unter  denen  die  bemerkten 
Functionen  ihre  Werthe  unverändert  behalten. 

Denn  soll  XKX.  XL  sich  nicht  ändern,  wenn  statt  K,  L  die 
Puncte  -F,   G  gesetzt  werden,  soll  also  die  Gleichung 

XKX  XL:=  XFX  XG 

bestehen,  so  müssen  (§.  16)  erstens  die  Mittelgrössen  beider  Seiten 
einander  gleich  sein,  also  (§.  15)  X3f=  XH,  wenn  M  und  H  die 
Mittelpuncte  von  ICL  und  FG  bezeichnen.     Hieraus  folgt 

X3f—  XH=  HM=  0 , 

d.  h.  die  Mttelpuncte  von  KL  und  FG  müssen  zusammenfallen. 
Die  zweite  noch  zu  erfüllende  Bedingung  für  das  Bestehen  der  Glei- 
chung ist  ihre  Richtigkeit,  wenn  für  X  ein  bestimmter  Punct  gesetzt 
wird.  Nehmen  wir  als  solchen  den  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  M 
der  Linien  KL  und  FG,  so  findet  sich,  weil  —  MK  =  ML  =  \KL 
und  —MF=  MG  =  \FG  ist:  KU-  =  FG\  d.  h.  KL  und  FG 
müssen  gleich  lang  sein.  Zum  Bestehen  der  Gleichung  ist  es  daher 
nicht  allein  hinreichend,  sondern  auch  noth wendig,  dass  KL  und 
FG  Durchmesser  einer  und  derselben  Kugel  sind. 

Ganz   auf  dieselbe  Weise   ergiebt  sich  die   nämliche   Bedingung 
als  hinreichend  und  nothwendig  für  das  Bestehen  der  Gleichung 
XK'-  +  XU  =  XF'  -f-  X  G\ 

Denn  hieraus  folgt  die  zwischen  den  Mittelgrössen  zu  erfüllende 
Gleichung 

X/r-f-  XL  =  XF-{-  XG, 
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d.  i.  XM=  XH,  wo  31  und  H  die  vorige  Bedeutung  haben.  Wie 
vorhin  müssen  daher  KL  und  FG  einen  gemeinschaftlichen  Mittel- 
punct  haben,  und  es  kommt,  wenn  man  diesen  Punct  in  der  ersteren 
Gleichung  für  X  substitukt :  KL'  =  FG^ ;  folglich  u.  s.  w. 

Als  Zugabe  zu  diesen  Betrachtungen  M-ollen  -R-ir  noch  zu  ermitteln  suchen, 
■wie  überhaupt  bei  der  Summe  zweier  Punctquadrate  mit  beliebigen  Coeffi- 
cienten,  wie  aXA^  +  ßXB-,  die  Puncte  A  und  B  geändert  werden  können, 
ohne  dass  sich  die  Summe  selbst  ändert.  —  Soll,  wenn  man  A  und  ^  in  C 
und  D  verwandelt,  noch  sein: 

a)  aXA^  +  ßXB''  =  «XC^  +  ßXD-, 

so  muss  zuvörderst  die  Gleichung  zwischen  den  Mittelgrössen  beider  Summen 

ß  XA  +  ßXB  =  aXC  +  ß  XD 
bestehen.    Mit  Ausschliessung  des  Falles ,    wenn    «-4-^  =  0   ist',    und  wo  die 
Summen  in  a;  Plangrössen  werden   (§.  13  und  §.  17,  2  ,   kann  man  aber  setzen 

(§.11): 

ß  XA  +  ß  XB  =  (ß  -f  ß)  XM, 
also  auch 

uX  C  +  ßXD  =  (ß  +  ß]  X3I. 

Hieraus  folgt,  wenn  man  X  mit  M  zusammenfallen  lässt : 

b)  a3fA  +  ß3fB  =  0, 

c)  cc3IC  +  ß3ID  =  0. 

Weil  nach  6)  die  Linien  31 A  und  3IB  einerlei  oder  entgegengesetzte  Rich- 
tungen haben  '§.  1) ,  so  muss  31  ein  Punct  der  Geraden  AB,  und  eben  so 
nach  c)  ein  Punct  der  Geraden  CD  sein.  Beide  Gerade  müssen  sich  daher 
in  einem  Puncte  3/ schneiden,  und  dieses  so,  dass 

d]    A3I  :  3IB  :  AB  =  C 31  :   3ID  :   CD  =  ß  :  a  :  a  +  ß; 
oder,  was  dasselbe  ausdrückt:  der  Schwerpunct  der  Gewichte  a  und  ß,  mögen 
diese  in  A  und  B,   oder  in  C  und  D  angebracht  werden,    muss  ein  und  der- 
selbe Punct  31  sein. 

Zweitens  muss  die  Gleichung  richtig  sein,  welche  aus  a)  hervorgeht,  wenn 
statt  X  ein  bestimmter  Punct,  er  sei  31,  gesetzt  wird,  also  die  Gleichung : 

ß  31 A^  +  ß  31 B''  =  ß  31 C^  +  ß3I  Dl 
Substituirt  man  hierin  für  31 B  und  3ID  ihre  aus  h,  und  c]  fliessenden  Werthe, 
so  kommt 

MA''=3IC-, 
mithin  auch 

31 B-  =  3/2)2  und  AB^  =  Clß, 

wegen  der  Proportion  d).    Dies  führt  uns  zu  folgendem  Resultate: 

Man  theile  die  Linie  AB  in  31  nach  dem  Verhältnisse  ß  :  a  und  be- 
schreibe um  31  als  Mittelpunct  mit  31 A  und  3IB  als  Halbmessern  zwei 
Kugelflächen;  und  es  wird  die  Summe  aXA--\-ßXB'^  bei  Aenderung  der 
Oerter  von  A  und  B  dann  und  nur  dann  ungeändert  bleiben,  wenn  die  neuen 
Oerter  C  und  D  eben  so,  wie  A  und  B  selbst,  die  Durchschnitte  einer  be- 
liebig durch  31  gelegten  Geraden  mit  der  ersten  und  zweiten  Kugelfläche 
sind;  nur  müssen,  je  nachdem  das  Yerhältniss  ß  :  ß  positiv  oder  negativ  ist, 
und  daher  A  und  B  auf  verschiedenen  oder  einerlei  Seiten  von  31  liegen, 
dieselbe  Lage  gegen  3L  auch  C  und  B  haben. 
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§.  19.  Der  in  §.  16  bewiesene  Satz,  die  Reduction  einer  Summe 
von  Grössen  zweiter  Stufe  betreffend,  hätte  auch  auf  ähnliche  Weise, 
wie  der  entsprechende  Satz  für  Grössen  erster  Stufe  in  §.11  und  1 2, 
und  somit  auf  einem  mehr  directen  Wege  dargethan  werden  können. 
Ich  halte  es  jedoch  für  überflüssig,  bei  der  hierzu  nöthigen  Rech- 
nung mich  aufzuhalten,  und  Avill  nur  noch  zeigen,  wie  die  Reduction 
einer  Summe  von  Grössen  zweiter  Stufe  in  den  einfacheren  Fällen 
unmittelbar  ausgeführt  werden  kann. 

1)  Die  Summe  einer  Plangrösse,  wie  AB'XX.C,  und  eines 
inneren  Streckenproductes  ist  auf  eine  Plangrösse  reducirbar.  —  Denn 
das  innere  Streckenproduct  kann  man  gleich  AB  "X.  CD  setzen,  als 
welches  Product  nach  der  verschiedenen  Annahme  von  D  jedweden 
"SVerth  haben  kann.     Hierdurch  aber  Avird  die  Summe 

=  ABX  XC  -\-  ABX  CD  =  AB  X  XD. 

2)  Die  Summe  zweier  und  folglich  auch  mehrerer  Plangrössen 
ist  auf  eine  Plangrösse  reducirbar.  —  Denn  die  Summe 

S)  ABx  XF  +  DE  X  X  G 

wird,  wenn  man  an  B  eine  Linie  BC,  gleich  DE,  setzt, 
=  ABx  XF+  BC[XF  +  FG) 
=  AGx  XF  -i-  BCxFG 
gleich  einer  Plangrösse,  nach  vorigem  Satze. 

Die  Summation  zweier  Plangrössen  lässt  sich  auch  noch  auf 
folgende  etwas  einfachere  Weise  bewerkstelligen.  Weil,  wenn  AB 
der  Streckenfactor  und  L  irgend  ein  Punct  der  Factorenfläche  einer 
Plangrösse  ist,  letztere  selbst  AB  X  XL  ist,  so  erhält  man  als  die 
Summe  zweier  Plangrössen,  wenn  AB  und  DE  deren  Strecken- 
factoren und  L  ein  den  Factorenflächen  beider  gemeinschaftlicher 
Punct,  also  ii-gend  ein  Punct  in  der  Durchschnittslinie  beider 
Flächen  ist, 

ABx  XL  +  DEX  XL,     =  {AB  +  D E)  X  XL  =  ACx  XL, 
wenn  man,  wie  vorhin,  BC  =  DE  macht. 

Nur    in    dem   Falle,    wenn    die    zwei    Factorenflächen    einander 
parallel  sind,   leidet   dieses   Summationsverfahren   keine  Anwendung. 
Alsdann  sind  aber  auch  die  zwei  auf  ihnen  perpendicularen  Strecken- 
factoren AB  und  DE  einander  parallel,  und  man  kann  daher  {§.  1) 
DE=  ciAB  setzen.     Hierdurch  wird  die  Summe  S) 
=  ABx  XF-\-  aAB  X  XG 
=  ABx  {XF  -\-  aXG)  =  {l-i-  u)AB  X  XH, 
also  gleich  einer  Plangrösse,  wenn  man  (§.  11) 

XF+  aXG  =  {\-{-  u)  XH 
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setzt.     Lässt  man  hierin  X  mit   G  zusammenfallen,  so  kommt: 

GF=  {[  -{-c()GH. 
und  es  ist  daher  der  Punct  H  in  der  Geraden  i^G^  so  zu  bestimmen, 
dass  man 

1  +  u 
macht. 

3)  Die  Summe  von  Punctquadraten  aXA-,  aXA"-,    ....    deren 

Coefficienten  «,  «',  ...  XuU  zur  Summe  haben,    lässt   sich   auf  eine 

Plangrösse   reduciren.     Denn   sei   0   ein   beliebig   bestimmter   Punct, 

so  ist 

^aXO-  =  XO-Ia  =  0, 

wegen  —  a  =  (i,    und  daher 

2aXA-  =  2a{XA-  —  XO')  =  ^a{XA  +  X  0)  X  {XA—XO). 

Es  ist  aber,    wenn  M.  31'.  ...    die   Mittelpuncte   von  OA.  0 A' .  ... 

bedeuten : 

XA  -\-X0  =  -2 XM,     XA'+  X  0  =  2 XM', 

u.  s.  w. ;  hiermit  wird 

^cc XA'  =  2IaOAX  X J/, 

d.  i.    gleich   einer    Summe    von    Plangrössen ,    gleich    einer    einzigen 

Plangrösse  nach  2). 

4)  Weil 

X3/=  OM—OX. 

so  kann  man  die  letzterhaltene  Gleichung  auch  schreiben: 
laXA-  =  2:^aOAx  OM—  20 XX  ^aOA. 
Ist  daher  nicht  allein  2" a ,    sondern  auch  ^a  OA  null .    so  wird 

2a  XA-  =  2Ia  OA  X  OM: 
d.  h.  eine  Summe  von  Punctquadraten  .3"  a  0  ^-  lässt  sich,  wenn  ihre 
Mittelgrösse  2a XA   null  ist    (als   woraus  2aOA  =  ()   und   2"a  =  0 
folgt),  auf  ein  inneres  Streckenproduct  reduciren. 

5)  Ist  2  a  nicht  null,  so  wird  nach  3): 

2aXA'-  =  2 a{XA-  —  XO'-)  -{-  2 a X 0- 
=  22aOA  X  XM  +  -  «  X  0- 
gleich  einer  Plangrösse  plus  einem  Punctquadrate.  Diese  Summe 
lässt  sich  aber,  auf  ähnliche  Art,  wie  2az -{- x-  in  {z -\- a)-  —  a-,  in 
die  Summe  eines  Punctquadrates  und  eines  inneren  Streckenproductes 
umwandeln.  Auf  eine  solche  Summe  ist  folglich  eine  Summe  von 
Punctquadraten,  wenn  die  Summe  der  Coefficienten  der  letzteren 
nicht  null  ist,  stets  reducirbar.     Yergl.  §.  16. 


Anmerkungen. 

p.  8.  In  der  Anmerkung  waren  neben  den  Hyperboloiden  die  Paraboloide  un- 
erwähnt geblieben. 

p.  131.     Vergl.  die  Anmerkung  auf  p.  8  dieses  Bandes. 

p.  161.  Die  UnVollkommenheit  der  Algebra  würde  sich  darin  zeigen,  dass  die 
Algebra  Unmögliches  verfolgte,  Mögliches  nicht  leistete. 

p.  219.  Die  Anmerkung  beginnt  im  Original  mit  den  "Worten:  »Alle  krummen 
Flächen  theilen  sich«  u.  s.  w. 

p.  365  wird  als  Entdecker  des  berühmten  Satzes,  den  man  jetzt  den  Pascal'schen 
Satz  zu  nennen  gewöhnt  ist,  Robert  Simson  [1735;  genannt.  Derselbe 
Satz  steht  bei  Carnot  Geom.  de  position  1803  no.  398  ohne  Angabe 
einer  Quelle.  Brianchon,  der  1806  auf  diesen  Satz  seine  Theorie  der 
Pole  an  Kegelschnitten  gründete  Journal  de  l'Ecole  polyt.  Cah.  13), 
beruft  sich  auf  Carnot;  erst  später  1817  in  seinem  Memoire  sur  les  lignes 
du  2.  ordre  no.  XIII  giebt  er  Pascal  als  Entdecker  des  Satzes  an  auf 
Grund  eines  Zeugnisses  von  Leibniz.  Pascal 's  Arbeiten  über  die 
Kegelschnitte  kannte  man  nämlich  früher  hauptsächlich  aus  dem  Bericht, 
welchen  Leibniz  über  den  ihm  vorgelegten  geometrischen  Nachlass  Pascal's 
in  einem  Brief  an  Perier  1676  August  30  erstattet  hatte.  In  diesem 
Bericht  wird  » l'hexagramme  mystique  mit  seinen  merkwürdigen  Eigen- 
schaften« ohne  nähere  Angabe  erwähnt.  Pascal's  Essais  pour  les  Coni- 
ques,  ein  kurzer  früh  verfasster  an  Desargues  anknüpfender  Aufsatz, 
wieder  herausgegeben  von  Bossut  1779,  enthält  Entwürfe  ohne  Beweis, 
aber  nicht  den  Pascal'schen  Satz. 

p.  510  ff.  Der  Ausdruck  »Richtung  der  Kraft«  wird  hier  mehrmal  gebraucht  für 
»Gerade  der  Kraft«. 

p.  601.  Der  Ausdruck  »Strecke«,  den  man  hier  vermissen  könnte,  war  von 
Steiner  1833  Geom.  Constr.  §.  6  gebraucht  worden. 

B.  B. 
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